12 Minimalni polynom — Napoleon Galoisovy teorie

Zadani
Cviceni 9. a 15. kvétna, verze ze dne 7. kvétna 2024.

Cile cviceni: Dnes budeme pocitat minimalni polynomy prvku nad télesem, coz se ukdaze byt
ve své podstaté linedarné algebraickou tlohou. Dobfe si pfitom rozmyslime linearné algebraické
dusledky nasich vypoctu, predevsim ten, ktery tika, ze stupen minimélniho polynomu je prave
stupném rozsiteni daného prvkem, tedy dimenzi rozsiteni chapaného jako vektorovy prostor nad
rozSitovanym télesem.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:

27ri/n.

Pripomenme znaceni (, = e

Uloha 12.1. Spocitejte minimalni polynom m, g nad télesem Q a stupen rozsiteni [Q(a) : Q] pro

komplexni prvky a s hodnotou (a) ¥/2, (b) =144, (c) v6, (d) s, (e) v2+ /5.
Uloha 12.2. Najdéte néjaké baze rozsiteni Q(a) télesa Q pro hodnoty a z predchoziho piikladu.

Uloha 12.3. Spocitejte minimalni polynom

(a) prvku v/2i nad télesem Q(i) (b) prvku v/2 nad télesem Q(v/2).

Uloha 12.4. Urcete stupeni rozsifeni viech kofenovych nadtéles polynomu x° — 3z + 3 nad Q.

Uloha 12.5. Spoététe stupeii rozsfien{ [Q(+/3,v/3) : Q.

Nakonec jesté par priklada pro nadSené dobrovolniky:

Uloha 12.6. Vite-li, ze mysii0 = z* — 22? 4+ 9, najdéte M /51i11.0"

Uloha 12.7. Spocitejte minimalni polynom

(a) prvku v/2 + /5 nad télesem Q(v/2),
(b) prvku V2 4+ /5 nad télesem R,
(c¢) prvku (5 nad télesem Q,

)

(d) &+

Uloha 12.8. Najdéte minimdalni polynom m var bro podtéleso T' = Q(vV2 + V/5) télesa redlnych
Cisel.

Uloha 12.9. Necht a € S je algebraicky prvek nad télesem T', kde T je podtéleso télesa S, a necht
b € S spliuje m, r(b) = 0. Dokazte, ze mq, 1 = mp .

Uloha 12.10* Necht a, b jsou algebraické prvky nad 7" takové, Ze jejich minimalni polynomy m, r,
my,r maji nesoudélné stupné. Dokazte, ze pak mar = Mare) @ My = M 7(0)-



Uloha 12.11. Spoctéte stupeii rozsifeni rozkladového nadtélesa polynomu z* + 2% 4 222 + z + 1
nad télesem Q.

Uloha 12.12. Dokazte, ze Q(\/ﬁ, \‘75) = Q(\G/ﬁ) = Q(\/ﬁ + \‘75)

Uloha 12.13. Nechf T < S jsou télesa takova, ze [S : T] je prvoéislo. Dokazte, ze pak S = T'(a)
pro libovolny prvek a € S\ T.

Uloha 12.14* Necht T je téleso a a algebraicky prvek nad 7" takovy, ze [T'(a) : T je lichy. Dokazte,
ze T(a) = T(a?).
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