
12 Minimálńı polynom – Napoleon Galoisovy teorie

Zadáńı
Cvičeńı 9. a 15. května, verze ze dne 7. května 2024.

Ćıle cvičeńı: Dnes budeme poč́ıtat minimálńı polynomy prvk̊u nad tělesem, což se ukáže být
ve své podstatě lineárně algebraickou úlohou. Dobře si přitom rozmysĺıme lineárně algebraické
d̊usledky našich výpočt̊u, předevš́ım ten, který ř́ıká, že stupeň minimálńıho polynomu je právě
stupněm rozš́ı̌reńı daného prvkem, tedy dimenźı rozš́ı̌reńı chápaného jako vektorový prostor nad
rozšǐrovaným tělesem.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Připomeňme značeńı ζn = e2πi/n.

Úloha 12.1. Spoč́ıtejte minimálńı polynom ma,Q nad tělesem Q a stupeň rozš́ı̌reńı [Q(a) : Q] pro
komplexńı prvky a s hodnotou (a) 3

√
2, (b) −1 + i, (c) 4

√
6, (d) ζ3, (e)

√
2 +

√
5.

Úloha 12.2. Najděte nějaké báze rozš́ı̌reńı Q(a) tělesa Q pro hodnoty a z předchoźıho př́ıkladu.

Úloha 12.3. Spoč́ıtejte minimálńı polynom

(a) prvku
√
2i nad tělesem Q(i) (b) prvku 4

√
2 nad tělesem Q(

√
2).

Úloha 12.4. Určete stupeň rozš́ı̌reńı všech kořenových nadtěles polynomu x5 − 3x+ 3 nad Q.

Úloha 12.5. Spočtěte stupeň rozš́ı̌reńı [Q( 3
√
3,
√
3) : Q].

Nakonec ještě pár př́ıklad̊u pro nadšené dobrovolńıky:

Úloha 12.6. Vı́te-li, že m√
2+i,Q = x4 − 2x2 + 9, najděte m√

2+i+1,Q.

Úloha 12.7. Spoč́ıtejte minimálńı polynom

(a) prvku
√
2 +

√
5 nad tělesem Q(

√
2),

(b) prvku
√
2 +

√
5 nad tělesem R,

(c) prvku ζ5 nad tělesem Q,

(d) ζ7 + ζ−1
7 .

Úloha 12.8. Najděte minimálńı polynom m√
2,T pro podtěleso T = Q(

√
2 +

√
5) tělesa reálných

č́ısel.

Úloha 12.9. Necht’ a ∈ S je algebraický prvek nad tělesem T , kde T je podtěleso tělesa S, a necht’

b ∈ S splňuje ma,T (b) = 0. Dokažte, že ma,T = mb,T .

Úloha 12.10.⋆ Necht’ a, b jsou algebraické prvky nad T takové, že jejich minimálńı polynomy ma,T ,
mb,T maj́ı nesoudělné stupně. Dokažte, že pak ma,T = ma,T (b) a mb,T = mb,T (a).



Úloha 12.11. Spočtěte stupeň rozš́ı̌reńı rozkladového nadtělesa polynomu x4 + x3 + 2x2 + x + 1
nad tělesem Q.

Úloha 12.12. Dokažte, že Q(
√
2, 3
√
2) = Q( 6

√
2) = Q(

√
2 + 3

√
2).

Úloha 12.13. Necht’ T ≤ S jsou tělesa taková, že [S : T ] je prvoč́ıslo. Dokažte, že pak S = T (a)
pro libovolný prvek a ∈ S \ T .

Úloha 12.14.⋆ Necht’ T je těleso a a algebraický prvek nad T takový, že [T (a) : T ] je lichý. Dokažte,
že T (a) = T (a2).
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