12 Minimalni polynom — Napoleon Galoisovy teorie

Resent
Cviceni 9. a 15. kvétna, verze ze dne 7. kvétna 2024.

Cile cviceni: Dnes budeme pocitat minimalni polynomy prvku nad télesem, coz se ukaze byt
ve své podstaté linedarné algebraickou ulohou. Dobfe si pritom rozmyslime linedrné algebraické
dusledky nasich vypoctu, predevsim ten, ktery ikd, ze stupen minimalniho polynomu je prave
stupném rozsiteni daného prvkem, tedy dimenzi rozsiteni chapaného jako vektorovy prostor nad
rozSitovanym télesem.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:

Pripomerime znacend ¢, = e*™/™.

Uloha 12.1. Spoéitejte minimaln{ polynom ma,o nad télesem Q a stupen rozsiteni [Q(a) : Q] pro
komplexn{ prvky a s hodnotou (a) v/2, (b) =144, (c) v/6, (d) (s, (e) v2+ /5.

Reseni. (a) Prvek +/2 je zjevné kofenem monického polynomu z* — 2 € Q[z], o némz uz jsme
dokazali, ze je ireducibilni v Q[z], tedy podle tvrzeni 22.1 a 22.3 mame

Mo~ -2 a [Q(V2): Q] = degm g5 = 3.

(b) Uvahou o komplexné sdruzenych korenech s vyuzitim tvrzeni 22.1 a 22.3 nahlédneme, ze
mi1g=(@+1+i) (x+1—1i)=2>+22+2,
je monicky polynom v ireducibilni v Q[z], a proto [Q(—1 + 1) : Q] = degm;_1 0 = 2.

(¢) Vidime, ze v/6 je kofenem monického polynomu z* — 6, ktery je diky Eisensteinové kritériu ire-
ducibilni v Z[z], a tedy i v Q[z]. Stejnym argumentem jako v predchozich dvou ulohdch zjistujeme,
ze

mGo = =6 a [Q(V6):Q]= degm g5 = 4.

(d) Tentokrét je prvek (3 zjevné kofenem polynomu x® — 1 = (z — 1)(z% + x + 1), tudiZ je kofenem
monického ireducibilnfho polynomu 2% + x + 1, standardnim argumentem dostédvame

MeyQ = 2?+zr+1 a [Q(¢) : Q] =2.

(e) Nejprve najdeme netrivialni raciondln{ koeficienty a;, pro které ., a;(v2 +/5)7 = 0, tedy
koeficienty polynomu, jehoz je prvek v/2 4+ v/5 kotenem. Ziejmé (v2 +v/5)° = 1, (vV2 +v5)! =
V24+ 5 a spocitame-li

(V2 +V5)2 =7+2V10, (V2+v5)" = (7+2V10)* = 89 + 28V/10,

vidime, zZe k nalezeni netrivialni racionalni linearni kombinace staci vzit sudé mocniny 1, 7+ 2+/10
a 89 + 28+v/10. Resime rovnici, ktera je z linearné algebraického pohledu vektorova

ao + as(7 + 2v/10) + a4(89 + 28v/10) = 0.

Rozdélime ji na racionélni a iraciondlni ¢ast v soufadnicich vzhledem k bazi (1,+/10) podprostoru,
v némz vsechny hodnoty (tedy vektory) lezi, a dostaneme homogenni soustavu dvou linedrnich
rovnic ve tfech neznamych nad télesem Q:

Qo + 7CL2 + 89@4 =0
200 + 28a4 = (O



pro niz snadno najdeme netrividlni reseni ay = 9, ay = —14, a4 = 1. Zjistili jsme, ze
(V2 +V5) = 14(V2 +V5)* +9 =0,

tedy v/2 + v/5 je kofenem monického polynomu z* — 1422 + 9 € Q[z]. Tento polynom muzeme
snadno rozloZit na kofenové ¢initele 2* — 1422 + 9 =

= (2 = 7= 2V10)(2® = T+ 2V10) = (z — V2= V5)(z + V2 + V) (z — V2 + V) (z + V2 — V)

odkud okamzité vidime, zZe nemé racionalni kofeny. Dale snadno spocitdme, ze souciny dvou kofenovych
¢initelu jsou jednoho z tvaru

22— T7+2V10, 22+2v6x+3,, 2®+2V2x+3,

tudiz nejde o polynomy s raciondnimi koeficienty. To znamend, Ze je polynom z* — 1422 + 9 nutné
ireducibilni v Q[z] tedy

Mz, s =2 —142°+9 a [Q(vV2++5): Q] = 4.

Uloha 12.2. Najdéte néjaké baze rozsirent Q(a) télesa Q pro hodnoty a z predchoziho piikladu.

Reseni. Staci vyuzit dikaz Tvrzeni 22.3, ktery #ika , ze bazi Q(a) tvoii posloupnost 1, a, . ..,a""!

pro n = deg m, . Tedy pro konkrétni hodnoty o médme nasledujici baze:

(a) 1,V/2,V/4,
(b)
(c) 1,v/6,v6, V66
(d)
)

1,—1+1,

d) 1,G,
(e) 1, V2 4+ V5,74 2v10,17v/2 + 111/5, kde jsme dopocitali
(V2+ V5P =2v2+3-2-V5+3-5/2+5V5 = 17V2 + 115
Uloha 12.3. Spocitejte minimalni polynom
(a) prvku v/2i nad télesem Q(i) (b) prvku v/2 nad télesem Q(+/2).

Reseni. (a) Protoze (v/2i)? = —2, okamzité vidime, Ze v/2i je kofenem monického polynomu
2% +2 € Q(i)[z]. Déle v/2i ¢ Q(i)[x], tudiz polynom nerozlozime v Q(i)[z] na kofenové cinitele
a jednd uz se nutné o minimalni polynom m,gu) = 2? + 2. Mlizeme si rovnéz véimnout, Ze je to
minimalni polynom téhoz prvku i nad télesem Q, tedy maq = Mq,00)-

(b) Protoze v/2 = (+/2)?, vidime, Ze v/2 je kofenem monického polynomu 22 — /2 € Q(v/2)[z].

Protoze je polynom z* — 2 diky Eisensteinové kritériu ireducibilni nad Z, a proto i nad Q, jde o
minimélni polynom v/2 nad Q, z ¢ehoz plyne diky tvrzeni 22.3, 7e

[Q(V2): Q] = degz* —2=14.

Rovnéz vime, ze m 54 = 2> — 2 a [Q(v2) : Q] = deg mgo = 2, €0z s vyuzitim tvrzeni 22.5
znamena, ze
vy _0(v2):Q _4_
degm g5,z = [Q(V2) : Q(V2)] = 020 2 2.
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Protoze m Y3.0(/3) deli 22 — v/2 podle tvrzeni 22.3, je polynom z? — v/2 hledanym minimélnim

polynomem.



Uloha 12.4. Urcete stupen rozsieni vsech kotfenovych nadtéles polynomu x° — 3z + 3 nad Q.

Reseni. Jelikoz je polynom dle Eisensteinova kritéria a véty 8.5 nerozlozitelny v Q[z], je mi-
nim4lnim polynomem libovolného svého korene a, tedy [Q(a) : Q] = deg(z® — 3z + 3) = 5.

Uloha 12.5. Spoctéte stuperii rozsien{ [Q(v/3,V3) : Q.
Reseni. Nejprve uvdzime, ze diky znalosti minimalnich polynomu zndme stupné rozsiren{
[Q(V3) : Q] = deg(a® —3) =2, [Q(V3): Q] = deg(z® - 3) = 3.
Dile si uvédomime, ze m g5 o, /5) A6l mygz o = x® — 3, proto
[Q(V/3,V/3) : Q(V3)] = deg(m y3,(v3) < deg(m yz4) = deg(z® — 3) = [Q(V3) : Q] = 3.
Nyni nékolikrat vyuzijeme tvrzeni 22.5:
[Q(V3,v3) : Q] = [Q(V3,v3) : Q(v3)] - [Q(v3) : Q] <3-2 =6,

Q(3,v3) : Q) = [Q(¥3,v3) : Q)] - [Q(V3) : Q] = [Q(¥3,V3) : Q(V3)] -2,
[Q(V3,v3): Q] = [Q(V3,v3) : Q(V3)] - [Q(V3) : @] = [Q(V3, V3) : Q(V3)] -3,
proto 6 | [Q(+/3,+/3) : Q] < 6. To znamena, ze [Q(3/3,v/3) : Q] = 6. Odtud uz snadno dopocitdme

[Q(%, \/3) . Q) = [@(\3/5, \/g) : Q] _3

Nakonec jesté par prikladia pro nadsené dobrovolniky:
Uloha 12.6. Vite-li, ze msiiq = z* — 227 + 9, najdéte M /51i11.0°

Reseni. Snadno uvazime, Ze je-li a kofenem ireducibilnfho polynomu m € Tlx]abe T, pak a+b
je kofenem ireducibilniho polynomu m(z — b) € T'[z]. V nasem piipadé to znamena, ze

Myseiig = (@—1)" =2 -1 +9=2a" —42® + 42> +8
je hledany minimalni polynom.

Uloha 12.7. Spocitejte minimalni polynom

(a) prvku V2 + /5 nad télesem Q(\/ﬁ),
(b) prvku V2 4+ /5 nad télesem R,
(¢) prvku (5 nad télesem Q,

(d) G+¢

Reseni. (a) Zde si stacf viimnout, ze pro a = v/2 + /5 plati, ze (o —v/2)? = (V5)* =5 € Q(/2).

Coz znamena, ze je a kofenem polynomu
(z —V2)? =5 =2 —2V2z — 3 € Q(V2)[z].

Protoze z M(e) plyne, 7Ze v/2 + /5 ¢ Q(1/2), jedna se o hledany minimaln{ polynom.

Mohli jsme rovnéz standardné hledat minimalni netrivialni linearni kombinaci mocnin prvku

1=(V2+v5)° vV2+V5, 7+ (2V2) V5 = (V2 + V5)?



nad télesem Q(v/2), coz by vedlo na feSeni homogenn{ soustavy nad télesem Q(v/2), kde rovnice
dostaneme pro jednotlivé soufadnice vzhledem k béazi 1, /5 vektorového prostoru (Q(v/2))(v/5) nad
télesem Q(\/ﬁ) Snadno bychom zjstili, ze 1 - (7 4+ (2\/5) . \/5) —2vV2- (V2 + \/5) — 3, coz by opét
dalo, ze v/2 4 /5 je kofenem monického polynomu % — 2v/2x — 3, ktery je ireducibilni v Q(v/2)[z].

(b) Vzhledem k tomu, ze prvek = — /2 — /5 je redlné &fslo, je hledanym minimélnim polynomem
kotfenovy cinitel x — V2 — /5.

.- [ . -« 5_
(c) Vsimneme si, Ze (5 je kofenem polynou m = £=1 =

“—L = 2" + 2% + 2% + © + 1. Protoze je polynom
i o=m(z+1) = T=1 = 34 4 553 41022 4 102 + 5 ireducibilni v Z[z] diky Eisensteinovu kritériu,
je tamtéz ireducibilni i polynom m = m(x — 1), a tudiz je to diky Tvrzenim 8.5(2) ireducibilni
polynom v Q[z]. Zjistili jsme, ze z* + 23 + 22 + x + 1 je miniméalni polynom prvku (5 nad Q.

(d) Nejprve uvazime, ze pro prvek (7 plati 1+ ¢z + (2 + ¢ + (7 + ¢ + ¢¢ = 0. D4l si z rovnosti
(7 = 1 mizeme vimnout, ze (¢ = ;1,2 = (% a ¢ = (.2, a proto

1+ (G+ G+ (E+ED)+H(E+ G =0.

Nyni nahlédneme, ze kazdy z prvki (¥ + (% jde vyjadrit jako polynomidlni kombinaci prvku
(7 + ¢, specidlné:

G+ =(G+HE) =2, a@+ G =(G+ G =3(G+ ¢

Dohromady dostavame

(G+ED?+H(G+E)?—2G+¢GH)-1=0

Koneéné, véimneme-li si, ze (2% +22 —2x —1) mod 2 = 2® + 22+ 1 je v Zy[z] ireducibiln{ polynom,
musi byt puvodni monicky polynom ireducibilni v Z|z], tudiz

Meteto = 234 a2? -2 —1
je hledany minimalni polynom.

Uloha 12.8. Najdéte minimaln{ polynom m va.r bro podtéleso T' = Q(v2 + V/5) télesa redlnych
¢isel.

Reseni. Vjsme spocitali, ze (\/§ + \/3)3 =17v/2+ 115 € Q(\/§ + \/3) Proto
V2 = é(17\/§+ 11V5) — %(\/% V5) € Q(V2 + V5),

coz znamensd, ze © — /2 € Q(\/§ + \/5) [z] je minimAlni polynom prvku V2 nad Q(\/§ + \/5)

Uloha 12.9. Necht a € S je algebraicky prvek nad télesem T', kde T je podtéleso télesa S, a necht
b € S spliuje m, r(b) = 0. Dokazte, ze mq 1 = mp 1.

Reseni. Protoze je podle tvrzeni 22.1(2) mqr ireducibilni polynom, ktery je délitelny rovnéz ire-
ducibilnim polynomem my, 7, jsou oba polynomy asociované a monické, tudiz se sobé budou rovnat.

Uloha 12.10* Nechf a, b jsou algebraické prvky nad 7" takové, ze jejich minimélni polynomy m, 7,
myp,r maji nesoudélné stupné. Dokazte, ze pak mqr = Mg re) @ My = M 7(0)-

Reseni. Podobné jako v tloze si vSimneme, Ze Mg 1) | Ma,r & My1(a) | Ma,T, & Proto
(T(a,b) : T(b)) = deg(mary) < deg(mar) = [T(a) : T).

[T'(a,b) : T(a)] = deg(mp @) < deg(mp,r) = [T'(D) : T1.



Dale
T(a,b) : T] = [T(a,b) : T(a)] - [T(a) : T) = [T(a,) : T®)] - [T(0) : T,

z ¢ehoz plyne, ze deg(mqr) = [T'(a) : T] stejné jako deg(myr) = [T'(b) : T déli [T'(a,b) : T1.
Protoze se jedna o nesoudélné hodnoty, dostavame

[T(a) : T]-[T'() : TV | [T(a,b) : T| < [T(a) : T] - [T'(b) : T,
proto [T(a,b) : T] = [T(a) : T] - [T(b) : T] a
deg(marp)) = [T(a,b) : T(b)] = [T(a) : T] = deg(ma,r),
deg(m,ra)) = [T(a,b) : T(a)] = [T(b) : T] = deg(mu,r).
Z rovnosti stupné a délitelnosti uz dostavame, ze mqr = Mo & MyT = My 1(0)-

Uloha 12.11. Spoctéte stupeii rozsiieni rozkladového nadtélesa polynomu x* + 23 4 222 + z + 1
nad télesem Q.

Reseni. Nejprve si viimneme, Ze se polynom rozklada na (22 + 1)(2? + = + 1) a mé tudiz jiste
kofeny =i, %(1 + /3i). To znamend, ze jeho rozkladovym nadtélesem je Q(v/3,4). Uvézime, ze
kofeny $(1 + V/3i) polynomu 22 4 z + 1 nelezi v Q(i), proto je tento polynom nerozlozitelny nad
Q(i), jedna se o minimdlni polynom obou kofenu. Proto plati, ze

Q(V3,1) : Q)] = Q51+ Vi), i) : Q)] = dea(e? +2+1) = 2.
Nyni staci vyuzit tvrzeni 22.5, abychom dostali
[Q(V3,i): Q] = [Q(V3,4) : Q(3)] - [Q(i) : Q] =2-2 = 4.
Uloha 12.12. Dokazte, ze Q(\/ﬁ, \?/i) = Q(\G/ﬁ) = Q(\/§ + \?/ﬁ)

Reseni. Nejprve dokdzeme prvni z rovnosti. Prvnf inkluze Q(v/2, ¥/2) C Q(v/2) plyne z pozorovéani
V2 = \‘753 a /2= \6/52. Pro obracenou inkluzi si podobné jako v

.5 vSimneme, ze
[Q(v2): Q] =deg(a’~2) =2 , Q(V2):Q] =deg(z’~2) =3 a [Q(V?2): Q] = deg(z"—2) =6
a déle, ze podle tvrzeni 22.5 mame

2=[Q(v2):Q|[Q(vV2,v2):Q] a 3=0Q(V2):Q]|[Q(v2,V2):Q]

Protoze Q(v/2,v2) C Q(v/2), tedy Q(v/2,v/2) je podprostor gestidimenzionalniho racionalniho
vektorového prostoru Q(+v/2) a dimenze Q(v/2, v/2) je délitelna ¢isly 2 a 3, je dimenze, tedy stupei
rozsfieni [Q(v/2, v/2) : Q] roven Sesti a proto Q(v/2, v/2) = Q(v/2).

V ditkazu druhé rovnosti okamzité vidime, ze plati inkluze Q(v/2) 2 Q(v/24 v/2), nebot v2++v/2 €
Q(v/2). Na ovéteni druhé inkluze si staci uvédomit, ze pro v = v/2 je posloupnost (o | j = 0,...,5)
béaze prostoru Q({G/Q) nad télesem Q a nahlédnout, ze ¢tverice vektoru v tomto prostoru

L a¥(a+1) = VE+ V3, 207+t +2 = a(a+ 1) = (VE+V2R, 20* +3a>+3a+1) = (VE+V2)
je v tomto vektorovém prostoru linearné nezavisila. To totiz znamena, ze
1< [Q(V2+V2): Q]| [Q(V2): Q] =6,

a proto nutné [Q(v/2 + v/2) : Q] = 6. Tedy Q(+v/2 + ¥/2) je estidimenziondlni podprostor prostoru
Q(+/2) a musejf se tudiz rovnat.



Uloha 12.13. Nech T < S jsou télesa takova, ze [S : T je prvocislo. Dokazte, ze pak S = T'(a)
pro libovolny prvek a € S\ T

Reseni. Z Tvrzeni 22.5 plyne, ze [S : T] = [S : T(a)] - [T'(a) : T]. Protoze [T(a) : T] > 1 a je to
vlastni délitel prvocisla [S : T, plati, ze [S: T] = [T'(a) : T], a proto S = T'(a).

Uloha 12.14% Nechf 7" je téleso a a algebraicky prvek nad T takovy, ze [T'(a) : T] je lichy. Dokazte,
7e T'(a) = T(a?).

Reseni. Protoze 22 — a® € T(a?)[z] ma za kofen a, plati, ze
[T(a) : T(a%)] = degmg 12y < dega® — a* = 2.

Navic z piedndsky vime, ze [T'(a) : T] = [T'(a) : T'(a®)] - [T(a?) : T], a to je je liché, coz znamen4,
7e [T(a) : T(a?)] = 1, tedy T'(a) = T'(a?).
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