
12 Minimálńı polynom – Napoleon Galoisovy teorie

Řešeńı
Cvičeńı 9. a 15. května, verze ze dne 7. května 2024.

Ćıle cvičeńı: Dnes budeme poč́ıtat minimálńı polynomy prvk̊u nad tělesem, což se ukáže být
ve své podstatě lineárně algebraickou úlohou. Dobře si přitom rozmysĺıme lineárně algebraické
d̊usledky našich výpočt̊u, předevš́ım ten, který ř́ıká, že stupeň minimálńıho polynomu je právě
stupněm rozš́ı̌reńı daného prvkem, tedy dimenźı rozš́ı̌reńı chápaného jako vektorový prostor nad
rozšǐrovaným tělesem.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Připomeňme značeńı ζn = e2πi/n.

Úloha 12.1. Spoč́ıtejte minimálńı polynom ma,Q nad tělesem Q a stupeň rozš́ı̌reńı [Q(a) : Q] pro
komplexńı prvky a s hodnotou (a) 3

√
2, (b) −1 + i, (c) 4

√
6, (d) ζ3, (e)

√
2 +

√
5.

Řešeńı. (a) Prvek 3
√
2 je zjevně kořenem monického polynomu x3 − 2 ∈ Q[x], o němž už jsme

dokázali, že je ireducibilńı v Q[x], tedy podle tvrzeńı 22.1 a 22.3 máme

m 3√2,Q = x3 − 2 a [Q(
3
√
2) : Q] = degm 3√2,Q = 3.

(b) Úvahou o komplexně sdružených kořenech s využit́ım tvrzeńı 22.1 a 22.3 nahlédneme, že

mi−1,Q = (x+ 1 + i) · (x+ 1− i) = x2 + 2x+ 2,

je monický polynom v ireducibilńı v Q[x], a proto [Q(−1 + i) : Q] = degmi−1,Q = 2.

(c) Vid́ıme, že 4
√
6 je kořenem monického polynomu x4− 6, který je d́ıky Eisensteinově kritériu ire-

ducibilńı v Z[x], a tedy i v Q[x]. Stejným argumentem jako v předchoźıch dvou úlohách zjǐst’ujeme,
že

m 4√6,Q = x4 − 6 a [Q(
4
√
6) : Q] = degm 4√6,Q = 4.

(d) Tentokrát je prvek ζ3 zjevně kořenem polynomu x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+1), tud́ıž je kořenem
monického ireducibilńıho polynomu x2 + x+ 1, standardńım argumentem dostáváme

mζ3,Q = x2 + x+ 1 a [Q(ζ3) : Q] = 2.

(e) Nejprve najdeme netriviálńı racionálńı koeficienty ai, pro které
∑

j≥0 aj(
√
2 +

√
5)j = 0, tedy

koeficienty polynomu, jehož je prvek
√
2 +

√
5 kořenem. Zřejmě (

√
2 +

√
5)0 = 1, (

√
2 +

√
5)1 =√

2 +
√
5 a spoč́ıtáme-li

(
√
2 +

√
5)2 = 7 + 2

√
10, (

√
2 +

√
5)4 = (7 + 2

√
10)2 = 89 + 28

√
10,

vid́ıme, že k nalezeńı netriviálńı racionálńı lineárńı kombinace stač́ı vźıt sudé mocniny 1, 7 + 2
√
10

a 89 + 28
√
10. Řeš́ıme rovnici, která je z lineárně algebraického pohledu vektorová

a0 + a2(7 + 2
√
10) + a4(89 + 28

√
10) = 0.

Rozděĺıme ji na racionálńı a iracionálńı část v souřadnićıch vzhledem k bázi (1,
√
10) podprostoru,

v němž všechny hodnoty (tedy vektory) lež́ı, a dostaneme homogenńı soustavu dvou lineárńıch
rovnic ve třech neznámých nad tělesem Q:

a0 + 7a2 + 89a4 = 0
2a2 + 28a4 = 0

,



pro niž snadno najdeme netriviálńı řešeńı a0 = 9, a2 = −14, a4 = 1. Zjistili jsme, že

(
√
2 +

√
5)4 − 14(

√
2 +

√
5)2 + 9 = 0,

tedy
√
2 +

√
5 je kořenem monického polynomu x4 − 14x2 + 9 ∈ Q[x]. Tento polynom můžeme

snadno rozložit na kořenové činitele x4 − 14x2 + 9 =

= (x2 − 7− 2
√
10)(x2 − 7 + 2

√
10) = (x−

√
2−

√
5)(x+

√
2 +

√
5)(x−

√
2 +

√
5)(x+

√
2−

√
5)

odkud okamžitě vid́ıme, že nemá racionálńı kořeny. Dále snadno spoč́ıtáme, že součiny dvou kořenových
činitel̊u jsou jednoho z tvar̊u

x2 − 7± 2
√
10, x2 ± 2

√
5x± 3, , x2 ± 2

√
2x± 3,

tud́ıž nejde o polynomy s racionáńımi koeficienty. To znamená, že je polynom x4 − 14x2 + 9 nutně
ireducibilńı v Q[x] tedy

m√
2+

√
5,Q = x4 − 14x2 + 9 a [Q(

√
2 +

√
5) : Q] = 4.

Úloha 12.2. Najděte nějaké báze rozš́ı̌reńı Q(a) tělesa Q pro hodnoty a z předchoźıho př́ıkladu.

Řešeńı. Stač́ı využ́ıt d̊ukaz Tvrzeńı 22.3, který ř́ıká , že bázi Q(α) tvoř́ı posloupnost 1, α, . . . , αn−1

pro n = degmα,Q. Tedy pro konkrétńı hodnoty α máme následuj́ıćı báze:

(a) 1, 3
√
2, 3
√
4,

(b) 1,−1 + i,

(c) 1, 4
√
6,
√
6, 4
√
6
√
6

(d) 1, ζ3,

(e) 1,
√
2 +

√
5, 7 + 2

√
10, 17

√
2 + 11

√
5, kde jsme dopoč́ıtali

(
√
2 +

√
5)3 = 2

√
2 + 3 · 2 ·

√
5 + 3 · 5

√
·2 + 5

√
5 = 17

√
2 + 11

√
5.

Úloha 12.3. Spoč́ıtejte minimálńı polynom

(a) prvku
√
2i nad tělesem Q(i) (b) prvku 4

√
2 nad tělesem Q(

√
2).

Řešeńı. (a) Protože (
√
2i)2 = −2, okamžitě vid́ıme, že

√
2i je kořenem monického polynomu

x2 + 2 ∈ Q(i)[x]. Dále
√
2i /∈ Q(i)[x], tud́ıž polynom nerozlož́ıme v Q(i)[x] na kořenové činitele

a jedná už se nutně o minimálńı polynom ma,Q(i) = x2 + 2. Můžeme si rovněž všimnout, že je to
minimálńı polynom téhož prvku i nad tělesem Q, tedy ma,Q = ma,Q(i).

(b) Protože
√
2 = ( 4

√
2)2, vid́ıme, že 4

√
2 je kořenem monického polynomu x2 −

√
2 ∈ Q(

√
2)[x].

Protože je polynom x4 − 2 d́ıky Eisensteinové kritériu ireducibilńı nad Z, a proto i nad Q, jde o
minimálńı polynom 4

√
2 nad Q, z čehož plyne d́ıky tvrzeńı 22.3, že

[Q(
4
√
2) : Q] = deg x4 − 2 = 4.

Rovněž v́ıme, že m√
2,Q = x2 − 2 a [Q(

√
2) : Q] = degm√

2,Q = 2, což s využit́ım tvrzeńı 22.5
znamená, že

degm 4√2,Q(
√
2) = [Q(

4
√
2) : Q(

√
2)] =

[Q( 4
√
2) : Q]

[Q(
√
2) : Q]

=
4

2
= 2.

Protože m 4√2,Q(
√
2) děĺı x2 −

√
2 podle tvrzeńı 22.3, je polynom x2 −

√
2 hledaným minimálńım

polynomem.



Úloha 12.4. Určete stupeň rozš́ı̌reńı všech kořenových nadtěles polynomu x5 − 3x+ 3 nad Q.

Řešeńı. Jelikož je polynom dle Eisensteinova kritéria a věty 8.5 nerozložitelný v Q[x], je mi-
nimálńım polynomem libovolného svého kořene a, tedy [Q(a) : Q] = deg(x5 − 3x+ 3) = 5.

Úloha 12.5. Spočtěte stupeň rozš́ı̌reńı [Q( 3
√
3,
√
3) : Q].

Řešeńı. Nejprve uváž́ıme, že d́ıky znalosti minimálńıch polynomů známe stupně rozš́ı̌reńı

[Q(
√
3) : Q] = deg(x2 − 3) = 2, [Q(

3
√
3) : Q] = deg(x3 − 3) = 3.

Dále si uvědomı́me, že m 3√3,Q(
√
3) děĺı m 3√3,Q = x3 − 3, proto

[Q(
3
√
3,
√
3) : Q(

√
3)] = deg(m 3√3,Q(

√
3)) ≤ deg(m 3√3,Q) = deg(x3 − 3) = [Q(

3
√
3) : Q] = 3.

Nyńı několikrát využijeme tvrzeńı 22.5:

[Q(
3
√
3,
√
3) : Q] = [Q(

3
√
3,
√
3) : Q(

√
3)] · [Q(

√
3) : Q] ≤ 3 · 2 = 6,

[Q(
3
√
3,
√
3) : Q] = [Q(

3
√
3,
√
3) : Q(

√
3)] · [Q(

√
3) : Q] = [Q(

3
√
3,
√
3) : Q(

√
3)] · 2,

[Q(
3
√
3,
√
3) : Q] = [Q(

3
√
3,
√
3) : Q(

3
√
3)] · [Q(

3
√
3) : Q] = [Q(

3
√
3,
√
3) : Q(

3
√
3)] · 3,

proto 6 | [Q( 3
√
3,
√
3) : Q] ≤ 6. To znamená, že [Q( 3

√
3,
√
3) : Q] = 6. Odtud už snadno dopoč́ıtáme

[Q(
3
√
3,
√
3) : Q] =

[Q( 3
√
3,
√
3) : Q]

[Q(
√
3) : Q]

= 3.

Nakonec ještě pár př́ıklad̊u pro nadšené dobrovolńıky:

Úloha 12.6. Vı́te-li, že m√
2+i,Q = x4 − 2x2 + 9, najděte m√

2+i+1,Q.

Řešeńı. Snadno uváž́ıme, že je-li α kořenem ireducibilńıho polynomu m ∈ T [x] a b ∈ T , pak α+ b
je kořenem ireducibilńıho polynomu m(x− b) ∈ T [x]. V našem př́ıpadě to znamená, že

m√
2+i+1,Q = (x− 1)4 − 2(x− 1)2 + 9 = x4 − 4x3 + 4x2 + 8

je hledaný minimálńı polynom.

Úloha 12.7. Spoč́ıtejte minimálńı polynom

(a) prvku
√
2 +

√
5 nad tělesem Q(

√
2),

(b) prvku
√
2 +

√
5 nad tělesem R,

(c) prvku ζ5 nad tělesem Q,

(d) ζ7 + ζ−1
7 .

Řešeńı. (a) Zde si stač́ı všimnout, že pro α =
√
2+

√
5 plat́ı, že (α−

√
2)2 = (

√
5)2 = 5 ∈ Q(

√
2).

Což znamená, že je α kořenem polynomu

(x−
√
2)2 − 5 = x2 − 2

√
2x− 3 ∈ Q(

√
2)[x].

Protože z 12.1(e) plyne, že
√
2 +

√
5 /∈ Q(

√
2), jedná se o hledaný minimálńı polynom.

Mohli jsme rovněž standardně hledat minimálńı netriviálńı lineárńı kombinaci mocnin prvk̊u

1 = (
√
2 +

√
5)0,

√
2 +

√
5, 7 + (2

√
2) ·

√
5 = (

√
2 +

√
5)2



nad tělesem Q(
√
2), což by vedlo na řešeńı homogenńı soustavy nad tělesem Q(

√
2), kde rovnice

dostaneme pro jednotlivé souřadnice vzhledem k bázi 1,
√
5 vektorového prostoru (Q(

√
2))(

√
5) nad

tělesem Q(
√
2). Snadno bychom zjstili, že 1 · (7 + (2

√
2) ·

√
5)− 2

√
2 · (

√
2 +

√
5)− 3, což by opět

dalo, že
√
2+

√
5 je kořenem monického polynomu x2− 2

√
2x− 3, který je ireducibilńı v Q(

√
2)[x].

(b) Vzhledem k tomu, že prvek x−
√
2−

√
5 je reálné č́ıslo, je hledaným minimálńım polynomem

kořenový činitel x−
√
2−

√
5.

(c) Všimneme si, že ζ5 je kořenem polynou m = x5−1
x−1

= x4 + x3 + x2 + x + 1. Protože je polynom

m̂ = m(x+1) = x+15−1
x

= x4+5x3+10x2+10x+5 ireducibilńı v Z[x] d́ıky Eisensteinovu kritériu,
je tamtéž ireducibilńı i polynom m = m̂(x − 1), a tud́ıž je to d́ıky Tvrzeńım 8.5(2) ireducibilńı
polynom v Q[x]. Zjistili jsme, že x4 + x3 + x2 + x+ 1 je minimálńı polynom prvku ζ5 nad Q.

(d) Nejprve uváž́ıme, že pro prvek ζ7 plat́ı 1 + ζ7 + ζ27 + ζ37 + ζ47 + ζ57 + ζ67 = 0. Dál si z rovnosti
ζ77 = 1 můžeme všimnout, že ζ67 = ζ−1

7 , ζ57 = ζ−2
7 a ζ47 = ζ−3

7 , a proto

1 + (ζ7 + ζ−1
7 ) + (ζ27 + ζ−2

7 ) + (ζ37 + ζ−3
7 ) = 0.

Nyńı nahlédneme, že každý z prvk̊u ζk7 + ζ−k
7 jde vyjádřit jako polynomiálńı kombinaci prvku

ζ7 + ζ−1
7 , speciálně:

ζ27 + ζ−2
7 = (ζ7 + ζ−1

7 )2 − 2, a ζ37 + ζ−3
7 = (ζ7 + ζ−1

7 )3 − 3(ζ7 + ζ−1
7 )

Dohromady dostáváme

(ζ7 + ζ−1
7 )3 + (ζ7 + ζ−1

7 )2 − 2(ζ7 + ζ−1
7 )− 1 = 0

Konečně, všimneme-li si, že (x3+x2−2x−1) mod 2 = x3+x2+1 je v Z2[x] ireducibilńı polynom,
muśı být p̊uvodńı monický polynom ireducibilńı v Z[x], tud́ıž

mζ7+ζ−1
7 ,Q = x3 + x2 − 2x− 1

je hledaný minimálńı polynom.

Úloha 12.8. Najděte minimálńı polynom m√
2,T pro podtěleso T = Q(

√
2 +

√
5) tělesa reálných

č́ısel.

Řešeńı. V 12.2 jsme spoč́ıtali, že (
√
2 +

√
5)3 = 17

√
2 + 11

√
5 ∈ Q(

√
2 +

√
5). Proto

√
2 =

1

6
(17

√
2 + 11

√
5)− 11

6
(
√
2 +

√
5) ∈ Q(

√
2 +

√
5),

což znamená, že x−
√
2 ∈ Q(

√
2 +

√
5)[x] je minimálńı polynom prvku

√
2 nad Q(

√
2 +

√
5).

Úloha 12.9. Necht’ a ∈ S je algebraický prvek nad tělesem T , kde T je podtěleso tělesa S, a necht’

b ∈ S splňuje ma,T (b) = 0. Dokažte, že ma,T = mb,T .

Řešeńı. Protože je podle tvrzeńı 22.1(2) ma,T ireducibilńı polynom, který je dělitelný rovněž ire-
ducibilńım polynomem mb,T , jsou oba polynomy asociované a monické, tud́ıž se sobě budou rovnat.

Úloha 12.10.⋆ Necht’ a, b jsou algebraické prvky nad T takové, že jejich minimálńı polynomy ma,T ,
mb,T maj́ı nesoudělné stupně. Dokažte, že pak ma,T = ma,T (b) a mb,T = mb,T (a).

Řešeńı. Podobně jako v úloze 12.5 si všimneme, že ma,T (b) | ma,T a mb,T (a) | mb,T , a proto

[T (a, b) : T (b)] = deg(ma,T (b)) ≤ deg(ma,T ) = [T (a) : T ],

[T (a, b) : T (a)] = deg(mb,T (a)) ≤ deg(mb,T ) = [T (b) : T ].



Dále
[T (a, b) : T ] = [T (a, b) : T (a)] · [T (a) : T ] = [T (a, b) : T (b)] · [T (b) : T ],

z čehož plyne, že deg(ma,T ) = [T (a) : T ] stejně jako deg(mb,T ) = [T (b) : T ] děĺı [T (a, b) : T ].
Protože se jedná o nesoudělné hodnoty, dostáváme

[T (a) : T ] · [T (b) : T ] | [T (a, b) : T ] ≤ [T (a) : T ] · [T (b) : T ],

proto [T (a, b) : T ] = [T (a) : T ] · [T (b) : T ] a

deg(ma,T (b)) = [T (a, b) : T (b)] = [T (a) : T ] = deg(ma,T ),

deg(mb,T (a)) = [T (a, b) : T (a)] = [T (b) : T ] = deg(mb,T ).

Z rovnosti stupně a dělitelnosti už dostáváme, že ma,T = ma,T (b) a mb,T = mb,T (a).

Úloha 12.11. Spočtěte stupeň rozš́ı̌reńı rozkladového nadtělesa polynomu x4 + x3 + 2x2 + x + 1
nad tělesem Q.

Řešeńı. Nejprve si všimneme, že se polynom rozkládá na (x2 + 1)(x2 + x + 1) a má tud́ıž jistě
kořeny ±i, 1

2
(1 ±

√
3i). To znamená, že jeho rozkladovým nadtělesem je Q(

√
3, i). Uváž́ıme, že

kořeny 1
2
(1 ±

√
3i) polynomu x2 + x + 1 nelež́ı v Q(i), proto je tento polynom nerozložitelný nad

Q(i), jedná se o minimálńı polynom obou kořen̊u. Proto plat́ı, že

[Q(
√
3, i) : Q(i)] = [Q(

1

2
(1 +

√
3i), i) : Q(i)] = deg(x2 + x+ 1) = 2.

Nyńı stač́ı využ́ıt tvrzeńı 22.5, abychom dostali

[Q(
√
3, i) : Q] = [Q(

√
3, i) : Q(i)] · [Q(i) : Q] = 2 · 2 = 4.

Úloha 12.12. Dokažte, že Q(
√
2, 3
√
2) = Q( 6

√
2) = Q(

√
2 + 3

√
2).

Řešeńı. Nejprve dokážeme prvńı z rovnost́ı. Prvńı inkluze Q(
√
2, 3
√
2) ⊆ Q( 6

√
2) plyne z pozorováńı√

2 = 6
√
2
3
a 3
√
2 = 6

√
2
2
. Pro obrácenou inkluzi si podobně jako v 12.5 všimneme, že

[Q(
√
2) : Q] = deg(x2−2) = 2 , Q(

3
√
2) : Q] = deg(x3−2) = 3 a [Q(

6
√
2) : Q] = deg(x6−2) = 6

a dále, že podle tvrzeńı 22.5 máme

2 = [Q(
√
2) : Q] | [Q(

√
2,

3
√
2) : Q] a 3 = Q(

3
√
2) : Q] || [Q(

√
2,

3
√
2) : Q].

Protože Q(
√
2, 3
√
2) ⊆ Q( 6

√
2), tedy Q(

√
2, 3
√
2) je podprostor šestidimenzionálńıho racionálńıho

vektorového prostoru Q( 6
√
2) a dimenze Q(

√
2, 3
√
2) je dělitelná č́ısly 2 a 3, je dimenze, tedy stupeň

rozš́ı̌reńı [Q(
√
2, 3
√
2) : Q] roven šesti a proto Q(

√
2, 3
√
2) = Q( 6

√
2).

V d̊ukazu druhé rovnosti okamžitě vid́ıme, že plat́ı inkluze Q( 6
√
2) ⊇ Q(

√
2+ 3

√
2), nebot’

√
2+ 3

√
2 ∈

Q( 6
√
2). Na ověřeńı druhé inkluze si stač́ı uvědomit, že pro α = 6

√
2 je posloupnost (αi | j = 0, . . . , 5)

báze prostoru Q( 6
√
2) nad tělesem Q a nahlédnout, že čtveřice vektor̊u v tomto prostoru

1, α2(α+1) =
√
2+

3
√
2, 2α5+α4+2 = α4(α+1)2 = (

√
2+

3
√
2)2, 2(α3+3α2+3α+1) = (

√
2+

3
√
2)3

je v tomto vektorovém prostoru lineárně nezávisilá. To totiž znamená, že

4 ≤ [Q(
√
2 +

3
√
2) : Q] | [Q(

6
√
2) : Q] = 6,

a proto nutně [Q(
√
2 + 3

√
2) : Q] = 6. Tedy Q(

√
2 + 3

√
2) je šestidimenzionálńı podprostor prostoru

Q( 6
√
2) a musej́ı se tud́ıž rovnat.



Úloha 12.13. Necht’ T ≤ S jsou tělesa taková, že [S : T ] je prvoč́ıslo. Dokažte, že pak S = T (a)
pro libovolný prvek a ∈ S \ T .

Řešeńı. Z Tvrzeńı 22.5 plyne, že [S : T ] = [S : T (a)] · [T (a) : T ]. Protože [T (a) : T ] > 1 a je to
vlastńı dělitel prvoč́ısla [S : T ], plat́ı, že [S : T ] = [T (a) : T ], a proto S = T (a).

Úloha 12.14.⋆ Necht’ T je těleso a a algebraický prvek nad T takový, že [T (a) : T ] je lichý. Dokažte,
že T (a) = T (a2).

Řešeńı. Protože x2 − a2 ∈ T (a2)[x] má za kořen a, plat́ı, že

[T (a) : T (a2)] = degma,T (a2) ≤ deg x2 − a2 = 2.

Nav́ıc z přednášky v́ıme, že [T (a) : T ] = [T (a) : T (a2)] · [T (a2) : T ], a to je je liché, což znamená,
že [T (a) : T (a2)] = 1, tedy T (a) = T (a2).
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