
13 Galois a jeho grupy

Zadáńı
Cvičeńı 15., 16. nebo 22 května, verze ze dne 14. května 2024.

Ćıle cvičeńı: Jako velký zlatý hřeb́ık našeho algebraického snažeńı, si zkuśıme pro některá roz-
kladová nadtělesa spoč́ıtat jejich Galoisovy grupy. Ačkoli to zpravidla neńı nijak snadná úloha,
máme śıly na to, abychom Galoisovu grupu spoč́ıtali aspoň pro rozkladová nadtělesa polynomů
malého stupně. Zásadńım se ukáže zjǐstěńı, že Galoisovu grupu můžeme hledat jako podgrupu
grupy permutaćı kořen̊u rozkládaného polynomu.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

V argumentaci cvičeńı i domáćıch úkol̊u m̊užeme využ́ıvat tvrzeńı 25.2, ačkoli byl jeho d̊ukaz na
přednášce jen naznačen.

Úloha 13.1. Je-li U rozkladové nadtěleso polynomu p = x3 − 2 nad tělesem Q, ukažte, že

(a) U = Q( 3
√
2, e

2πi
3 ),

(b) [U : Q] = 6,

(c) Gal(U/Q) ∼= S3.

Úloha 13.2. Spoč́ıtejte Galoisovu grupu Gal(U/Q), je-li U rozkladové nadtěleso polynomu

(a) x4 + 4x2 + 2,

(b) x4 − 2.

A ted’ něco pro pro potěšeńı, protože máme Galoise rádi:

Úloha 13.3. Pro p > 2 prvoč́ıslo, polynom Φp = xp−1
x−1

=
∑p−1

j=0 x
j a rozkladové nadtěleso U

polynomu Φp nad tělesem Q dokažte, že

(a) U = Q[ζp],

(b) [U : Q] = p− 1,

(c) Gal(U/Q) ∼= Z∗
p
∼= Zp−1,

Úloha 13.4. Explicitně popǐste všechny prvky Galoisovy grupy Gal(Q[ζp]/Q) z předchoźı úlohy.
Jak vypadaj́ı jej́ı prvky řádu 2?

Úloha 13.5. Necht’ p je prvoč́ıslo, n přirozené č́ıslo a Fpn konečné těleso řádu pn, označme Fp jeho
podtěleso řádu p a definujte zobrazeńı fp : Fpn → Fpn předpisem fp(a) = ap. Dokažte, že

(a) fp ∈ Gal(Fpn/Fp),

(b) Gal(Fpn/Fp) = ⟨fp⟩ je cyklická grupa řádu n.

(c)⋆ {a ∈ Fpn | fd
p (a) = a} je podtěleso tělesa Fpn řádu pd pro každé d | n.
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