13 Galois a jeho grupy

Zadani
Cviceni 15., 16. nebo 22 kvétna, verze ze dne 14. kvétna 2024.

Cile cviceni: Jako velky zlaty hiebik naseho algebraického snazeni, si zkusime pro nékterd roz-
kladova nadtélesa spocitat jejich Galoisovy grupy. Ackoli to zpravidla neni nijak snadna tloha,
mame sily na to, abychom Galoisovu grupu spocitali aspon pro rozkladova nadtélesa polynomu
malého stupné. Zasadnim se ukaze zjisténi, ze Galoisovu grupu muzeme hledat jako podgrupu
grupy permutaci kofenu rozkladaného polynomu.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:

V' argumentaci cviceni i domdcich tukolu muzeme vyuzivat tvrzeni 25.2, ackoli byl jeho dukaz na
predndsce jen naznacen.

Uloha 13.1. Je-li U rozkladové nadtéleso polynomu p = 23 — 2 nad télesem Q, ukazte, Ze
() U=Q(V2,e),
(b) [U:Q] =6,
(c) Gal(U/Q) = S;.

Uloha 13.2. Spoéitejte Galoisovu grupu Gal(U/Q), je-li U rozkladové nadtéleso polynomu
(a) zt + 42 + 2,
(b) a2t —2.

A ted néco pro pro potéseni, protoze mame Galoise radi:

Uloha 13.3. Pro p > 2 prvocislo, polynom &, = “”C; :11 = Z?;é 27/ a rozkladové nadtéleso U
polynomu ®, nad télesem Q dokazte, zZe

() U = QLG
(b) [U:Q =p-1,
(¢) Gal(U/Q) = Z; = 2, .

Uloha 13.4. Explicitné popiste viechny prvky Galoisovy grupy Gal(Q[¢,]/Q) z ptedchozi 1lohy.
Jak vypadaji jeji prvky tadu 27

Uloha 13.5. Nech p je prvocislo, n prirozené cislo a F,» konecné téleso fadu p”, oznacme I, jeho
podtéleso fadu p a definujte zobrazeni f, : Fyn — F,n predpisem f,(a) = a?. Dokazte, ze

(a) fp € Gal(Fpn/F,),
(b) Gal(F,n/F,) = (f,) je cyklickd grupa tadu n.

(cf {a € Fypr | f(a) = a} je podtéleso télesa Fyn Fadu p? pro kazdé d | n.
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