
13 Galois a jeho grupy

Řešeńı
Cvičeńı 15., 16. nebo 22. května, verze ze dne 16. května 2024.

Ćıle cvičeńı: Jako velký zlatý hřeb́ık našeho algebraického snažeńı, si zkuśıme pro některá roz-
kladová nadtělesa spoč́ıtat jejich Galoisovy grupy. Ačkoli to zpravidla neńı nijak snadná úloha,
máme śıly na to, abychom Galoisovu grupu spoč́ıtali aspoň pro rozkladová nadtělesa polynomů
malého stupně. Zásadńım se ukáže zjǐstěńı, že Galoisovu grupu můžeme hledat jako podgrupu
grupy permutaćı kořen̊u rozkládaného polynomu.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

V argumentaci cvičeńı i domáćıch úkol̊u m̊užeme využ́ıvat tvrzeńı 25.2, ačkoli byl jeho d̊ukaz na
přednášce jen naznačen. Tvrzeńı 25.3 ze skript, které nebylo na přednášce vysloveno použ́ıvat ne-
budeme.

Úloha 13.1. Je-li U rozkladové nadtěleso polynomu p = x3 − 2 nad tělesem Q, ukažte, že

(a) U = Q( 3
√
2, e

2πi
3 ),

(b) [U : Q] = 6,

(c) Gal(U/Q) ∼= S3.

Řešeńı. (a) Nejprve uváž́ıme rozklad polynomu x3 − 2 na kořenové činitele v C

p = x3 − 2 = (x− 3
√
2)(x− 3

√
2e

2πi
3 )(x− 3

√
2e−

2πi
3 ),

protože nav́ıc e−
2πi
3 = e

2πi
3 = (e

2πi
3 )−1, dostaneme inkluzi

U = Q[
3
√
2,

3
√
2e

2πi
3 ,

3
√
2e−

2πi
3 ] ⊆ Q[

3
√
2, e

2πi
3 ].

Obrácená inkluze plyne z pozorováńı e
2πi
3 = 3

√
2e

2πi
3 · ( 3

√
2)−1 ∈ U , odkud už plyne rovnost U =

Q( 3
√
2, e

2πi
3 ).

(b) Spoč́ıtáme stupeň rozš́ı̌reńı pomoćı tvrzeńı 22.5, které ř́ıká, že [U : Q] = [U : Q(α)] · [Q(α) : Q]
pro každé α ∈ U . Polož́ıme-li α = 3

√
2 a nejprve standardńım argumentem nahlédneme, že

[Q(
3
√
2) : Q] = degm 3√2,Q = deg(x3 − 2) = 3,

nebot’ v́ıme, že je polynom x3 − 2 nad Q ireducibilńı. Dále si všimneme, že minimálńı polynom
prvku e

2πi
3 nad tělesem Q( 3

√
2) děĺı polynom x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1) a tud́ıž i x2 + x + 1.

Protože kořeny polynomu x2+x+1 nejsou reálné, dostáváme, že m
e
2πi
3 ,Q( 3√2)

= x2+x+1, a proto

[U : Q(
3
√
2)] = [(Q(

3
√
2))(e

2πi
3 ) : Q(

3
√
2)] = degm

e
2πi
3 ,Q( 3√2)

= deg(x2 + x+ 1) = 2

Ukázali jsme, že [U : Q] = [U : Q( 3
√
2)] · [Q( 3

√
2) : Q] = 2 · 3 = 6.

(c) Protože je polynom x3−2 nad tělesem racionálńıch č́ısel ireducibilńı, plyne z tvrzeńı 25.2(1), že
je grupa Gal(U/Q) izomorfńı podgrupě grupy permutaćı všech kořen̊u polynomu x3−2, tedy grupy
izomorfńı S3. Nyńı použijeme tvrzeńı 25.2 a Lagrangeovy věty, abychom ukázali, že je Gal(U/Q)
řádu 6, tedy už muśı být symetrické grupě S3 izomorfńı



Na přednášce jsme si uvědomili snadné pozorováńı, že zobrazeńı komplexńıho sdružeńı id je prvek
Gal(U/Q) a tvrzeńı 25.2(2) nám zaručuje existenci prvk̊u φ1, φ2 ∈ Gal(U/Q) splňuj́ıćıch podmı́nku

φ1(
3
√
2) =

3
√
2e

2πi
3 , φ2(

3
√
2) =

3
√
2e−

2πi
3 .

To tedy znamená, že Galoisova grupa Gal(U/Q), která je izomorfńı nějaké podgrupě šestiprvkové
grupy S3, obsahuje alespoň čtyři r̊uzné prvky id, id, φ1, φ2, tedy nám Lagrangeova věta ř́ıká, že

4 ≤ |Gal(U/Q)| | |S3| = 6,

tud́ıž dostáváme izomorfismus Gal(U/Q) ∼= S3.

Úloha 13.2. Spoč́ıtejte Galoisovu grupu Gal(U/Q), je-li U rozkladové nadtěleso polynomu

(a) x4 + 4x2 + 2,

(b) x4 − 2.

Řešeńı. (a) Nejprve provedeme substituci y = x2 a standardńım postupem najdeme komplexńı

kořeny −2 ±
√
2 polynomu y2 + 4y + 2. Nyńı vid́ıme, že ±i

√
2±

√
2 představuje všechny kořeny

polynomu x4 + 4x2 + 2. Dále si všimněme, že

√
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√
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√
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2
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č́ımž jsme dokázali, že U = Q(i
√

2 +
√
2) a každý Q-automorfismus tělesa U je určen obrazem

prvku i
√

2 +
√
2 na kterýkoli z kořen̊u kořen̊u ±i

√
2±

√
2, tedy |Gal(U/Q)| ≤ 4. S pomoćı Eisen-

steinova kritéria standardně nahlédneme, že je polynom x4 + 4x2 + 2 ireducibilńı nad tělesem Q,
což podle tvrzeńı 25.2 znamená, že je Galoisova grupa Gal(U/Q) izomorfńı čtyřprvkové podgrupě
grupy S4. Nyńı uváž́ıme automorfismus φ ∈ Gal(U/Q) určený podmı́nkou

φ(i
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√
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pak z vlastnost́ı homomorfismu plyne a vyjádřeńı
√
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√
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To znamená, že

φ2(i

√
2 +

√
2) = φ(i

√
2−

√
2) = −i

√
2 +

√
2 ̸= id(i

√
2 +

√
2),

tedy φ je prvek grupy Gal(U/Q) řádu větš́ıho než 2, tud́ıž je podle Lagrangeovy věty nutně řádu
4, grupa Gal(U/Q) je cyklická a plat́ı

Gal(U/Q) = ⟨φ⟩ ∼= Z4



(b) Obdobně jako v úloze 13.1 nejprve zjist́ıme, že U = Q( 4
√
2, i). Protože Q(i) je rozkladové

nadtěleso polynomu x2+1 na tělesemQ, ř́ıká nám lemma 25.5, že Gal(U/Q(i)) je normálńı podgrupa
Gal(U/Q) a nav́ıc plat́ı, že

Gal(U/Q)/Gal(U/Q(i)) ∼= Gal(Q(i)/Q).

Z rozkladu
x4 − 2 = (x− 4

√
2)(x− i

4
√
2)(x+

4
√
2)(x+ i

4
√
2)

vid́ıme, že kořenové činitele ani jejich součiny stupně dva nemaj́ı koeficienty v tělese Q(i), tedy
x4 − 2 je ireducibilńı polynom nad tělesem Q(i). Proto z tvrzeńı 22.3 plyne, že

[U : Q(i)] = degm 4√2,Q[i] = deg(x4 − 2) = 4.

Všimněme si, že je rozkladové nadtěleso U polynomu x4 − 2 chápaného nad tělesem Q(i) zároveň
kořenovým nadtělesem pro kterýkoli z jeho kořen̊u, tedy např́ıklad U = (Q(i))( 4

√
2) (obecně rozkla-

dové nadtěleso izomorfńı kopie kořenových nadtěles jen obsahuje). Proto je každý Q-automorfismus
φ ∈ Gal(U/Q) určený obrazem kořenu 4

√
2, který se podle Věty 25.1 muśı nutně zobrazit na jeden

ze čtyř kořen̊u polynomu x4 − 2, což znamená, že |Gal(U/Q(i))| ≤ 4. Necht’ φ ∈ Gal(U/Q(i)) je
automorfismus určený podmı́nkou φ( 4

√
2) = 4

√
2i, a který existuje podle tvrzeńı 25.2. Pak snadno z

vlastnost́ı Q-automorfismů spoč́ıtáme, že

φ2(
4
√
2) = φ(

4
√
2i) = φ(

4
√
2)i = − 4

√
2, φ3(

4
√
2) = φ(− 4

√
2) = −φ(

4
√
2) = − 4

√
2i,

jedná se o prvek Galoisovy grupy Gal(U/Q(i)), který tvoř́ı čtyřcyklus na kořenech, tedy je to prvek
řádu 4. Tud́ıž Gal(U/Q(i)) je nutně cyklická grupa řádu 4.

Dále si uvědomı́me si, že
Gal(Q(i)/Q) = {id, id} ∼= Z2,

tud́ıž
Gal(U/Q) = Gal(U/Q(i)) ∪ idGal(U/Q(i)) = {id, φ, φ2, φ3, id, φ, φ2, φ3}.

Nyńı si označ́ıme kořeny polynomu x4 − 2

1 =
4
√
2, 2 = i

4
√
2, 3 = − 4

√
2, 4 = −i

4
√
2

a přeṕı̌seme si jednotlivé automorfismy Gal(U/Q) jako permutace kořen̊u

{id, φ, φ2, φ3, id, φ, φ2, φ3} ∼= {id, (1234), (13)(24), (1432), (24), (14)(23), (13), (12)(34)} ≤ S4.

Nyńı už snadno nahlédneme, že permutačńı podgrupa izomorfńı Gal(U/Q) je izomorfńı grupě D8

symetríı čtverce, kde hodnoty 1,2,3,4 označuj́ı jeho vrcholy proti směru hodinových ručiček.

A ted’ něco pro pro potěšeńı, protože máme Galoise rádi:

Úloha 13.3. Pro p > 2 prvoč́ıslo, polynom Φp = xp−1
x−1

=
∑p−1

j=0 x
j a rozkladové nadtěleso U

polynomu Φp nad tělesem Q dokažte, že

(a) U = Q[ζp],

(b) [U : Q] = p− 1,

(c) Gal(U/Q) ∼= Z∗
p
∼= Zp−1,



Řešeńı. (a) Protože ζap jsou pro a ∈ Zp právě všechny kořeny polynomu xp − 1, dostáváme, že
xp−1
x−1

=
∏

a∈Z∗
p
(x− ζap ). Protože všechny mocniny ζap už lež́ı v tělese Q(ζp) jedná se nejen o kořenové

nadtěleso, nýbrž i rozkladové nadtěleso polynomu Φp nad tělesem Q.

(b) Vzpomeneme-li si, že jsme v 5. sérii v úloze 5.11(c) ukázali, že je polynom Φp ireducibilńı nad Q
(nebo ireducibilitu znovu dokážeme substitućı x → x+1 a využit́ım Eisensteinova kritéria), vid́ıme,
že se jedná o minimálńı polynom prvku ζp nad Q, a proto d́ıky (a) a Tvrzeńı 22.3 dostáváme

[U : Q] = [Q(ζp) : Q] = deg(Φp) = deg(

p−1∑
j=0

xj) = p− 1.

(c) Podle tvrzeńı 25.2(1) a (a) v́ıme, že každé zobrazeńı kořenu ζp na kterýkoli kořen ζap pro a ∈ Z∗
p

lze rozš́ı̌rit na Q-automorfismus ρa ∈ Gal(U/Q). Nav́ıc obraz ζp už jednoznačně automorfismus
určuje, tedy jsme zkonstruovali bijekci Z∗

p → Gal(U/Q). Zbývá dokázat, že se jedná o grupový
homomorfismus. Zvoĺıme-li a, b ∈ Z∗

p, pak

(ρa ◦ ρb)(ζp) = ρa(ρb(ζp)) = ρa(ζp)
b) = ζabp = ρab(ζp).

To znamená, že ρa ◦ ρb = ρab, a proto je zkonstruovaná bijekce izomorfismus.

Úloha 13.4. Explicitně popǐste všechny prvky Galoisovy grupy Gal(Q[ζp]/Q) z předchoźı úlohy.
Jak vypadaj́ı jej́ı prvky řádu 2?

Řešeńı. Protože umı́me pro jednotlivé prvky ρa Galoisovy grupy spoč́ıtat jejich hodnotu na bázi
M = (ζjp | j ∈ Zp), tedy fj(ζ

a
p ) = ζjap a v́ıme, že jde rovněž o lineárńı zobrazeńı vektorového prostoru

U nad tělesem Q do sebe, snadno urč́ıme chováńı fa na libovolném prvku se souřadnicemi (tj)
p−1
j=0

vzhledem k bázi M :

fa(

p−1∑
j=0

tjζ
j
p) =

p−1∑
j=0

tjζ
ja
p .

Prvek řádu dva bude potom d́ıky izomorfismu z předchoźı úlohy obrazem jediného prvku řádu dva
v grupě Z∗

p, což je −1 = p− 1, tedy

fp−1(

p−1∑
j=0

tjζ
j
p) =

p−1∑
j=0

tjζ
j(p−1)
p =

p−1∑
j=0

tjζ
−j
p .

Úloha 13.5. Necht’ p je prvoč́ıslo, n přirozené č́ıslo a Fpn konečné těleso řádu pn, označme Fp jeho
podtěleso řádu p a definujte zobrazeńı fp : Fpn → Fpn předpisem fp(a) = ap. Dokažte, že

(a) fp ∈ Gal(Fpn/Fp),

(b) Gal(Fpn/Fp) = ⟨fp⟩ je cyklická grupa řádu n.

(c)⋆ {a ∈ Fpn | fd
p (a) = a} je podtěleso tělesa Fpn řádu pd pro každé d | n.

Řešeńı. (a) Nejprve si uvědomı́me, že z malé Fermatovy věty plyne, že fp(a) = ap = a pro všechny
prvky z podtělesa Fp

∼= Zp. Dále zvoĺıme a, b ∈ Fpn a poč́ıtáme:

fp(a · b) = (ab)p = ap · bp = fp(a) · fp(b), f(1) = 1p = 1,

fp(a+ b) = (a+ b)p = ap + bp +

p−1∑
i=1

(
p

i

)
aibp−i = ap + bp = fp(a) + fp(b),



kde jsme využili pozorováńı, že p děĺı
(
p
i

)
pro všechna i = 1, . . . , p− 1, a proto jsou všechny členy(

p
i

)
aibp−i v tělese charakteristiky p nulové.

(b) Z přednášky v́ıme, že je multiplikativńı grupa F∗
pn cyklická, tedy v ńı najdeme prvek α řádu

pn − 1, pro který zřejmě plat́ı, že Fp(α) = Fpn . Zároveň si snadno uvědomı́me, že

n = [Fpn : Fp] = [Fp(α) : Fp] = deg(mα,[Fp)

pro minimálńı polynom mα,Fp prvku α. Tud́ıž každý automorfismus tělesa Fp(α) je jednoznačně
určen obrazem generátoru α, což muśı být rovněž kořen polynomu mα,Fp . Máme tedy nejvýše n
prvk̊u Galoisovy grupy Gal(Fpn/Fp).

Na druhou stranu z předchoźı úlohy v́ıme, že fp ∈ Gal(Fpn/Fp) a také fk
p jsou Fp-automorfismy

pro všechna k ∈ N. Zbývá si uvědomit, že fn
p = id a že fk

p (α) = αpk jsou r̊uzné prvky pro všechna
k = 0, . . . , n− 1, nebot’ řád prvku α je pn − 1. To znamená ,že

Gal(Fpn/Fp) = {fk
p | k = 0, . . . , n− 1} = ⟨fp⟩

je cyklická grupa právě řádu n.

(c) Nejprve uváž́ıme, že pokud n = kd, pak

pn − 1 = (pd − 1)
d−1∑
i=0

pid,

tedy pro s =
∑d−1

i=0 p
ik máme (pn − 1) = s(pd − 1). Obdobným argumentem dostáváme, že

(xpn − x) = x(xpd−1 − 1)
s−1∑
i=0

xi(pd−1).

T́ım jsme dokázali, že polynom xpd − x děĺı polynom xpn − x.

Nyńı si všimneme, že za Lagrangeovy věty plyne, že pro každé u ∈ F∗
pn plat́ı, že upn−1 = 1, tud́ıž

jsou všechny prvky tělesa Fpn kořeny polynomu xpn − x, což nutně znamená, že

xpn − x =
∏
a∈F

(x− a).

Dále si všimneme, že množina

Ud = {a ∈ Fpn | fd
p (a) = a} = {a ∈ Fpn | apd − a = 0}

obsahuje právě všechny kořeny polynomu xpd − x. Protože tento polynom děĺı polynom xpn − x,
který se v tělese Fpn rozkládá na r̊uzné kořenové činitele, obsahuje množina právě pd prvk̊u.

Zbývá ukázat, že je množina opravdu podtělesem. K tomu využijeme fakt, dokázaný v (a), že je
fp, a tud́ıž i fd

p automorfismus. Necht’ a, b ∈ Ud, potom

fd
p (a+ b) = fd

p (a) + fd
p (b) = a+ b, fd

p (a · b) = fd
p (a) · fd

p (b) = a · b, fd
p (0) = 0, fd

p (1) = 1,

tedy a+ b, a · b, 0, 1 ∈ Ud. Je-li nav́ıc a ̸= 0, pak

1 = fd
p (1) = fd

p (a · a−1) = fd
p (a) · fd

p (a
−1) = a · fd

p (a
−1), proto fd

p (a
−1) = a−1

a a−1 ∈ Ud.


	Galois a jeho grupy

