Teorie ¢isel: Cviceni 1

Simona Hlavinkova, e-mail: simonkahlavinkova@gmail.com

Definice: Bud p prvodislo a n € Z. Pak v,(n) zna¢i nejvétsi j spliwjici p’ | n; jde o p-valuaci &isla n.
Klademe v,(0) = oc.

Na celém predmétu muzete bez dikazu vyuzivat jednoznacnosti rozkladu na prvocisla. Z definice p-valuace
je jasné, ze piislusné exponenty jsou pravé v,(n), tj. pro n € N mame n = [1p™.
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Pro cela ¢isla a, b dokaizte, ze a | b pravé tehdy, kdyz pro v8echna prvocisla p plati vy(a) < v,(b).
Pro v8echna prvocisla p spoctéte a) v,(63), b) v,(170), ¢) v,(360).
Dokazte nasledujici tvrzeni s celymi ¢isly a, b:

(a) Pokud prvoéislo p déli ab, tak déli alesponi jedno z ¢isel a, b.
(b) a? | b2, pravé kdyz a | b.
(c¢) Pokud NSD(a,b) = 1, pak NSD(a", ™) = 1 pro vSechna m,n € N.

. Ukazte, ze pro prvocislo p a m,n € Z plati:

(a) multiplikativita: v,(mn) = v,(m) + v,(n), specidlng v,(m*) = kv,(m) pro k € N;

(b) pokud je 2 celé &islo, tak v, (2) = vp(m) — vp(n);

(c) trojuhelnikova nerovnost: v,(m + n) > min{v,(m),v,(n)}. Ukazte, Ze pokud v,(m) # vp(n),
pak nastava rovnost.

. Najdéte piiklad, kdy v,(a + b) > max(vy(a), vy(D)).

. Rozmyslete si hodnoty p-valuaci faktoriala:

(a) Pro prirozené ¢islo n a realné ¢islo x > 1 urcete, kolik ¢isel z intervalu [1, x] je délitelnych n.
(b) Dokazte Legendreav vzorec v,(n!) = > 77, LZ%J

(c) Spoctéte, kolika nulami konéi ¢islo 100!.

Dalsi priklady:
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Spoctéte v2(200 — 6) a v3 ((§g))-

Rozhodnéte, zda jsou pfirozena ¢isla a a b jednoznaéné urcena, zname-li nsn(a, b) a NSD(a, b).
Dokazte, Ze pro m,n € N platf [ 22| —2|2| € {0,1}.

n
Pomoci valuaci dokazte, ze kombina¢ni ¢islo (Z) je vzdy celé.

Rozmyslete si, jak definovat v,(x) pro z € Q. Zistanou zachovany vlastnosti z piikladu
Rozhodnéte, zda pro kazda m,n € N plati: Kdyz m™ | n", pak m | n.

Ukazte, Ze pro kazdé n existuje n po sobé jdoucich slozenych ¢&isel.

Jsou dana pfirozena &isla a, b, ¢ splhujici a® | b6, a® | . Dokaite, ze a2 | be.

Ukazte, Ze pro nezaporna m,n € Z &islo (m;:") vzdy déli (27;”) (277)
Dokazte 2" { n!. Obecné pro prvoéislo p dokazte p™ 1 ((p — 1)n).

Pro pfirozené ¢islo n dokazte vy(n!) < L%J

Dokazte, Ze pro a, b, ¢, d € N spliujici ab = cd plati NSD(a, ¢) - NSD(a,d) = a - NSD(a, b, ¢, d).

Lze pro kazdé n najit n po sobé jdoucich ¢isel, z nichZ kazdé je délitelné néjakym Etvercem > 17

Pan Zemlicka m4 knihu, v niZ jsou bez mezer zapsané vSechna prvocisla mensi nez 10 miliént. Simca
mé podobnou knihu obsahujici prvoéisla vétsi nez 10 miliont, ale mensi nez 20 milionia. Odhadnéte,
¢ kniha je tlustsi, a jde-li o vyrazny rozdil.



