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Napovédy:
3. Napiste si nékolik prvnich hodnot, uhodnéte, co ma vyjit, a dokazte indukei.
4. Neni co dokazovat, plyne to piimo z definice.

5. Rozmyslete si, Ze postup, kterym jsme spocitali Fetézové zlomky v piikladech 0 a 2, se da pouzit
vzdy. Najdéte zdivodnéni, pro¢ tento algoritmus ¢asem skonéi. To, Ze jsou vzdy dvé mozné hodnoty,
plyne z rovnosti [ag, . .., an, 1] = [ag, ..., an + 1].

7. Uvédomte si, kolik zlomkid méa v zakladnim tvaru jmenovatel pfesné k.
8. Prvni nerovnost je elementarni, nerovnost pro Fareyho zlomky plyne z Cauchyho véty.
9. Jsou-li § < 7 sousedni Fareyho zlomky, uvazte 1 — ¢ a 1 — 2.

10. Uvazte rozdil mezi sousednimi Fareyho zlomky (viz ptiklad 8.)

12. Navzdory tomu, co jsem zminoval na hoding, tvrzeni plati. Opravdu se jim nezabyvejte, k ni¢emu
to nepotiebujete.

Vysledky:
0. 8 (1,1,1,2]
1 131. 43, 102
410 300 47

2. [1,3]; [3,1,1,3]; [4,2,6,7]

F(n—1)

, kde F'(n) je Fibonacciho posloupnost za¢inajici F'(0) = F'(1) = 1.

0111121323451  tvort pali
6. (1, 5 D5 3 15 8 1). Jmenovatelé tvoii palindrom.

7. 14> p(k), kde (k) je Eulerova funkceEI
8. Opa¢néa implikace plati, pokud jsou zlomky v zékladnim tvaru a lezi v intervalu (0, 1).

11. Oznacme % = [0,a1,...,an,1] dany fetézovy zlomek koncici 1.E| Vedlejsi zlomky budou préavé
0,a1,...,a,] a[0,a1,...,an_1].

Vybrana vzorova resSeni:
Véta (Cauchy). Necht § < § jsou sousedni polozky seznamu Fy,. Pak bc —ad = 1.

Diikaz. Vime, 7Ze NSD(—a,b) = 1. Diky Bézoutové rovnosti existuje celo¢iselné FeSeni (x, 1) rovnice
bxr —ay = 1. Zjevné jsou Fesenim i viechny dvojice (z,y) = (zo+ra,yo +rb) pro r € Z. Volbou vhodného
r najdeme feSeni (z,y), kde 0 <n—-b <y <n.

Jisté NSD(z,y) = 1, nebot b —ay = 1. Déle dostaneme ¥ — ¢ = ‘”b&f’“ = ﬁ > 0. Dohromady vidime,
ze bud g € F,, nebo £ > 1. Tak jakc; tak % > 4, jelikoz zlomek 5 v F;, bezprost¥edné nésleduje po 7.

Predpokladejme nyni (pro spor) 7> 5+ Pak wd — cy > 1, nebot jde o celé ¢islo. Podobné bc —ad > 1.

Dohromady dostaneme

1 xr a x ¢ ¢ a xd—cy bc—ad 1 1 b+y n
— = =——=4+-— == + > =t == > —.
yo y b y d d b dy bd dy bd bdy. bdy
Tudiz d > n. To je ale spor s tim, Ze § € F,. Predpoklad tak byl mylny a musi nastat % = 5. Tim je
dikaz dokoncen, jelikoz 1 = bx — ay = bc — ad. O
! Je zajimavé, ze posloupnost |F |, |Fz|, ... zagina 2,3, 5,7, 11, 13, takZe pro n < 6 plati, Ze | F,,| je n-té prvoéislo. Podobnost

je ale ¢ist& nadhodna: |Fr| = 19, coz je osmé prvoéislo, a |Fio| = 33 uz viibec neni prvoéislo.
2Kazdé kladné racionalni &slo kromé jednicky se da zapsat pomoci pravé dvou fetézovych zlomki, z nichz jeden kon&i
jednickou a druhy ne, viz piiklad 5.



9.

10.

12.

Vezméme sousedni Fareyho zlomky § < § fadu n (tj. se jmenovateli nejvyse n). Staci dokazat, ze

b—a __ a d—c __ c : . ; vz . v 1s
4 =1—7 a = =1- 7 jsou také sousedni Fareyho zlomky fadu n, a to v opacném poradi.

Zlomek b_Ta je diky NSD(b — a,b) = NSD(—a,b) v zakladnim tvaru; jmenovatel spliuje b < n a
Citatel je kladny a nejvysSe rovny jmenovateli, takZze jde o Fareyho zlomek fadu n. Stejné dokdZeme,
Ze i % je Fareyho zlomek fadu n. Zjevné 1 — ¢ <1 — 7.

Zbyva si vSimnout, Ze se mezi nové zlomky nevejde zadny jiny zlomek se jmenovatelem ¢ < n. I to
je ale snadné: Kdyby 1 — £ < % < 1— %, pak bychom meli ¢ < % < S5 to nejde, protoze ¢ a §
jsou sousedni Fareyho zlomky.

Kdy# nahradime « jeho ,necelou ¢asti“ {a} = a — |a], mazeme celou dobu BUNO brat 0 < a < 1.
Pro snadngjsi vyjadifovani budeme v tomto FeSeni zlomek g spliwjici | — §| < q% nazyvat vhodnjj.

Pro jakékoliv n € N uvazujme posloupnost Fareyho zlomku F,. Cislo o padne mezi dva takové

zlomky, oznatme je ¢, §, a to tak, aby b < d. Z Cauchyho véty (resp. cvi¢en{ 7) mame [§ — §| = =

Cislo o lezi uvnit¥ tohoto intervalu, takZe o — 4| < & < b%. Zlomek 7 tedy ma poZzadovanou
vlastnost. Dokézali jsme nésledujici tvrzeni: Necht n € N. Oznacéme f, f' ty proky F,, pro které

a € (f, f). Pak je alespori jeden ze zlomki f, f' vhodny. (Je to ten s mensim jmenovatelem.)

Nyni uZ je snadné zduvodnit, Ze je vhodnych zlomkt nekoneéné mnoho. ProtoZe je « iracionélni
(a tedy ma od kazdého vhodného zlomku kladnou vzdalenost), staci ukazat, ze pro kazdé e > 0
nalezneme vhodny zlomek g spliujici |a — g| < €. Diky uz dokédzanému tvrzeni postaci nalézt takové
N, aby mezery mezi sousednimi zlomky v Fy byly mensi nez €; a takové N zjevné existuje, jelikoz
mezery mezi sousednimi zlomky v Fiy jsou nejvyse %

(n+3)n

2

rovnaji poétu vsech vyrazi tvaru g, kde 0 < p <q<mn,q#0,tj. itéch soudélnych.

Pro neposlusné: Nejdiiv by se dokazala rovnost > ;;_; |F) 12 | = , a to vahou, Ze se obé strany

Z tohoto vztahu lze prvni rovnost ziskat dvojitym pouzitim nasledujictho obecného tvrzeni: Budte
f, g libovolné funkce definované na prirozeniych cislech. Pak jsou ndsledujici dvé rovnosti ekviva-
lentnd: g(n) =0 f(12]) a f(n) =31 _; u(m)g(|2]). Dikaz tohoto tvrzeni, které je uréitym
zobecnénim Mobiovy invertovaci formule, Ize najit tfeba tadyl.


https://en.wikipedia.org/wiki/M%C3%B6bius_inversion_formula#Proofs_of_generalizations

