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-1. Napiste ¢islo (a) 13, (b) 29 jako soucet dvou ¢tverci. Kolika zptsoby je to mozné provést?
0. Najdéte ireducibilni rozklady ¢isel 260 a 18 + 6i v oboru Gaussovy celych ¢isel Z]i].
! 1. Najdéte aZ na asociovanost vSechny ireducibilni prvky oboru Z[i] s normou mensi nez 20.

2. Rozhodnéte, zda existuji Gaussova cela ¢isla s normou 7, 10, 11, 15, 31, 37, 178.

Definice. Grupa (G, -,~!, 1) se nazyva cyklickd, pokud existuje prvek g € G takovy, ze (g) = G, &ili g
generuje celou grupu G — pro kazdé h € G tedy existuje n € Z spliwjici ¢" = h. (Upozornéni: Ve séitacich
grupéach piSeme pfirozené ng = h misto g = h.) Kazda cyklickd grupa je abelovska, tj. komutativni.

Poznamka. Mnozina Z, = {0,...,n — 1} zbytka po déleni n pfirozené tvoii grupu (Z,, +, —,0). Kdyz
piSeme Z,,, mysli se tim vzdy tato sé¢itaci grupa. Pokud nas zajimé grupa zbytk modulo n s nidsobenim
(zna¢ime ji Z7), pak jeji nosnd mnozina obsahuje pravé ty prvky, které maji inverzni prvek (z Algebry
byste méli védét, Ze jsou to pravé prvky a € Z,, pro které NSD(a,n) = 1).

Definice. Necht n > 2. Pokud je Z} cyklicka, tak se jeji libovolny generator nazyva primitivni proek
modulo n. (Na prednasce se brzo dokaZe, Ze primitivni prvek existuje, pravé kdyz n = p* nebo n = 2pF
pro liché prvoéislo p, nebo n = 2,4.)

Definice. Pro prvek a € G jesté zavedeme pojem 7dd prvku a. Jde o nejmensi pfirozené k spliujici

a* = 1, a zna¢ime ho ord(a). Je-li G kone¢na, pak podle Lagrangeovy véty fad kazdého prvku déli |G/.

! 3. Najdéte v8echny generatory grupy Zqo.
! 4. Rozhodnéte, zda jsou grupy Zj; a Z§ cyklické; pokud ano, najdéte v nich néjaky primitivni prvek.
5. Rozmyslete si nésledujici fakta o generatorech grup Zy:
I (a) Najdéte viechny generatory grupy Zis.
(b) Které prvky Z, ur¢ité nemohou generovat celou grupu Z,,?
(c) Popiste vSechny generéatory grupy Z,. (Napovéda: Bézoutovy koeficienty)
! 6. Urcete rady vSech prvku v grupach Zz a Z3.
! 7. Rozhodnéte, které z grup Z3, Zg, 7, Z;, jsou cyklické.
8. Plati, Zze pro kazdé prvocislo p existuje primitivni prvek modulo p.
(a) Najdéte néjaky primitivni prvek modulo 3, 5 a 7.
(b) Pomoci ¢asti (a) sestrojte izomorfizmus grup Z3 a Zg.
9. Uvazujme grupu Z,, kde p je prvocislo.
(a) Najdéte vSechny prvky této grupy. Kolik jich je?
(b) Vime, Ze tato grupa je cyklickd. Ozna¢me néktery jeji generator a. Jaky fad ma a v grupé Z,?
10. Najdéte vSechny primitivni prvky modulo 7.
11. Které prvky obsahuje grupa invertibilnich prvkt oboru Z[i]? Je tato grupa cyklicka?
% 12. Jestlize p je prvocislo a a € Z, splhujici p = 1 (mod 4) a a = (%)! (mod p), dokazte, ze
NSDgzj;(a + i, p) je v oboru Z[i] ireducibilni prvek s normou p.

Ulohy s nekladnym cislem budou predvedeny na cviceni jako vzorové.
Ulohy s ! je doporuceno Fedit prednostné.
Ulohy s * jsou ndrocnéjsi.



