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Napovédy:
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Jde to kviili gaussovskosti oboru Z[i] aZ na pofadi jedinym zpiisobem, ktery zkusmo snadno najdeme.

Nejprve rozlozime normu a podle toho, zda jsou prvocisla modulo ¢tyfi kongruentni 1 nebo —1
rozkladame dal.

. Pripadaji v avahu jen ¢&isla s prvociselnou normou kongruentni 1 modulo ¢tyfi a se ¢tvecem prvo-

¢iselné normy kongruentnim —1 modulo ¢tyfi.

. Nepfipadaji v ivahu ¢isla s lichou valuaci prvoéisla s normou kongruentni —1 modulo Gtyii.
. Bud vychazejte prfimo z definice, nebo uvazujte napf. o nejvétsich spolecnych délitelich.

. Vychazejte piimo z definice. To, kdy primitivni prvek existuje, je ostatné bez diikkazu napsano nahore

na papiru se zadanim.

. Postupujte jako v ptikladu 3.

. Je pomérné snadné to spocitat primo. Znate-li Lagrangeovu vétu, hodi se vyuzit k tomu, abyste

predem vyloudili nékteré hodnoty rada.

Hledate primitivni prvek. Na to neexistuje zadny pfili§ chytry zptisob: ZkouSejte prvky postupné,
dokud nebudete mit $tésti. Mtzete si trochu pomoci Lagrangeovou vétou.

. Hledan{ primitivnich prvki funguje podobné jako v tdloze 5.; pfi sestavovani{ izomorfismu je klicové

urc¢it obraz generatoru cyklické grupy, tj. primitivniho prvku.

. Prvni dvé ¢asti by mély byt az smésné snadné. Ve treti ¢asti si uvédomte, Ze mame dvé cyklické

grupy a generator jedné by se mél zobrazit na generator druhé.
Vysledek uz znate z tlohy 6.

Jsou to ¢tyfi prvky s normou 1, grupu generuje prvek =+i.

12. Staci uvazit, ze NSD(a +i,p) = NSD((%)! +,p) a pouZit argument dikazu Véty 3.2.
Vysledky:
-1, 13 =32 +22,29 =52 4+ 22,

0.

260 = (1 +4)(1 — a)(1 +4)(1 — i)(2 + 1) (2 — )(3 + 20)(3 — 20),
18 + 6i = 3(1 + 1) (1 — i) (1 +4)(2 — 9).

1414,3,2+14,3+2i, 4+i.

. Existuji jen ta s normou 10, 37, 178.

1,5,7,11. Jde pravé o ¢isla nesoudélna s 12.

. Grupa Z7, je cyklickd a primitivnim prvkem je napiiklad 2. Grupa Zg cyklicka neni.

. a)Jdeodislal1,5,7,11,13,17, tj. ¢isla nesoudélné s 18. b) Zadné ¢islo soudélné s n mize nagenerovat

zase jen prvky soudélné s n. ¢) Vzdy jde pravé o prvky nesoudélné s n.

.V Z7 mame ord(0) = 1, vSechny ostatni prvky maji fad 7. (Kazdy nenulovy prvek je tedy genera-

torem Zy.) V Z% mame ord(1) = 1, ord(6) = 2 ord(2) = ord(4) = 3, a kone¢né ord(3) = ord(5) = 6.



7. Cyklické jsou pravé Zf (primitivni prvky 2, 3), Z§ (primitivni prvek 5) a Z§ (primitivni prvky 2,5).
Grupa Z7, naopak cyklickd neni, nebot v ni v8echny prvky maji fad nanejvys 2. (Vysledek jsme
samoziejmé védéli predem: Grupa Z; je cyklicka pravé tehdy, kdyz n je 2,4 nebo p* & 2pF pro liché
prvocislo p. Cisla 5, 6 a 9 pozadovaného tvaru jsou, zatimco 12 nikoli.)

8. (a) Primitivni prvek modulo 3 je 2; modulo 5 jde o ¢isla 2,3; modulo 7 o 3, 5.

(b) Existuji dva izomorfismy; prvni zobrazuje ¢isla 1,3,2,6,4,5 postupné na 0,1,2,3,4,5; druhy
takto zobrazuje ¢isla 1,5,4,6, 2, 3.

9. (a) Jde o nenulové zbytky modulo p: {1,...,p— 1}. Je jich p — 1.
(b) Ma fad |Zy| =p — 1.
(¢) Zvolime-li primitivni prvek a v Zy, je jeden izomorfismus popsan vztahem o(ak) = k.
10. Jde o prvky 3 a 5.
Reseni vybranych piikladii:

3. Z12 ={0,1,...,11}. Zfejmé a € Zj2 generuje Zio pravé tehdy, kdyz Zi2 = {na | n € Z}. Vzhledem
k tomu, Ze navic 12a = 0, tak se ekvivalentné ptame, kdy Zjo = {na |n=0,1,...,11}.
Dale si vSimnéme, Ze pokud d = NSD(a, 12) > 1, tak d | na pro v8echna n, tedy se nikdy nemtze
stat na = 1 a a negeneruje celou Zjo. Zbyva dokézat, ze vSechny zbylé a € Zia, NSD(a,12) = 1
jsou generatory Zis.
Ziejmé (1) = Zis. Pro a € {5,7,11} si jde bud vypsat celou mnozinu {na | n = 0,1,...,11}
(napf. pro a = 5 vyjde 0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,2,7, tedy (5) = Zj2), nebo mizeme najit odpovéd
na otézku, zda ma kongruence na = b (mod 12) feSeni n € Z pro libovolné b € Z.
Pro a = 5 z Bézoutovy rovnosti diky NSD(5,12) = 1 najdeme n,m € Z, 7e 5n + 12m = 1, tedy
5n =1 (mod 12). Neboli 5 ma inverz modulo 12 a kongruence 5n =1 (mod 12) ma feSeni. Pak ma
samoziejmeé feSeni i kazda kongruence b = 5(nb) (mod 12), a tedy (5) = Zi2.
Rozmyslete si, ze podobny argument lze pouzit i pro a = 7,11. V dloze 1 si rozmyslite, Ze tento
argument jde zobecnit pro libovolné Z,.

Generétory Z1o jsou 1,5,7,11.

4. a) Protoze 11 je prvocislo, tak z pfednasky / teorie v horni ¢asti papiru vime, Ze grupa je cyklicka. Ale
tuto znalost ani nepotfebujeme, priklad vyfesime prosté nalezenim konkrétniho primitivniho prvku.
|Z3,| = 10, ¥ad libovolného prvku a € Z3, tak z Lagrangeovy véty déli 10, tedy ord(a) € {1,2,5,10}.
R&d jedna ma pouze neutralni prvek (tj. 1), fad deset maji pravé primitivni prvky. TudiZ pro ovéfent,
7e a je primitivni prvek, stadi ukézat, ze a,a?,a® # 1.

Zkusme napriklad a = 2. Pak a =2 #1,a2 =22 =4+#1a a® = 10 # 1. Rad 2 je tak nutné 10 a 2
je primitivni prvek.

b) Z% = {1,3,5,7}, hledame prvek ¥adu 4. Nicméné 1 ma ¥ad 1 a pro zbylé prvky plati 32 = 52 =
72 =1, a tedy maji fad 2. Vidime tedy, Ze zadny prvek negeneruje celou Z3 a grupa neni cyklicka.

5. a) Z1g = {0,1,...,17}. Analogicky k uloze —2. pro a € Zs plati, Ze pokud NSD(a, 18) > 1, tak
NSD(a, 18) | na pro vsechna n a (a) C Zis.
Pro NSD(a, 18) =1, tedy a € {1,5,7,11,13,17}, 1ze stejné jako v —2. ukazat, ze skute¢né generuji
celou Zs.
b) Pokud pro a € Z, plati d = NSD(a,n) > 1, tak d | na pro viechna n, 1 € (a) C Zis a a tak
negeneruje celou Z,,.
¢) V néavaznosti na ¢ast b) si rozmyslime, ze v8echny prvky spliiujici NSD(a,n) = 1 uz jsou generéa-
tory. Jde o pifimé zobecnéni ditkazu provedeného v pitkladu -2.
Z Bézoutovy rovnosti diky NSD(a,n) = 1 najdeme z,y € Z, ze xa+yn = 1, tedy za =1 (mod n).
Neboli a mé inverz modulo n a kongruence az = 1 (mod n) ma FeSeni. Rovnéz pak ma feSeni i
kongruence b = a(xb) (mod n), a tedy (a) = Z,.



6.

10.

a) Z Lagrangeovy véty plati, ze fady prvku jsou bud 1 nebo 7. O¢ividné jediny prvek fadu 1 je 0
(jednotka v této grupé) a ostatni prvky budou mit ¥ad 7.

b) Z% je cyklicka, jak vime. Bud muzeme rady spocitat pro kazdy prvek zvlast, nebo si pro zjedno-
duSeni prace muzeme najit néjaky primitivni prvek modulo 7. S trochou snahy zjistime, Ze je jim
napftiklad 3 (nebo si vzpomeneme na minulé cviceni). Kazdy prvek jde potom tedy zapsat ve tvaru
3%, a hleddme nejmensi n takové, ze (3%)" = 1, neboli nk = 0 (mod 6), nebot 3¢ = 1. Z toho uz

. . - __6
snadno odvodime, ze n = NSD@G.R) -

Specialné tak vidime, Ze ¥ad 1 ma presné 3° = 1, fad 2 ma presné 3% = 6, fad 3 maji presné 32 = 2,
3% =4 afad 6 maji 3! = 3, 3° = 5.

b) Hledame homomorfismus, ktery bude zaroven bijekce. Protoze jsou velikosti grup shodné, tak
sta¢i ukazat, ze bude homomorfismus na celou grupu Zg. Toho lze docilit tim, Ze zobrazime generator
Z% (primitivni prvek modulo 7, napf. 3) na generator Zg (napf. 1). Chceme tak ¢(3) = 1 a definujme
tedy po prvcich bijekci ¢(3F) = k pro k € {0,...,5}. Zbyva ovéfit, Ze je to homomorfismus (to jste
videéli naptiklad ve skriptech nebo na minulém cviku pfi poc¢itani charakterit).

. a) Chceme pravé prvky a € Z;, nesoudélné s p, to jsou jisté viechny kromé 0, a tak Ly, = {1,...,p—1}

al|Zy| =p—1.

b) Oznaéme fad a jako k, tedy a* = 1. Jisté k < p — 1, nebot ¥ad prvku déli fad grupy. Nicméné
prvky generované a jsou v mnoziné 1,a,a?,...a*"! (libovolné jiné (i zaporné) mocniny umime
piendsobenim dostat na jednu z téchto). Prvek a ma ale generovat celou Zj, tedy alespoii p — 1
prvki. Z toho uz dostaneme i £ > p— 1 a nutné k =p — 1.

¢) Podobné jako v predchozim piipadé definujeme zobrazeni po prvcich jako p(a*) = k a ovéiime,
7e jde skutecné o dobfe definovany izomorfismus.

Staci si uvédomit, Ze to jsou presné prvky Z7 s fadem 6, coz jsme uz v tloze 4. urcili, Ze jsou 3 a 5.

Obecné, pokud uz zvladneme najit jeden primitivni prvek (v tomto pripadé naptiklad 3), tak z po-
stupu z piikladu 4 vyplyva, ze ostatni ziskdme piesné tak, Ze tento prvek umocnime na ¢isla nesou-
délna s fadem grupy. Specialné v naSem piipadé chceme umocnit 3 na ¢isla nesoudélné s |Z3| = 6,
coz da presné 3! =3 a 3% =5.



