Teorie c¢isel: Cviceni 8 — vysledky, napovédy, vzorova reseni
Simona Hlavinkové, email: simonkahlavinkova@gmail.com

Napovédy:
4. Jaky zbytek mohou a? a b* davat modulo 3?

8. Staci si uvédomit, Ze zadéani se vlastné pta, kdy je —7 kvadraticky zbytek modulo p. Postupujte
jako v tloze 5.

9. Zkuste si uvédomit, co se stane s mnozinou vSech kvadratickych zbytki, kdyz je vynasobime néja-
kym fixnim kvadratickym zbytkem. Nejde pomoci toho zkoumany soucet vyjadiit dvéma rtznymi
zpusoby, a ty porovnat? Alternativa: Zkuste se zamyslet nad pouZzitim primitivniho prvku; t¥eba to
k né¢emu bude.

10. Nejprve si uvédomime, Ze ka + b ve skutecnosti neiteruje pfes nic jiného nez pies vSechny prvky Z,.
Pak uz se jenom staci zamyslet nad poc¢tem zbytki a nezbytkii.

11. Nejedna se vlastné o nic jiného neZ o feseni kongruence 22 = y2 + 1 (mod p). Ta je splnéna pravé
tehdy, kdyz x — y a = + y jsou navzajem inverzni prvky. Zamyslete se, jak obecné vypadaji vSechny
dvojice navzajem inverznich prvka v Z,, a z toho tlohu doreste.

Vysledky:
Poznamka: Ndhodou se stalo, Ze skoro vsechny konkrétni spoctené Legendreovy symboly ze cuvicent vysly
—1. To je skutecné ndhoda :)

-2. Modulo 4: {0,1}, modulo 7: {0,1,2,4}.

-1. Vsechny vyjdou —1.

0.
nedefinovino  pokud p = 2,
(3) _Jo pokud p = 3,
D 1 pokud p =41 (mod 12),
-1 jinak (tj. pokud p=4£5 (mod 12)).
1. Modulo 8: {0,1,4}, modulo 9: {0,1,4, 7}, modulo 17: {0,1,2,4,8,9,13,15,16}.
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3. Vsechny vyjdou —1.

5.
nedefinovdno  pokud p = 2,
7y )0 pokud p =7,
<p> )1 pokud p=1,3,9,19,25,27 (mod 28),
-1 jinak (tj. pokud p =5,11,13,15,17,23 (mod 28)).
nedefinovino  pokud p = 2,
13y JO pokud p =13,
<p) )1 pokud p=1,3,4,9,10,12 (mod 13),
-1 jinak (tj. pokud p =2,5,6,7,8,11 (mod 13) a p # 2).

6. Uvazte modulo 8.

7. Plati to pravé pro p = 2 a p = 1 (mod 4). Pfepiste si zadani do Fe¢i Legendreovych symbola a
uvazte jejich multiplikativitu. Kdy je —1 kvadraticky zbytek modulo p?



8. Resenim je p =2, p = 7 a vechna prvoéisla tvaru p = 1,2, 4 (mod 7).

Vybrana vzorova reseni:

-2.) Uvédomme si, ze (an + b)? = a?n? + 2abn + b? = b? (mod n). Kdyz tedy chceme spoéitat viechny

kvadratické zbytky modulo n, tak se staci ve skute¢nosti omezit jenom na druhé mocniny prvka v okruhu

Zn. Stejné tak si jde uvédomit, ze 22 = (—x)? (mod n), tedy stadf mocnit jenom polovinu prvkii.
Napiiklad pro n = 4 tak dostaneme pravé zbytky 02 = 0, 12 = 1 a 22 = 0 (mod 4). Podobné& pro

n = 7 dostaneme zbytky 02 =0,12=1,22=42a32=2 (mod 7).

0.) Radi bychom pouzili kvadratickou reciprocitu a prevedli tlohu na problém s uréenim (9)7 coz je

3
daleko pristupnéjsi. K jejimu pouziti ale potiebujeme, aby p bylo liché prvoéislo riizné od 3. Na zacatek
tedy zvlast vyfresime piipady p = 2 a p = 3. P¥imo z definice plati (%) =0a (%) neni definovano.

Nyni mtzeme piedpokladat p # 2, 3. Pouzitim kvadratické reciprocity dostavam

(5) === (5) - 0= (5).

p—1

Jak je znamo (a jde jednoduge ovéfit), tak (—1)"2 je rovno 1 prop =1 (mod 4) a —1 pro p = —1
(mod 4). Podobné (z toho, jak vypadaji kvadratické zbytky modulo 3) dostavame, ze (%) =lprop=1
(mod 3) a (%) = —1prop=2 (mod 3). Z Cinské zbytkové véty tak méame, ze hodnota vyrazu napravo
je tak jednoznac¢né uréena tim, jaky zbytek dédva p modulo 12 =3 - 4.

Pokud tedy naptiklad chceme uréit vSechny pripady, kdy (%) = 1, tak dostavime moznosti:

1. (—1)172;1 = (%) =1,tedy p=1 (mod 4) ap =1 (mod 3). Snadno nahlédneme, Ze to spliiuji pravé

viechna prvocisla p =1 (mod 12).

2. (—1)172;1 = (g) = —1,tedy p =3 (mod 4) a p = 2 (mod 3). Vypoctem ziskame, Ze tohle spliiuje
pravé zbytek p = 11 (mod 12).

Podobné bychom mohli ovéfit, Ze zbylé dvé moZnosti (—1)107_1 = — (g), pro které vyjde (%) = -1,
prislusi pravé prvocislum, ktera davaji zbytek p = 5,7 (mod 12).
Dohromady tak dostavame

nedefinovano  pokud p = 2,

<3> _Jo pokud p = 3,
p 1 pokud p =41 (mod 12),
-1 jinak (tj. pokud p =45 (mod 12)).
Uvédomte si, Ze kvadratickou reciprocitu jde ekvivalentné formulovat jako (%) = (—1)%11)771(%). Pokud nevérite,

zkuste si obé strany rovnosti pfenasobit (%). Obecné lze nenulové Legendreovy symboly v rovnostech , pfehazovat ze strany
na stranu‘.



