Teorie cisel: Cviceni 11
Simona Hlavinkova, email: simonkahlavinkova@gmail.com
Definice. Mé&jme a € Z a liché n € N. Jacobiho symbol (%) definujeme jako (%) = ((%) e (qlk), kde
q1 - - qk je rozklad n na soucin (ne nutné riuznych) prvocisel a vyrazy napravo jsou Legendreovy symboly.

Véta. Méjme celd ¢isla a,b a lichd pFirozend cisla m,n. Jacobiho symbol md ndsledujici vliastnosti:
(i) Multiplikativita: (-%) = (2) (2), (%) = (2) (2).
(ii) Periodicita: (£) = (£) pro a=b (mod n).
(iti) Doplitky k reciprocité: (=1) = (— )%1, (%) = (_1)%71.
—1n

(iv) Reciprocita: () = (-1)"z "= (Z).

-1. Urcete hodnotu vyrazu (%).

0. Reste kongruenci 22 = 53 (mod 77).
I 1. Uréete hodnotu vyrazi (a) (2), (b) (), (c) (337), (d) (522).

! 2. Podivejte se na vztah Jacobiho symbolt a kongruenci. Konkrétné:
(a) Rozhodnéte, zda maji kongruence 22 = 18 a 22 = 14 (mod 127) fegeni. (127 je prvoéislo.)
(b) Reste kongruenci z2 = 58 (mod 209). (209 = 11 - 19)
(c) Rozhodnéte, jestli ma kongruence 22 = 58 (mod 65) Tesent.
! 3. Necht n je liché pfirozené &islo. Pomoci vztahu pro (%1) a (%) urcete explicitné hodnoty (%), (%)
a (_72) v zavislosti na zbytku n modulo 4, resp. 8.

4. Vysetiete vztah Jacobiho symbolt a kvadratickych zbytkt. Konkrétné:

(a) Necht n = p;---py je prvoéiselny rozklad bezétvercového ¢isla n. Ukazte, ze 22 = a (mod n)
mé Fedeni, pravé kdyz ma fefeni kazd4 z kongruenci 22 = a (mod p1),...,2% = a (mod py).
(b) Odvodte, ze pokud (%) = —1, pak a neni kvadraticky zbytek modulo n.

(c) Najdéte priklad, kdy (%) =1, ale a neni kvadraticky zbytek modulo n.

5. Na zékladé znalosti pislusnych tvrzeni pro Legendreovy symboly odvodte vyse uvedenou vétu pro
Jacobiho symboly. Zamétte se zv1asté na bod (iii).

! 6. Rozmyslete si nékteré specialni piipady Dirichletovy véty:
(a) Pripomente si Eukleidiv dikaz, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel.
(b) Upravte ho a ukaZte, Ze existuje nekonetné mnoho prvocisel tvaru i) 4k + 3, ii) 6k + 5.
(¢) Proc¢ predchozi postup nefunguje pro prvoéisla jiného tvaru, napiiklad 4k + 17 Funguje obecné
pro ak — 1 pro kterékoli dané a € N7 Najdete dalsi tvar, pro ktery dikaz funguje?
(d) Ukaite, ze kazdé liché prvoéislo p spliwjici p | n? + 1 pro n&jaké n € N musi byt tvaru 4k + 1.
(e) Ukazte, ze prvocisel tvaru 4k + 1 je nekone¢né mnoho. (Zkombinujte (d) a Eukleidiiv dukaz.)

7. Dokoncete diikaz tvrzeni 4.16. ve skriptech:
(a) Ukazte chybéjici implikaci: Pro liché prvoéislo tvaru p = a? + 2b% plati p = 1,3 (mod 8).
(b) Pro prvocislo p ukazte: p je tvaru a? + 2b2, pravé kdyZ p neni prvoéinitel v Z[v/—2].

8. Uvazte obor Z[_HT‘/‘;“] s normou danou N(z + y+/3i) = 22 + 3y2.

(a) Vyjadiete normu prvku a + beT\/gi pro a,b € Z.
(*b) Ukazte, Ze tento obor je eukleidovsky.
(c) Pro ktera prvoéisla p existuje fefeni kongruence 22 = —3 (mod p)?
(*d) Charakterizujte prvocisla tvaru a? — ab + b2. Postupujte jako v ditkazu tvrzeni 2.18.

Ulohy s nekladngjm ¢islem budou piedvedeny na cvicend jako vzorove.
Ulohy s ! je doporuceno FeSit piednostné.
Ulohy s * jsou ndrocnéjsi.



