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Napovédy:

-1.

Pouzivejte standardni algoritmus predvedeny na cvi¢eni: Misto rozkladt na prvocinitele pouzivejte
hlavné vlastnosti (ii) a (iv), tedy periodicitu a kvadratickou reciprocitu. Multiplikativitou se zbavujte
jen zapornych nebo sudych argumenti.

0. V postupu se hned na dvou mistech vyuzije Cinska zbytkova véta. Jacobiho symboly nehraji Zadnou
roli.

1. Jako v prikladu -1. Doporucuju nebét se zapornych cisel!

2. (a) Staci Legendretuv symbol (ktery se da spocitat pomoci nového algoritmu, nebot splyva s Jaco-

biho symbolem).

(b) Legendreovy symboly mohou rozhodnout o existenci ¢i neexistenci feseni, ale pokud Feseni exis-
tuje, je nutné vyuzit CZV a explicitni kvadratické zbytky. Bez Legendreova/Jacobiho symbolu
se zde lze bez problému obejit.

(c) Opét pouzijte CZV. Jacobiho symbol si spoditejte jen pro zajimavost.

3. Ja jsem vam ty vztahy pro —1 a 2 uZ vtloukal do hlavy; ted si je muzZete ovérit. Vztah pro —2
dostanete pochopitelné diky multiplikativité.

4. (a) Vlastnost plati pro rozklad na jakakoliv po dvou nesoudélné ¢isla, ne nutné prvocisla. Jedna
implikace je zjevna. Pro druhou si feSeni jednotlivych kongruenci oznacte jako z1,...,x,
sestavte si vhodnou soustavu kongruenci a pouzijte CZV.

(b) Odvodte, ze alespoii jedna z pfislusnych kongruenci neméa feeni.

(c) Plati (—1)2 =1. :-)

5. Vyjdéte pfimo z definic (a vlastnosti Legendreova symbolu). Nékteré ¢asti jsou ponékud otravné,
ale je to velmi pfimocaré. U doplitkii k reciprocité doporuc¢uju vyuzit explicitnich formulaci z tlohy
3., tj. vztaht vychazejicich z hodnot n modulo 4, resp. 8. (Mozna jde néjak chytfe odvodit p¥imo
uvedeny vzorec; ja ale nevim, jak.)

6. Tuhle dlohu nedélejte, na testy prvociselnosti bude samostatné cviceni. Zafadil jsem ji jen jako ilu-
straci pouziti Jacobiho symbolu a té jedné vyznamné vlastnosti, kterou s Legendreovym symbolem
nesdjili.

7. Ve vSech ptipadech predpokladejme, Ze p1, . . ., p, jsou v8echna prvoéisla poZzadovaného tvaru (v ¢asti
a) jde o vSechna prvocisla, v ¢asti b) i) prvocisla tvaru 4k + 3 atd.).

(a) Uvazujte ¢islo p; -+ - p, + 1 nebo m! + 1, kde m je vétsi nez vSechna prvoéisla. Co vite o jeho
prvociselnych délitelich?

(b) Sestavte ¢islo tvaru 4k + 3, resp. 6k + 5 nesoudélné se vSemi p;. Co vime o jeho prvociselnych
délitelich?

(c) Nehledam zadnou slozitou odpovéd, jen se zamyslete, kde se kli¢ovy argument z piredchozi
¢asti ulohy da piimocare pouzit a kde ne.

(d) Pouzijte kvadratické zbytky.

(e) Opét sestavte ¢islo vhodného tvaru, které bude nesoudélné se vsemi danymi prvoéisly p;.

Vysledky:

-1, —1.

0. z =19,30,47,58 (mod 77). Ekvivalentné z = £19,+30 (mod 77).

1. Samé —1. (Zvlastni nahoda.)



2. (a) Prvni kongruence feseni ma, druha ne.
(b) = = 39,94,115,170 (mod 209) neboli z = £39, £94 (mod 209).

(c) Kongruence nema feSeni (ackoliv Jacobiho symbol vyjde 1).

3. e (=l)jelpron=1 (mod4)a—1pron=—1 (mod4).
e (2)jelpron==+1 (mod8)a—1pron==+3 (mod 8).
e (53) jelpron=1,3 (mod 8) a —1 pron=—1,-3 (mod 8).

4. (a) Tvrzeni plati.

(b) Tvrzeni plati: Soucin Legendreovych symboli je —1, takze alespon jeden z nich je —1, tudiz
prislusna kongruence nema reSeni. Diky jednodussi implikaci z bodu a) tudiZ nem4 FeSeni ani
celd kongruence 22 = a (mod n), neboli a neni kvadraticky zbytek modulo n.

(c) Napiiklad (22) z tlohy 2c) nebo (5%).
9. (a) a® —ab+ b2
(b) Tvrzeni plati. (Existuje napt. pékny geometricky dikaz vyuzivajici toho, Ze tento okruh tvoii v

roviné trojuhelnikovou sit a kazdy bod v rovnostranném trojihelniku o strané 1 je k nékterému
z vrcholu bliz nez 1. Viz analogicky dukaz se ¢tverci pro Z[i].)

(c) 3 a prvodisla tvaru 3k + 1.
(d) 3 a prvodisla tvaru 3k + 1.

Vybrana vzorova reseni:
-1.) Budeme postupné pouZivat vlastnosti Jacobiho symbolii, viz véta 4.14 ze skript.

() ()~ Go) () - oo 32) - ()-
o () () ()~ (8)--(3) (3) -

Vsimnéte si, ze jsme se pii vypoctu tplné vyhnuli rozkladu na prvocisla (kromé délitelnosti 2).

Pii vycislovani vyrazu (—1)% rozhodné nepocitame druhou mocninu! Misto toho jen urcime,
Ze 247 = —1 (mod 8), takze hodnota je +1 (viz feSeni piikladu 3.). Podobné pii pouZzivani kvadratické
reciprocity pouze ovérujeme, jestli je alespon jedno ¢islo kongruentni 1 modulo 4, viz tamtéz. Alternativni
zpusob zépisu celého postupu viz FeSeni prikladu 1.

Jesté poznamenejme, Ze o néco efektivnéjsi by bylo vyuzivat i zaporné ¢isla; takovy vypocet by zacinal

(3%) = (@7) = () o) = -+

0.) Diky Cinskeé zbytkové vété je zadany problém ekvivalentni s dvojici podminek 22 = 9 (mod 11) a
2?2 =4 (mod 7). Snadno ovéiime, 7e obé tyto kongruence uz maji feSeni. Prvni z nich konkrétné z = 43
(mod 11) a druhé z nich x = £2 (mod 7). Nyni uZ jen potfebujeme zpétné najit odpovidajici zbytky
modulo 77.

1. =3 (mod 11) a z =2 (mod 7). To odpovida prvkim z = 58 (mod 77).
2. x =3 (mod 11) a z = —2 (mod 7). To odpovida prvkim x = 47 (mod 77).
3. 2= -3 (mod 11) a 2 =2 (mod 7). To odpovida prvkim z = 30 (mod 77).

4. x=-3 (mod 11) a x = —2 (mod 7). To odpovida prvkim x =19 (mod 77).



Regenim tedy jsou z = 19, 30,47, 58 (mod 77).
(Regeni 30 a 19 jsme mohli najit uz z predchozich znalosti jako —47 a —58.)

1.) (a) Nezajim4 nas, jde-li o Legendreovy symboly, nebo jestli je ve jmenovateli slozené ¢islo a jde tudiz
o Jacobiho, ale ne Legendretv symbol. Poc¢itame standardnim postupem:

(5)-G)- G-

Posledni rovnost plati proto, ze 51 je kongruentni 3 modulo 4, a protoze 4 je kvadraticky zbytek modulo
v8echno. (Alternativné se také da psat (51—1) = (%)2, a protoZe 2 je nesoudélné s 51, je v zavorce 1 a ne
nula, takZe druhou mocninou je +1.)

(b) Podobné poéitame i jinde:

SON _(20) (2N (B)a 8 (e 18) (2 _
63/ \63) \63/)\63) \13) \13) \11) \11) 7
pri¢em?z rovnost A plati diky tomu, Ze 63 = —1 (mod 8) a 13 = 1 (mod 4); rovnost B diky tomu, Ze

13 =1 (mod 4); posledni rovnost pak proto, ze 11 =3 (mod 8).
(c) Postup je stale stejny:

BT\ (<95 _ (1) (95)a (2A) _(31\n (95) _ (2 _ |

221 )\ 221) \221/)\221) \95/) \95) \31) \31) 7
rovnost A plati diky tomu, ze 221 = 1 (mod 4); rovnost B diky tomu, Ze 95 = 31 = —1 (mod 4); posledni
rovnost pak proto, ze 31 = —1 (mod 8).

(d)
()~ () () ()2 () ()

pfitom rovnost A plyne z 223 = —1 (mod 8), coz dava i 223 = —1 (mod 4). Posledni rovnost mame
primo z definice, protoze 1 je kvadraticky zbytek modulo cokoliv.

2.) (a) Uloha se nas pté, zda jsou 18, resp. 14 kvadratické zbytky modulo 127. Protoze je 127 prvoéislo,
stac¢i vzdy urcit prislusny Legendretiv symbol. Pfi jeho vypoctu miiZzeme ,cestou” pouzit i Jacobiho sym-
boly, coz vede k efektivnéjsimu algoritmu (i kdyZ v tomto piipadé zadny takovy krok provadét nebudeme):

() - (&) () -

protoze 127 = —1 (mod 8) a protoze 9 je kvadraticky zbytek modulo cokoliv. Vyslo (%) =1, takze 18
je kvadraticky zbytek modulo 127, neboli prvni z kongruenci mé feSen.

()~ (3)()-een(F)-3) =

kde jsme na vhodnych mistech vyuzili toho, ze 127 = —1 (mod 8), ze 127 = 7 = —1 (mod 4), a ze 1
je kvadraticky zbytek modulo cokoliv. Vyslo (%47) = —1, takZe 14 neni kvadraticky zbytek modulo 127,
neboli druha z kongruenci nemé reSeni.

(b) Rozmyslime si, ze pro kazdé = € Z plati nasledujici ekvivalence:

22 =58 (mod209) <= z?=58 (mod1l) a z?=58 (mod 19)
— 2°=3 (mod11) a z*=1 (mod 19)
< =45 (mod1l) a xz==41 (mod 19)



Prvni ekvivalence je Cinska zbytkova véta, druhé je zjevna a tfeti plyne z toho, Ze modulo prvocislo
mé kazda kongruence tvaru 22 = a nejvyse dvé feeni.

Nyni uz zbyva jen prepsat posledni podminku diky CzZV zpatky do podoby jedné kongruence modulo
209. Jde o FeSeni ¢tyT soustav kongruenci:

Hledejme napiiklad FeSeni (diky CZV existujici a jednoznacné) soustavy = = 5 (mod 11), z = 1
(mod 19). Budeme prochéazet ¢isla tvaru 19k + 1, dokud nenarazime na nékteré, jehoz zbytek modulo 11
je pravé 5: 1,20,39,58,77,96,115. Vidime, ze z = 115 (mod 209) je FeSenim této soustavy.

Z toho okamzité plyne, ze —115 neboli 94 je feSenim soustavy z = —5 (mod 11), x = —1 (mod 19).
Regenf zbylych dvou soustav nalezneme analogicky (a samoziejmé existuji i jiné metody, jak takovéto
soustavy Tesit).

Ve vysledku zjistujeme, Ze fesenim kongruence je z = £39,+94 (mod 209), neboli z = 39,94, 115, 170.
(Poznamka: Uloha to po nas nechtéla, ale kdybychom spocitali Jacobiho symbol (%), vyslo by nam +1.
D4 se ukazat, Ze to je nutna, ale nikoliv postacujici podminka pro Fegitelnost uvedené kongruence.)

(c) Uvedena kongruence je (diky CZV) ekvivalentni dvojici kongruenci 22 = 58 (mod 5) a z? = 58
(mod 13). Ptame se tedy, je-li 58 zaroven kvadratickym zbytkem modulo 5 i modulo 13. Obé tyto otézky
muze rozhodnout Legendreuv symbol (pifi jehoz vypoctu se daji vyuzit i Jacobiho symboly). Mame
(%) = (%) = —1, protoZe 3 neni kvadraticky zbytek modulo 5. Z toho plyne, Ze nemtize byt FeSitelna ani
ptuvodni kongruence, coz je feSeni prikladu.

Tento priklad ovSem ilustruje dulezity jev: Plati (%) = +1. Z toho vidime, Ze to, Zze je Jacobiho
symbol roven +1, je$té nezarucuje FeSitelnost prislusné kongruence. (Duvodem je, Ze z definice plati
(%) = (%) (%), a oba vyrazy vpravo jsou rovny —1, takZe jejich soucin je 4+1; aby ale byla kongruence
fesitelna, potiebovali bychom, aby kazdy z nich byl roven 1 nebo 0.)



