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Napovédy:

-2.

-1.

10.

11.

Pouzijte standardni postup, tj. nejprve rozlozte grupu na sou¢in nékolika grup Z,. pomoci CZV a
nasledné vyuzijte vétu uvedenou v zahlavi cviceni.

Jeden primitivni prvek g najdéte jako na predeslych cvi¢enich (tj. uhodnutim a naslednym ovéfenim,
ze nékolik vhodnych mocnin je riznych od 1). Ostatni naleznete jako vhodné mocniny g.

. Pracujte nezévisle modulo 3 a modulo 5 (CZV). Kolik involuci miize obsahovat cyklicka grupa?

. Primitivni prvek modulo 250 najdete diky CZV snadno, znate-li primitivni prvek modulo 125.

K nalezeni prvku modulo 52 lze sikovné vyuzit vechny ¢asti nedokézané véty uvedené na cviceni.

. Taky na to viceméné mame vétu.
. Jako priklad -1.
. Jako priklad -2.

. Hledejte viechna fegeni 22 = 1 a na tuplny zavér zahod'te jednicku. PouZijte CZV, naleznéte fesent

modulo jednotliva prvocisla a nasledné je pomoci CZV zase slepte dohromady.

Jeden najdete podobné jako v pfikladu 0. pomoci uvedené nedokazané véty; druhy se d& snadno
uréit tieba jako vhodn& mocnina toho prvniho.

. Jde o veelku elementarni vlastnosti okruhi. Cast c) vyplyva z b) a CZV okamzité.

. Maji ty grupy viitbec stejny pocet prvka? Rozklad na soucin cyklickych grup je standardni tloha,

viz priklad -2.

Prvni ¢ast plyne snadno z definice. Pokud jde o cyklické grupy, existuji vlastné vibec néjaké jiné
nez Z,?

Urcéujete pocet generatortu jisté cyklické grupy; to uz jste dokonce asi na nékterém cviceni délali.

12. Generator se musi zobrazit na generator. (Existuji dva takové izomorfismy.)
13. Vyuzijte vétu uvedenou na zadani. (Viz také dusledek 5.6 z prednésky.)
Vysledky:
1. a) ANO; b) ANO; ¢) NE; d) NE
2.2,6,7,11
3. Uvedené grupy jsou izomorfni nasledujicim grupam:

4.

Neni to jedinad spravna odpovéd, protoze napiiklad Zo x Zs = Zg a na obou stranach je soucin
cyklickych grup.

V ¢astech (a) az (d) je moZnosti hodné. Spravnost svého vysledku miZete ovérit napiiklad pomoci
WolframAlpha zadanim dotazu typu ord 2(125) (nebo pomoci jiného matematického softwaru).

V casti (e) zadné primitivni prvky neexistuji, protoze grupa Zjs; neni cyklicka.



5.

11.

12.

(a) 11,19,29,
(b) 16,35, 50.

. Grupy nejsou izomorfni, protoze ani nemaji stejny pocet prvka. (Vidime tedy, ze predpoklad ne-

soudélnosti m,n je v CZV dulezity.) Plati Z5, = Zo X Za X Zo.

o(pp) =pp—1)

Izomorfismus je kompletné popsany tim, zZe se i musi zobrazit na 1 nebo na 3. Explicitné jde tedy
o zobrazeni i* — k a i¥ — 3k.

Vybrani vzorova reSeni:

-2.

Diky Cinskeé zbytkové vété plati Zigy = Zi; x L3, x Z§. Zdivodnéme si, pro¢. (Vam ale pii fesent
uloh sta¢i jen napsat, Ze toto plati diky CZV, a dal to nerozpatlavat.) Formalné mate tvrzeni ,,Pro
nesoudélna m,n plati Z;,, = Z}, x Z;.“ dokdzat v tloze 5., ale snad by pro vas mélo byt alespoii
na intuitivn{ drovni veelku uvétitelns: Z CZV vite, ze plati izomorfismus okruht Z,,,, =& Z,, X Z,.
Jsou-li izomorfni okruhy, pak z toho snadno plyne, Ze jsou izomorfni jednak jejich séitaci grupy,
jednak jejich nasobici grupy (to ovéfite piimo z definice), takze Z}, = (Zy, X Zy)*. Zbyva dokazat,
76 (L X Lp)* = 7%, X L}, tj. ze k prvku (a,b) € Zy, X Z,, existuje multiplikativni inverz pravé
tehdy, kdyz existuje multiplikativni inverz pro a € Z,, i pro b € Z,. To neni tézké tvrzeni a plati
obecné pro jakoukoliv dvojici okruhi, nejen pro Z,, a Z,.

Mame tedy Z3q, rozlozené na soucin tif grup typu Z;,, kde n je mocnina prvocisla. Pro takovéto
grupy mame vétu (napsanou piimo na zadéani). Podle ni plati:

;3§Z2XZQ; ;2 = 7e = 7o X Ls; Z;gZZL

Dohromady dostavame
Z§6O%ZQXZQXZQXZ3XZ4.

Kazda grupa Z,, je cyklicka (aZ na izomorfismus dokonce ani jiné kone¢né cyklické grupy neexistuji),
takZe jsme splnili tkol.

Jesté dva dodatky: Jednak, zadané dloh nemé jediné feSeni. Napiiklad nas nic nenuti rozkladat Zg
jako Zgy x Zg3, takze spravnou odpovédi je zjevné i Zigy = Zo X Zg X Ze X Z4; navic neni tézkeé si
(na zakladé CZV) rozmyslet, ze plati také Z3q, = Zo x Zg X Zy X Z12. Navic samoziejmé muzeme
jednotlivé grupy v soucinu libovolné permutovat.

Zadruhé si mtizeme polozit otazku, neni-li sama grupa Zjg, cyklickd. Obecnou odpovéd poskytuje
tloha 10., jejiz feSeni je obsaZzeno i ve skriptech jako disledek 5.6. Kdyz ale vyuzijeme zapis pomoci
rozkladu Z3g) = Zg X Zg X Lo X Z3 X Z4, snadno si rozmyslime tento konkrétni piiklad: MuZeme si
v8imnout, Ze v této grupé existuje vice nez jeden prvek fadu 2 (takzvana involuce, napit. (1,0,0,0,0),
(0,1,0,0,0), ...). Naopak v cyklickych grupach (tj. Z,, pro né&jaké pfirozené ¢islo n) je vzdy nanejvys
jeden prvek fadu 2, protoze kongruence 2x = 0 (mod n) ma pro kazdé n nanejvys jedno netrivialni
FeSeni. Z toho vidime, Ze tato grupa neni cyklické.

. Nejprve chceme nalézt jeden primitivni prvek. To se déla tipovanim: Zkusime ovérit, Ze je 2 primi-

tivni prvek. Mame |Z7,| = 10, z Lagrangeovy véty proto v této grupé fad kazdého prvku déli 10;
jde tedy bud o 1,2,5 (pokud prvek neni primitivni), nebo o 10 (takovy prvek generuje celou grupu,
neboli je primitivni). Vidime, 7e 2! # 1, 22 = 4 # 1 a 2> = —1 # 1. Jedina zbyvajici moznost je
ord(2) = 10, takze 2 je skute¢né primitivni prvek. Podobné bychom mohli i pro v8echna ostatni
¢isla urcit rady a tim zjistit, zda jde o primitivni prvky. To by ale znamenalo pomérné dost vypoctu.
Ukazeme si chytiejsi zpisob vyuzivajici toho, Ze jeden generator jsme jiz nasli.

Z toho, ze 2 je primitivni prvek, dostavidme explicitni izomorfismus Zig = Z7];: Prvku a € Zqo
odpovida 2% € Z}‘lﬂ Vime, ze generatory Zig jsou pravé c¢isla nesoudélné s 10, tedy 1,3,7,9.

'Mimochodem, takovéto zobrazeni je homomorfismem i v p¥ipadé, Ze 2 nahradime kterymkoliv jingm prvkem Zio;
izomorfismus je to ale pravé tehdy, kdyZz pouZijeme primitivni prvek. A kdybychom zobrazovali do jiné grupy nez Z7,, mize
se to uplné pokazit — pot¥ebujeme totiz 1 € Zi¢ zobrazit na prvek, jehoz rad je délitelem 10.



(Pokud si toto tvrzeni nepamatujete, muizete si to snadno dokazat.) Zaroven musi izomorfismus
zobrazovat generatory na generatory. Z toho dostavame, ze primitivni prvky modulo 11 jsou prave
21 =223=82"=7a2”=6.

Aternativni postup, kteryj klidné ignorujte: V tomto konkrétnim pripadé lze urcit primitivnd proky
také tak, Ze ze Z7, zahodime vSechny kvadratické zbytky a jesté prvek —1. Kvadratické zbytky jsou
{1,4,9,16,25} = {1,4,9,5,3}, takZe vidime, Ze skutecné plati Zi, \ {kv. zbytky} \ {—1} dd prdve
¢isla 2,6,7,8, kterd ndm vysla z piedeslého, pracnéjsiho postupu.

Pro¢ takovy postup (v tomto pripade!) funguje? Potrebujeme totiz ze Z7, odebrat vsechny prvky
splitugici z° = 1 nebo 22 = 1. Kvadratické zbytky prond rovnici splivugi (nebot z° = (y?)° = y'¥ = 1),
a lze si rozmyslet, Ze kvadratické nezbytky ji naopak spliiovat nemohou. Rovnice x* = 1 miize mit
modulo prvocislo (a obecné v cyklické grupé) nejvyse dvé Teseni, takZe vidime, Ze jejimi TeSenimi
jsou pravé +£1. Je ovsem dluzno dodat, Ze tento vypocet se hodi jen ve chvili, kdy hleddme primitivni
proky modulo n = 2q + 1, kde q je prvocislo; navic je potreba védét, Ze néjaky primitivni prvek
existuje, jinak se nase argumenty rozpadnou.

. Hleddme prvky = € Z3}; takové, 7e 22 = 1 a x # 1. Mame tak 22 = 1 (mod 15), coz lze prepsat jako
(=1 (x+1)=0 (mod 15).

To je splnéno pravé tehdy, kdyz x = £1 (mod 3) a x = +1 (mod 5) (3 a 5 jsou prvocisla, a tedy
uz musi nékterou z uvedenych zavorek délit). To mizeme rozdélit na ¢tyti pripady, které vyresime
pomoci Cinské zbytkové véty:

(a) =1 (mod 3) az =1 (mod 5). To odpovida prvku 1 € Zj5; ten ma ale fad 1 a neni involuci.
(b) =1 (mod 3) ax =—1 (mod 5). To odpovida prvku 4 € Zj;.

(¢c) x=—1 (mod 3) az =1 (mod 5). To odpovida prvku 11 € Zj;.

(d) 2=-1 (mod 3) ax = —1 (mod 5). To odpovida prvku 14 = —1 € Zj5.

Vsechny involuce v Zjy jsou tedy 4,11, 14.

Jak vime z predchozich cviceni, v kazdé cyklické grupé existuje nejvyse jedna involuce (to plyne z
tvah o rovnici 2z = 0 (mod n) v Zy,); grupa Zj; proto nemuze byt cyklicka. (Coz uz také vime, ale
diky ne zcela dokazané vété; ted jsme si to overili.)

. Vypocet bude pfimo kopirovat dikaz véty 5.5.a) a explicitné popiSeme izomorfismus Z4 X Zs2 = Z7os.
Proto tento postup v principu funguje pouze pro mocniny lichych prvocisel. Z dikazu véty plyne,
7e uvedeny izomorfismus &islu (a,b) piitadi 2 - 6°, kde = je libovolny pevny prvek fadu 4 a 6 je
zvoleno jako 5 + 1 (125 = 53). Zbyva nam tedy uréit néjaky prvek fadu 4.

Z dikazu plyne, Ze se staci podivat na néjaky primitivni prvek modulo 5, ten bude mit v Zj,5 fad
délitelny 4, a tudiz po jeho vhodném umocnéni uz néjaky prvek fddu 4 najdeme. Primitivni prvek
modulo 5 je napitklad 2. |Ziys| = 100 = 22 - 52, tedy ¥ad 2 musi délit 100. Po vyzkouseni viech
délitelt zjistime, Ze Fad je 100 (pro potvrzeni staéi ovérit 2°0 £ 1, 229 £ 1, ostatni mensi délitelé
nékterého z téchto déli). Mohli bychom tady skoné¢it a prohlasit, ze 2 je primitivni prvek modulo
125. Dokonéeme ale konstrukei uvedeného izomorfismu. Protoze ma 2 fad 100, tak 225 = 57 ma fad
4.

Vyge uvedeny izomorfismus tak muze byt tvaru (a,b) — 57%6°. V Z4 x Zs> umime generatory zase
jednoduSe popsat (v obou soufadnicich musi byt ¢islo nesoudélné se zakladem), jednim z nich je
napiiklad (1, 1), jako dalsi primitivni prvek modulo 125 tak dostaneme 57 - 6 = 92.

b) Zssy = Ziq5 % Z3, kde tento izomorfismus je dan z Cinské véty o zbytcich tak, Ze Gislu modulo
250 piifadi jeho zbytky po déleni 125 a 2. Prvky Z7j,5 x Z3 jsou v8echny tvaru (a, 1) a protoze 2 je
primitivni prvek modulo 125, tak (2,1) bude generator. Zbyva tedy urcit, jaky prvek Z3s, prislusi
této dvojici, neboli jaké ¢islo dava zbytek 2 po déleni 125 a 1 po déleni 2. Snadno nahlédneme, Ze
jde o 127; to je kyZeny primitivn{ prvek modulo 250.



