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Napovédy:

-1.

Pouzijte standardni postup, ktery bude predvedeny na cviceni: Naleznéte primitivni prvek modulo
13, oznacte x = 2% a hledejte vhodné exponenty a.

. Pouzijte standardni postup, ktery bude predvedeny na cvi¢eni: Pro zadané ¢islo b pracujte nezavisle

s obéma podminkami a ¢ (b) (jeji vyznam by mél byt jasny) a b ¢ (a) (nad kterou je potieba se
zamyslet; fika néco o délitelich ¢isla 45 obsaZenych v rozkladu ¢isla b).

. Postupujte jako v prikladu -2.; i pravou stranu vyjadiete pomoci primitivniho prvku.
. Postupujte jako v piikladu 0.

. Pouzijte Cinskou zbytkovou vétu: K ovéfeni platnosti potiebné kongruence stac (a je nutné) ovérit

onu kongruenci modulo pfislugna prvocisla. (Obecné mocniny prvoéisel, ale to tady neni relevantni.)

. Vychazejte pfimo z definic.
. Jako priklad 0.

. Pouzijte CzZV, vyjdéte pfimo z definic.

Urcité by stacilo ovérit, ze zadné z &isel 1,...,6 neni svédek (coz neni piilis pracné). Pokud si

pamatujete presnéjsi informaci nez jen ,,Pro slozené ¢islo vidy existuje svédek.”, mizZete ji vyuzit a
uSetTit si tim praci.

. Formulace je zamérné nesymetricka, ale ve skute¢nosti hraji b a f stejnou roli (tvrzeni ma totiz

>y .

platit pro kazdé b a kazdé f). Prirozenéjsi je dokazat si nejprve obménnou implikaci v podobé:
(z,y) € ((«',y")) = = € (2'); z ni pak uz plynou obé podminky pro mijeni.

9. Jedna z moznosti je vyuZiti toho, Ze Z;, je téleso.
10. Postupujte jako v prikladech 0. a 3.
11. Pouzijte CZV.
12. Uvazujte o NSD(a,n) a NSD(b,n).
13. Pro p = 2 dojdete ke sporu uz modulo 4. Pro liché p vyuZijte toho, Ze existuje primitivni prvek.
14. Uvazte primitivni prvek modulo vé&tsi z prvocisel.

Vysledky:
1. (a) z=1 (mod 13);
(b) z ==£1 (mod 13);
c) r==42,4£3 (mod 13);

4.

o.

x =45 (mod 11).

D

(

(a) Nemiji zadny prvek.

(b) (3Zgo U5Zgo) \ 2Zo, neboli prvky, které nejsou délitelné 2, ale jsou délitelné 3 nebo 5.
(c) (3Zgo UbZgo) \ 4Zgo, neboli prvky, které nejsou délitelné 4, ale jsou délitelné 3 nebo 5.
(d) (4Zgo U 5Zgo) \ 6Zgo, neboli prvky, které nejsou délitelné 6, ale jsou délitelné 4 nebo 5.

)
)
(c)
(d) nema Fesent;
)
)
)
)

Jedini 1hari jsou +1.

V obou piipadech jsou +1 jedini 1hari.



6.

Jedini 1hari jsou +1.

7. Staci ovérit, ze zadné z Cisel +£1,+£2, +3 neni svédek. Diky vété 5.8 dokonce staci ovérit, ze alespon

11.

tii z téchto ¢isel nejsou svédci. Pokud pouzijeme nedokézanou vétu ze skript A. Drapala, uvedenou
na konci sekce 5.7, vime, Ze pro sloZené ¢islo N muze byt lhaia nejvyse N/4, takze pro N = 7 staci
ovérit, ze 1 nejsou svédci, coZ je jasné.

n=2,3,4,6,8,12,24, neboli ¢isla v&tsi nez jedna, v jejichz rozkladu se 3 vyskytne v nulté & prvni
mocniné a dvojka v nulté, prvni, druhé ¢i tieti.

Vybrana vzorova reseni:

-2.

Pokud x spliiuje rovnici, tak jisté  # 0 (mod 13), takze hledame TeSeni v Zj,. Jak vime z pred-
chozich cvic¢eni (nebo snadno ovéfime), primitivni prvek modulo 13 je naptiklad 2. VSechny prvky
773 lze zapsat ve tvaru 2k 0 < k < 11. Zavedeme-li substituci z = 2¥, fesime kongruenci 2%% = 1
(mod 13), coZ je splnéno pravé tehdy, kdyz 12 | 3a neboli 4 | a. Dostavame tak fegeni z = 20,24, 28
(mod 13) ¢ili z =1, 3,9 (mod 13).

Pozndmka: Pokud by se na pravé strané zadané kongruence nevyskytovala 1, ale jiny prvek Zjs,

mohli bychom si ho vyjadfit pomoci primitivniho prvku ve tvaru 2¥ pro vhodné k a situace by se
fesila obdobné, viz dalsi priklady.

. a) Na Zy5 se divame jako na sé¢itaci grupu, hledame tedy v8echny prvky a € Zgs, Ze neplati ani

jedna z rovnosti a = 5n a 5 = an pro zZadné n. Z prvni podminky vidime, Ze pokud 5 | a, tak 5
nemiji a. Podobné si muzeme rozmyslet, ze pokud NSD(a,45) = 1 (tj. a mé inverz modulo 45), tak
existuje n takové, ze an = 5 (mod 45) — jednoduse staci zvolit n = 5a~!. Tyto prvky tedy taky
nemiji 5.

Zbyva nam piipad 51 a a 3 | a. UkadZzeme, Ze vSechny tyto prvky skuteéné uz a miji. Jisté a # 5n, ne-
bot 5 1 a. Podobné ale viechny prvky tvaru an jsou délitelné 3 (coZ se v Zy5 zachova nebot 3 | 45), coZ
5 nesplituje. Tedy pravé vSechny prvky mnoziny 3Z45\5Z45 = {3,6,9, 12,18, 21, 24,27, 33, 36, 39,42}
miji 5.

b) ProtoZe je 2 nesoudélna s 45, vime, Ze je v Z4s invertibilni. Proto (2) = Zys. Zadny prvek proto
nemize splnit a ¢ (2), takze 2 nemiji viibec zadny prvek.

c) Situace je o€ividné velmi podobna ¢asti a) a analogickymi argumenty plati, Ze prvky a, které
miji 3, jsou pravé takové, ze 3 1 a a 5 | a neboli NSD(a,45) = 5. Takové prvky jsou préavé
{5, 10,20, 25, 35,40}.

a) N =51 =3-17, N —1 = 2-25. Lhafi tedy budou pravé 0 < a < 51 spliwjici a?® = +1
(mod 51).Mohli bychom zacit ndhodné zkouset ¢isla, trefili bychom se bud do lhafe nebo svédka
a postupné bychom nasli pfiklad od obojiho. Zkusme ale ukazat sofistikovanéjsi postup, jak lhare
najit. Rozebereme postupné dva mozné pripady:

e ¢ =1 (mod 51)
Vidime, Ze je to z &inské zbytkové véty ekvivalentni dvojici podminek a?® = 1 (mod 3) a
a* =1 (mod 17). To za pomoci Malé¢ Fermatovy véty mizZeme ekvivalentné upravit na a = 1
(mod 3) a @ = 1 (mod 17). Podminka a? = 1 je oviem ekvivalentni @ = 1 (mod 17), nebot
9 nedéli ¥ad grupy Zj.. Tedy tato vétev postupu dava pouze lhafe a = 1 (mod 51), kterého
jsme nechtéli.

e a®® = —1 (mod 51)
Stejné jako v predchozim piipadé ziskime dvojici kongruenci @ = —1 (mod 3) a o’ = —1
(mod 17). Druhou z podminek zjevné spliiuje a = —1 (mod 17). UkéZeme, Ze jiné FeSeni ani
existovat nemuze. Obecné totiz umime zdtavodnit jednoznacnost FeSeni kazdé kongruence tvaru
a” = ¢ (mod 17) pro r nesoudélné s |Zi-| = 16: Napiiklad z Bézoutovy véty dostaneme, ze
existuji k, I spliwjici kr = 161 + 1, ¢im% dostaneme a = a'9*! = ¢* (mod 17), tj. hodnota a
modulo 17 je jednozna¢né uréena. Dohromady tak dostaneme, Ze jedinym feSenim a?® = —1
(mod 51) je a = —1 (mod 51).



Ukézalo se, ze 1hari jsou pouze 1 a N — 1; jako svédka lze tedy volit krerékoli jiné ¢islo. Pokud

bychom chtéli svédka najit rychleji, staci se postarat o poruseni alespon jedné z podminek a = —1
(mod 3) a a® = —1 (mod 17). Lze tedy zvolit napiiklad a = 1 (mod 3), tj. kupiikladu a = 4 je
sveédek.

b) 221 =13-17, N — 1 =220 =22 .55

Lhéii tedy v tomto piipadé musi splitovat nékterou ze tif podminek a®® = 1 (mod 221), a® = —1
(mod 221), ' = —1 (mod 221).

Analogicky jako v pfedchozim piipadé (pfevedenim na kongruence modulo prvoéisla za pouziti CZV,
aplikaci MFV a uvazovani nesoudélnosti exponentu a fadu grupy) dostaneme, ze prvni dva piipady
odpovidaji pfesné lharim a = +1 (mod 221).

KdyZ uz vime, Ze jedinym fegeni a®5 = —1 (mod 221) je a = —1 (mod 221), lze t¥eti moznost
ekvivalentné prepsat jako a? = —1 (mod 221). Pomoci CZV to rozdélime na a® = —1 (mod 13) a
a?> = —1 (mod 17). Prvni z podminek dava a = £5 (mod 13) a druha a = £4 (mod 17). To lze
dohromady pfrepsat jako a = +21,+47. Tim jsme nasli vSechny lhafre.

Pozndmka: Cisla 1 a N — 1 budou lhafi vzdycky; ¢ast a) ukazuje, ze nékdy ani jini neexistuji.
Podobné ¢isla soudélna s N budou vzdycky svédci.



