Zkouseny dostane pét ukolu sestavenych z otdzek a typu prikladi nasledujictho seznamu.
Doa 1koly budou cisté teoretické (tedy primarné na pojmy a dikazy jejich vlastnosti) a
tri kombinované s praktickou casti (zde piujde o pojmy, vyuziti jejich vlastnosti k vipoctu,
pripadné ilustrace (proti)prikladem) U teoretickijch otazek jsou uvedena ¢isla turzend podle
skript, na néZ miri (ulohy bez c¢isla miri jen na poymy), Aplikacni ilohy budou v testu
samozrejme ciselné i ve své konkrétni formulaci obméneny.

1. TEORETICKE OTAZKY
1.1. Vyslovte a dokazte horni odhad poctu prvocisel < n. (1.5)
1.2. Vyslovte a dokazte dolni odhad poé¢tu prvocisel < n. (1.7)
1.3. Vyslovte a dokazte Bertrandiv postulat. (1.3)

1.4. Co je Pellova rovnice a jak vypada grupa vsech jejich feSeni? Své tvrzeni dokazte.
(2.1)

1.5. Co je Pellova rovnice? Dokazte, ze existuje netrividlniho feseni kazdé Pellovy rovnice.
(2.3)

1.6. Co je Tetézovy zlomek a jak ho vyjadiit pomoci fetézovych polynomt? Ktera cisla
1ze vyjadiit pomoci koneénych fetézovych zlomka? Své tvrzeni dokazte. (2.4, 2.5)

1.7. Co jsou sblizené zlomky iracionalniho ¢isla £7 Vyslovte a dokazte jak konverguji k
¢islu €. (2.9 (a)-(c)).

1.8. Definujte pojem dobra aproximace a vyslovte a dokazte tvrzeni o vztahu dobrych
aproximaci a sblizenych zlomku iracionalniho ¢isla. (2.10)

1.9. Kdy je fetézovy zlomek od néjakého ¢lenu fetézovy? Své tvrzeni dokazte. (2.13)

1.10. Jak najit feseni Pellovy rovnice pomoci sblizenych zlomkt? Své tvrzeni dokazte.
(2.14)

1.11. Charakterizujte prvocinitele v oboru Gaussovych celych ¢isel a své tvrzeni dokazte.
(3.2)

1.12. Definujte pojem cyklotomicky polynom a dokazte, Ze jde o polynomy s celoc¢isel-
nymi koeficienty. (3.5)

1.13. Dokazte, zZe je kazdy cyklotomicky polynom ireducibilni nad Q. (3.9)

1.14. Zavedte pojem kvadraticky zbytek a nezbytek. Co je Legendretiv symbol, jak ho
spoc¢itat pomoci mocnéni a v jakém smyslu ur¢uje grupovy homomorfismus? (4.1, 4.2)
1.15. Napiste a dokazte, jak spocitat hodnoty (%) a (%) v zavislosti na hodnoté pr-
vocisla p. (4.3, 4)

1.16. Definujte pojem charakteru a dokazte, ze je grupa charakterti X (Z;) pro prvocislo
p cyklické. (4.6)

1.17. Co je Gaussuv soucet a co kvadraticky Gausstiv soucet charakteru? Urcete velikost
Gaussova souctu netrivialniho charakteru a souvislost ¢tverce kvadratického Gaussova
sou¢tu a hodnoty (%) Své tvrzeni dokazte. (4.8, 4.10)

1.18. Vyslovte a dokazte zakon kvadratické reciprocity. (4.11)
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1.19. Co je Jakobiho symbol a jaké jsou jeho zakladni pocetni vlastnosti? (4.14)
1.20. Charakterizujte prvoéinitele v oboru Z[v/—2| a své tvrzeni dokazte. (4.16)

1.21. Co je obecny pravdépodobnostni test prvociselnosti? Uvedte néjaky piiklad (bez
dikazu).

1.22. Popiste strukturu grupy Zy, pro liché prvocislo p a své tvrzeni dokazte. (5.5(a))
1.23. Popiste strukturu grupy Zs. a své tvrzeni dokazte. (5.5(b))

1.24. Popiste Rabin-Millertiv test prvociselnosti a dokazte, ze pro prvociselny vstup je
jeho podminka splnéna. Vysvétlete pojem lhar (silné pseudoprvoéislo) a svédek pro Rabin-
Millertuv test. (5.7)

1.25. Vysvétlete pojem mijeni involuce a vyslovte a dokazte tvrzeni o poctu prvki mi-
jejicich involuci v grupé [[, Z . (5.12)

1.26. Vyslovte tvrzeni o odhadu poc¢tu svédk Rabin-Millerova testu a dokazte ho pro
bezétvercové N. (5.8)

1.27. Vyslovte tvrzeni o odhadu poctu svédki Rabin-Millerova testu a dokazte ho pro
N délitelné ¢tvercem prvocisla. (5.8)

2. APLIKACNI ULOHY

2.1. Pro vSechna prvocisla p spo¢téte v,(120).

2.2. Najdéte ptiklad, kdy v,(a + b) > max(v,(a), v,(b)).

2.3. Urcete hodnotu fetézového zlomku [6, 7, 5].

2.4. Spoctéte fetézovy zlomek pro ¢islo %

2.5. Najdéte posloupnost Fareyho zlomki fadu 6.

2.6. Urdete Tetézovy zlomek a prvni tii sblizené zlomky &isla /2

2.7. Urcete, kterému redlnému ¢&islu odpovida fetézovy zlomek (3,2, 1].

2.8. Ukaite, Ze rovnice 22 — 3y? = —1 nemd v Z feseni.

2.9. Vite-li, ze (z,y) = (3,2) je feSeni rovnice 22 — 2y> = 1 v Z, najdéte alespon pét
dalsich fesSeni.

2.10. Vite-li, ze (x,y) = (3,2) je feseni rovnice x? — 2y> = 1 v Z a najdéte alesponi dvé
dalsich feSeni spliujici z > 0 > y.

2.11. Urcete vSechny dobré aproximace ¢isla %

2.12. Rozlozte polynom z'° — 1 na souéin ireducibilnich polynomt v Q[z].

2.13. Rozhodnéte, zda je grupa charaktera X (Z%,) (Z35, Zg,) cyklicka.

2.14. Najdéte ireducibilni rozklady ¢isla 15 v oboru Gaussovy celych éisel Z[i].

2.15. Rozhodnéte, zda existuje Gaussovo celd ¢islo s normou 39 (65).

2.16. Najdéte vSechny kvadratické zbytky modulo 5.
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2.17.
2.18.
2.19.
2.20.
2.21.
2.22.
2.23.
2.24.
2.25.
2.26.
2.27.
2.28.
2.29.
2.30.

Spocitejte hodnotu Legendreova symbolu (:1,)—7)
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Urcete vsechny charaktery modulo 5.

Pro kazdy charakter modulo 5 spoctéte absolutni hodnotu jeho Gaussova souctu.
Pro v8echny charaktery modulo 5 urcete jejich fad v grupé X (Z?).
Najdéte viechny invertibilni prvky v oboru Z[v/—2].

Urcete hodnotu vyrazu (%).

Rozlozte grupu Zs,, na soucin cyklickych grup.

Najdéte primitivni prvek modulo 81.

Které z grup Z3, Z3,, Zig jsou cyklické?

Vyfeste kongruenci z° = 1 (mod 13).

Najdéte vSechny involuce v Zj; a rozhodnéte, zda je tato grupa cyklicka.
Urcete, kolik je involuci v grupé Zj,.

Najdéte n€jakého Rabin-Millerova lhare rtizného od 1 pro ¢islo 51.

Najdéte néjakého nesoudélného Rabin-Millerova svédka pro ¢islo 51.



