
10.10.

1 Lineární kódy

1.1 Hammingovy perfektní kódy

1.1. Nech» H3 =

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

 je kontrolní matice binárního line-

árního kódu H.

(a) Najdìte generující matici kódu H ve standardním tvaru,

(b) urèete vzdálenost kódu H a rozhodnìte, zda je kód perfektní,

(c) rozhodnìte, zda je v = 1000101 kódové slovo a pøípadnì které je nej-
bli¾¹í kódové slovo ke slovu v.

(a) Najdeme bázi KerH3 = H a seøadíme ji do nìjaké generující matice a
tu upravíme pomocí Gaussovy-Jordanovy eliminace na odstupòovanou ma-
tici s kanonickými bazickými vektory (v této podobì ji mù¾eme rovnou hledat
bázi):

C =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1

 .

(b) Staèí si v¹imnout, ¾e ¾ádný sloupec kontrolní matice H3 není nulový
ani není násobkem jiného sloupce, proto má kód vzdálenost aspoò 3. Naopak
souèet dokonce ka¾dých dvou sloupcù je opìt sloupcem matice, tedy ná¹ kód
má vzdálenost právì 3, a proto opraví právì jednu chybu.

Nyní snadno ovìøíme, ¾e 1 + 7 = 27−4, tedy se jedná o 1-perfektní kód.
(c) Staèí spoèítat (HvT )T = 011 6= 000, co¾ znamená, ¾e v = 1000101

kódové slovo není. Proto 3. sloupec kontrolní matice H obsahuje právì vektor
HvT staèí zmìnit 3. souøadnici slova v na slovo c = 1010101, aby (HcT )T =
000.

Pro l ∈ N seøaïme v¹echna nenulová slova mno¾iny Fl2 do sloupcù Hl,
polo¾me n := 2l − 1 a de�nujme lineární kód Hl := {c ∈ Fn2 | HcT = 0T}.

1.2. Pro l ∈ N

(a) ovìøte, ¾e je Hl kontrolní matice kódu Hl,
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(b) urèete vzdálenost a dimenzi Hl a rozhodnìte, zda je kód perfektní,

(c) navrhnìte algoritmus, jak opravit jednu chybu pøijatého slova.

(a) Staèí si v¹imnout, ¾e ve sloupcích matice Hl máme kanonickou bázi
vektorového prostoru Fl2, a tudí¾ má hodnost rovnu poètu øádkù.

(b) Provedeme-li stejnou úvahu jako v bodu (c) pøedchozí úlohy, vidíme,
¾e vzdálenost kódu je 3, jedná se tedy o [2l−1, 2l−l−1, 3]2-kód, který opravuje
1 chybu. Snadno tedy zjistíme, ¾e levá strana Hammingovy nerovnosti je
rovna 1 + 2l − 1 = 2l a pravá strana má hodnotu 22l−1−(2l−l−1) = 2l. To
znamená, ¾e Hl je o 1-perfektní kód.

(c) Kód je 1-perfektní, tedy pro ka¾dé nekódové slovo existuje ve vzdále-
nosti 1 právì jedno kódové slovo. Nech» v je pøijaté slovo. Pokud Hlv

T = 0T ,
pak v ∈ Hl. Pokud Hlv

T 6= 0T , pak existuje i, pro ne¾ je Hlv
T právì i-tým

sloupcem. Nyní staèí vzít slovo c = v + ei, pro nì¾ platí, ¾e d(v, c) = 1 a

cHT
l = (v + ei)H

T
l = vHT

l + hi = hi + hi = 0

tedy c ∈ Hl je opravené slovo.
Oznaèíme-li α : Fl2 \ {0} → {1, . . . , 2l − 1} zobrazení dané pøedpisem

α(c1 . . . cl) =
∑l

i=1 ci2
i−1, tj. α−1(i) je právì binární zápis hodnoty i ∈

{1, . . . , 2l−1} (doplnìný nulami). Pøedpokládejme, ¾e v i-tém sloupci matice
Hl je právì α−1(i)T . Potom ka¾dé slovo c ∈ Fl2 \ Hl platí, ¾e c + eα(cHT ) ∈
Hl.

1.3. Nad koneèným tìlesem Fq spoèítejte velikost koule Vq(n, r).

Nejprve spoèítáme velikost mno¾iny Ai v¹ech slov váhy i:

|Ai| = |{c ∈ Fnq | w(c) = n}| = |{I ⊆ {1, . . . n}|I| = i}|· |(F∗q)i| =
(
n

i

)
(q−1)i.

Potom dostáváme Vq(n, r) =
∑r

i=0

(
n
i

)
(q − 1)i

1.4. Nad koneèným tìlesem Fq sestrojte obdobným zpùsobem jako v pøed-
chozí úloze kontrolní matici perfektního kódu délky n := ql−1

q−1 =
∑l−1

i=0 q
i

dimenze n− l. Jaká je jeho Hammingova vzdálenost?

Vezmeme mno¾inu v¹ech pøímek (tj. projektivní prostor) v aritmetickém
vektorovém prostoru Flq dimenze l, kterých je právì n := ql−1

q−1 =
∑l−1

i=0 q
i a

z ka¾dé pøímky vezmeme jeden nenulový vektor hi. Tyto vektory sestavíme
do matice M typu l × n, která je jistì hodnosti l. Ka¾dé dva sloupce jsou
pøitom lineárnì nezávislé, nebo» nele¾í na stejné pøímce, ale ka¾dá dvojice
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urèuje rovinu, která obsahuje jiný sloupcový vektor, proto je vzdálenost kódu
3. Máme tedy [n, n− l, 3]q-kód.

Zbývá zjistit, ¾e levá strana Hammingovy nerovnosti je 1 + n(q − 1) =

1 + ql−1
q−1 (q − 1) = ql, zatímco pravá strana je qn−(n−l) = ql, tudí¾ je kód opìt

1-perfektní.

16.10.

1.2 Samoduální kódy

1.5. Urèete v¹echny parametry a rozhodnìte, zda je samoduální lineární kód
nad F2 s generující maticí

C =


1 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1 0

 .

Popi¹te propíchnutý kód π8(C).

Proto¾e je C hodnosti 4, jedná se o kód délky 8 a dimenze 4. Snadno
spoèítáme, ¾e CCT = 0, proto C generuje samoduální lineární kód. To zna-
mená, ¾e C je kontrolní matice kódu, z ní¾ zjistíme vzdálenost. Proto¾e ¾ádný
sloupec matice C není nulový, ka¾dé dva jsou rùzné, souèet ka¾dých tøí má
lichou váhu, vidíme d(C) ≥ 4. V¹echny øádky matice mají váhu 4, je d(C) = 4
a C je tudí¾ [8, 4, 4]2-kód.

Propíchnutí π8(C) je podle pozorování na pøedná¹ce [7, 4, 3]2-kód nebo
[7, 4, 4]2-kód, proto¾e jsme u¾ zjistili, ¾e [7, 4, 3]2-kód je perfektní, nemù¾e
¾ádný [7, 4, 4]2-kód existovat. Mù¾eme si v¹imnout, ¾e odstranìním posled-
ního sloupce matice C dostaneme právì generující matici

1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1


Hammingova 1-perfektního [7, 4, 3]2-kódu z 1.1.

1.3 Matice a parametry

1.6. Uva¾ujme pro n ≥ 2 paritní kód C = {v ∈ Fn2 |
∑

i vi = 0}.

(a) Urèete kontrolní matici kódu C,
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(b) najdìte generující matici C ve standardním tvaru,

(c) spoèítejte vzdálenost kódu H a uveïte v¹echny parametry kódu,

(d) rozhodnìte, zda je kód perfektní èi MDS,

(e) jak vypadá duální kód C⊥?

(a) Proto¾e je paritní kód tvoøen právì v¹emi øe¹eními jediné lineární
rovnice

∑n
i=1 xi = 0, je jeho kontrolní matice tvaru H = (1, 1, . . . , 1) ∈ Fn2 .

(b) Staèí najít bázi øe¹ení homogenní soustavy rovnic ve tvaru

C = (In−1|1) =


1 0 0 . . . 0 0 1
0 1 0 . . . 0 0 1
0 0 1 . . . 0 0 1
. . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1 1

 ∈ F(n−1)×n
2 .

(c) Napøíklad z kontrolní matice, která neobsahuje ¾ádný nulový sloupec,
ale ka¾dé dva jsou u¾ lineárnì závislé vidíme, ¾e d(C) = 2. Jedná se tedy o
[n, n− l, 2]2-kód

(d) Proto¾e je vzdálenost kódu sudá, nemù¾e jít o perfektní kód. Naopak
Singletonùv odhad nabývá rovnosti 2 = n − (n − 1) + 1, proto jde o MDS
kód.

(e) duální kód má generující matici H = (1, 1, . . . , 1) ∈ Fn2 , jedná se tedy
[n, 1, n]2-kód obsahující jen dvì slova 00 . . . 0 a 11 . . . 1.

1.7. Uva¾ujme generující matici C =

1 3 2 1 0
2 1 0 3 1
3 4 3 2 3

. nad tìlesem F5.

kódu C.

(a) Urèete kontrolní matici kódu C,

(b) spoèítejte v¹echny parametry kódu C a kódu C⊥,

(c) najdìte permutaci σ a generující matici ve standardním tvaru permu-
taènì ekvivalentního kódu Cσ ∼σ C

(d) rozhodnìte, zda je kód C perfektní èi MDS.

(a) a (c) Matici upravíme pomocí Gaussovy-Jordanovy eliminace tak,
abychom mìli v bázických sloupcích kanonickou bázi:

C =

1 3 2 1 0
2 1 0 3 1
3 4 3 2 3

 ∼
1 3 2 1 0

0 0 1 1 1
0 0 0 1 3

 ∼
1 3 0 0 1

0 0 1 0 3
0 0 0 1 3


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Nyní nejprve snadno najdeme bázi øe¹ení soustavy a dopoèítáme tak kon-

trolní matici H =

(
2 1 0 0 0
4 0 2 2 1

)
a pøepermutováním sloupcù matice C

permutací σ = (243) dostaneme generující matici Cσ =

1 0 0 3 1
0 1 0 0 3
0 0 1 0 3


permutaènì ekvivalentního kódu Cσ ∼σ C.

(b) Vidíme, ¾e ¾ádný sloupec kontrolní matice H kódu C není nulový a
napøíklad 3. a 4. jsou lineárnì závislé, tedy d(C) = 2. Podobnì kontrolní
matice C kódu C⊥ neobsahuje nulový vektor a napøíklad 1. a 2. jsou lineárnì
závislé, proto i d(C⊥) = 2. Tedy C je [5, 3, 2]5-kód a C⊥ je [5, 2, 2]5-kód.

(d) Proto¾e je vzdálenost C sudá nemù¾e se jednat o perfektní kód a kód
není ani MDS, nebo» 2 + 3 < 5 + 1.

2 Polynomy nad koneènými tìlesy

2.1 Struktura koneèných tìles

2.1. Buï K koneèné tìleso charakteristiky p a P = 〈1〉 podgrupa K genero-
vaná prvkem 1. Doka¾te, ¾e

(a) |P | = p je prvoèíslo, P je podtìleso K a P ∼= Zp,

(b) K je vektorový prostor nad tìlesem P ,

(c) existuje pøirozené n, pro které |K| = pn,

(d) K je rozkladové nadtìleso polynomu xp
n − x nad tìlesem P .

(a) Z lineární algebry víme, ¾e |P | = p je právì charakteristika tìlesa
K, která musí být pro koneèné tìleso prvoèíselná. Snadno nahlédneme, ¾e je
P uzavøené na násobení, tedy jde o podobor koneèného tìlesa, co¾ je opìt
tìleso. Zbývá si v¹imnout, ¾e je zobrazení

k → 1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
k×

prostý okruhový homomor�smus Zp → P stejnì velkých koneèných okruhù,
tedy jde o jejich izomor�smus.

(b) K je roz¹íøení tìlesa P tedy má strukturu vektorového prostoru danou
jeho okruhovými operacemi.

(c) Staèí vyu¾ít (b) a polo¾it

n = dimP K = [K : P ].
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Potom z lineární algebry víme, ¾e K ∼= ¶n, a proto |K| = |P |n = pn.

23.10.

(d) K∗ je multiplikativní grupa øádu pn − 1, tedy z Lagrangeovy vìty
plyne, ¾e ap

n−1 = 1 pro ka¾dé a ∈ K∗. Odtud vidíme, ¾e rovnost ap
n

= a i
ap

n − a = 0 platí pro v¹echny prvky a ∈ K∗ a zøejmì platí i pro nulu. Proto
je ka¾dý prvek K koøenem polynomu xp

n − x ∈ P [x], co¾ nutnì znamená, ¾e
je K rozkladové nadtìleso polynomu xp

n − x nad tìlesem P .

2.2. Buï K rozkladové nadtìleso polynomu xp
n − x nad tìlesem Zp a buï

zobrazení fp : F→ F urèené pøedpisem fp(a) = apa dále fpk = F→ F urèená
pøedpisem fpk(a) = fp ◦ · · · ◦ fp︸ ︷︷ ︸

k×

. Ovìøte, ¾e platí:

(a) fp i fpk(a) = ap
k
jsou izomor�smy K → K,

(b) U = {a ∈ K | fpn(a) = a} je podtìleso K,

(c) |U | = pn a U = K je rozkladové nadtìleso polynomu xp
n − x nad

tìlesem Zp,

(d) xp
n − x =

∏
a∈K(x− a) v oboru K[x],

(e) existuje ireducibilní polynom m stupnì n nad tìlesem Fp, a pro ka¾dý
takový polynom platí, ¾e Fp[x]/(m) ∼= K a ¾e m | xpn − x.

(a) Spoèítáme

fp(a · b) = (a · b)p = ap · bp = fp(a) · fp(b),

fp(a+ b) = (a+ b)p = ap + p(. . . ) + bp = fp(a) + fp(b),

odkud plyne, ¾e je fp okruhový homomor�smus. Proto¾e je obraz nenulového
prvku opìt nenulový, jedná se o prostý endomor�smus koneèného okruhu do
sebe, tedy izomor�smus.

Koneènì zøejmì fpk(a) = ap
k
a jedná se izomor�smus, nebo» slo¾ení izo-

mor�smù je v¾dy izomor�smus.
(b) Nech» a, b ∈ U . Potom díky (a) dostáváme, ¾e

fpk(a · b) = fpk(a) · fpk(b) = a · b,

fpk(a+ b) = fpk(a) + fpk(b) = a+ b,

tedy a · b, a+ b ∈ U . Zøejmì fpk(1) = 1, proto je U podobor koneèného tìlesa
K, tedy jeho podtìleso.
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(c) Proto¾e derivace (xp
n − x)′ = −1, polynom xp

n − x nemá nad tìlesem
charakteristiky p ¾ádné vícenásobné koøeny. Z de�nice je patrné, ¾e U obsa-
huje právì v¹echny (jednoduché) koøeny polynom xp

n−x v jeho rozkladovém
nadtìlese, kterých je právì pn.

(d) Polynomy vpravo i vlevo mají podle (c) stejný stupeò, oba jsou mo-
nické a oba se rozkládají v K na stejné koøenové èinitele, tedy se jedná o
stejné polynomy.

(e) Pøipomeòme, ¾e K∗ je cyklická grupa. Zvolíme její generátor α a
minimální polynomu m ∈ Zp[x] prvku α nad tìlesem Zp. Potom z kurzu
algebry víme, ¾e

degm = [Zp(α) : Zp] = [K : Zp] = n.

nebo» K obsahuje v¹echny mocniny prvku α, tedy K = Zp(α).
Nech»m je ireducibilní polynom stupnì n. Poznamenejme, ¾e bez újmy na

obecnosti mù¾eme pøedpokládat ¾e je polynom m monický. Proto¾e je tìleso
L = Zp[x]/(m) øádu pn je podle 2.1(d) izomorfní rozkladovému nadtìlesu
polynomu xp

n−x nad svým prvotìlesem Zp. Podle tvrzení z pøedná¹ky alge-
bry o jednoznaènosti rozkladových nadtìles je L izomorfní tìlesu K. Proto¾e
existuje koøen α ∈ L polynomum, jem nutnì minimálním polynomem prvku
α nad tìlesem Zp. Aplikujeme-li nyní bod (d) na tìleso L, plyne z minimality
polynomu m, ¾e m | xpn − x.

30.10.

2.2 Rozklady polynomù

2.3. Urèete polynomy Q1, Q3, Q5, Q15 nad tìlesem F2. Kolik ireducibilních
faktorù má nad F2 polynom x30 − 1?

Pro výpoèet vyu¾ijeme vztahu xn − 1 =
∏

k|nQk. Zøejmì je jediný prvek
øádu 1 jednièka, proto Q1 = x− 1 a dále

Q3 =
x3 − 1

Q1

=
x3 − 1

x− 1
= x2 + x+ 1 a Q5 =

x5 − 1

x− 1
= x4 + x3 + x2 + x+ 1.

Stejnì urèíme Q15 = x15−1
Q1Q3Q5

.
Zøejmì jsou Q1 a Q3 ireducibilní a proto¾e 2 má v Z∗5 øád 4, je podle vìty

z pøedná¹ky polynom Q5 ireducibilní. 2 má i v Z∗15 øád 4 a Q15 je stupnì 8,
tudí¾ je souèinem dvou ireducibilních polynomù stupnì 4.

Dále x30 − 1 = (x15 − 1)2 = Q2
1Q

2
3Q

2
5Q

2
15, tedy x30 − 1 má právì 10

ireducibilních faktorù.
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2.4. Urèete kolik existuje rùzných ireducibilních polynomù stupnì a) 2, b) 3,
c) 4, d) 5, e) 7, f) p pro liché prvoèíslo p nad tìlesem F2 a urèete ty z nich,
které jsou stupnì nejvý¹e 4.

Staèí uvá¾it, ¾e

(a) x4−x je souèin v¹ech ireducibilních polynomù stupnì 1 a 2 nad tìlesem
F2, pøitom x2−x je souèin v¹ech ireducibilních polynomù stupnì 1 nad
tìlesem F2, tedy existuje jediný polynom stupnì 2: x2 + x+ 1,

(b) x8−x je souèin v¹ech ireducibilních polynomù stupnì 1 a 3 nad tìlesem
F2, souèin ireducibilních polynomù stupnì 3 je tedy x8−x

x2−x =
∑6

i=0 x
i,

proto existují právì dva, snadno zjistíme (nebo» staèí ovìøit, zda mají
v F2 koøen), ¾e to jsou polynomy: x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1 a

6∑
i=0

xi = (x3 + x+ 1) · (x3 + x2 + 1),

(c) x16 − x je souèin v¹ech ireducibilních polynomù stupnì 1,2 a 4 nad
tìlesem F2, souèin ireducibilních polynomù stupnì 4 je tudí¾ x16−x

x4−x =∑4
i=0 x

3i, tento polynom je stupnì 12 a proto existují právì 3, víme,
¾e nemají nad F2 koøen, tedy mají absolutní èlen roven 1 a lichý poèet
nenulových koe�cientù a nepatøí mezi nì (x2 + x + 1)2 = x4 + x2 + 1,
tedy nutnì:

4∑
i=0

x3i = (x4 + x+ 1) · (x4 + x3 + 1) · (x4 + x3 + x2 + x+ 1)

(d) x32−x je souèin v¹ech ireducibilních polynomù stupnì 1 a 5 nad tìlesem
F2, souèin ireducibilních polynomù stupnì 5 je tudí¾ x32−x

x2−x =
∑30

i=0 x
i,

a proto existuje právì 30
5

= 6 rùzných ireducibilních polynomù stupnì
5,

(e) podobnì x128 − x = (x2 − x)
∑126

i=0 x
i je souèin v¹ech ireducibilních

polynomù stupnì 1 a 7 nad tìlesem F2, tedy a proto existuje právì
126
7

= 18 rùzných ireducibilních polynomù stupnì 7.

(f) Zobecnìním pøedchozích dvou úvah vidíme, ¾e polynom
∑2p−2

i=0 xi je
souèin v¹ech ireducibilních polynomù stupnì p, a proto existuje právì
2p−2
p

rùzných ireducibilních polynomù stupnì p.

6.11.
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3 Konstrukce cyklických kódù

3.1 Obecné cyklické kódy

Pøipomeòme, ¾e kód C ⊆ Fnq je cyklický, jestli¾e

c0c1 . . . cn−2cn−1 ∈ C ⇒ cn−1c0 . . . cn−3cn−2 ∈ C.

Netriviálním kódem míníme v¾dy nenulový kód, který neobsahuje v¹echna
slova dané délky.

3.1. Najdìte v¹echny binární cyklické kódy délky 3. U netriviálních spoèítejte
jejich generující a kontrolní matici.

Snadno zjistíme ireducibilní rozklad polynomu x3 − 1 v oboru F2[x] je

x3 − 1 = x3 + 1 = Q1Q3 = (x+ 1)(x2 + x+ 1),

o polynomu Q3 víme, ¾e je ireducibilní z úlohy 2.4(a). Máme tedy právì 4
dìlitele x3 − 1 a existují právì 4 cyklické binární lineární kódy délky 3. Dva
jsou triviální odpovídají triviálním dìlitelùm C(1) = F3

2, C(x3 + 1) = {0} a
dva netriviální C(x+ 1) a C(x2 + x+ 1).

Generující matici i kontrolní matici kódu C(x + 1) napí¹eme s vyu¾itím

znalosti rozkladu x3 − 1 a tvrzení z pøedná¹ky: C =

(
1 1 0
0 1 1

)
je jeho

generující matice a H =
(
1 1 1

)
kontrolní matici. Kód C(x2 + x + 1) má

generující matici H a kontrolní matici C.

3.2. Uva¾ujme binární lineární kód C s generující maticí

(
1 1 0 0
0 0 1 1

)
.

(a) Uka¾te, ¾e C není cyklický,

(b) najdìte cyklický kód permutaènì ekvivalentní C.

(a) Staèí si uvìdomit, ¾e slovo 0110, které dostaneme z (bázického) slova
1100 cyklickým posunutím nele¾í v kódu C.

(b) Snadno nahlédneme, ¾e kód s generující maticí

(
1 0 1 0
0 1 0 1

)
je cyk-

lický kód tvaru C(x2 + 1) a z kódu C ho obdr¾íme pøehozením druhého a
tøetího sloupce, tedy C(x2 + 1) ∼(12) C.

3.3. Najdìte v¹echny binární lineární cyklické kódy délky 5. Pro netriviální
z nich urèete jejich generující a kontrolní matici a jejich parametry.

9



Proto¾e víme, ¾e

x5 − 1 = Q1 ·Q5 = (x+ 1)(1 + x+ x2 + x3 + x4),

kde Q5 je ireducibilní nebo» 2 má v Z∗5 øád 4 (co¾ víme u¾ z 2.3), jedná se
ireducibilní rozklad v F2[x], a proto snadno urèíme v¹echny dìlitele x5 − 1.
Najdeme tedy právì ètyøi kódy:

C(1) = F5
2, C(x5 − 1) = 0, C(x+ 1), C(

4∑
i=0

xi).

Oznaèíme-li

A =


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1

 , B =
(
1 1 1 1 1

)
,

pak A tvoøí generující matici kódu C(x+1) a kontrolní matici kódu C(
∑4

i=0 x
i)

aB tvoøí kontrolní matici kódu C(x+1) a generující matici kódu C(
∑4

i=0 x
i). Z

kontrolních matice snadno urèíme vzdálenost kódù, proto je C(x+1) [5, 4, 2]2-
kód a C(

∑4
i=0 x

i) je [5, 1, 5]2-kód

3.4. Uva¾ujme binární kódy délky 7.

(a) ovìøte, ¾e C(x3 + x + 1) je cyklický kód a jeho najdìte generující a
kontrolní matici,

(b) urèete, kolik rùzných binárních cyklických kódù délky 7 existuje,

(c) ovìøte, ¾e je kód H z úlohy 1.1 permutaènì ekvivalentní s kódy C(x3 +
x+ 1) a C(x3 + x2 + 1).

(d) najdìte permutaci zprostøedkující permutaèní ekvivalenci mezi kódy
C(x3 + x+ 1) a C(x3 + x2 + 1).

Vyu¾ijeme ireducibilní rozklad x7 − 1 = (x+ 1)(x3 + x+ 1)(x3 + x2 + 1)
v oboru Z2[x], který známe z úlohy 2.4(b).

(a) Okam¾itì ze znalosti koe�cientù polynomu x3 + x + 1 dostáváme
generující matici

G =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1

 .
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Pro kontrolní matici nám staèí spoèítat (x+ 1)(x3 +x2 + 1) = x4 +x2 +x+ 1
a kontrolní matici tedy dostaneme obdobnou konstrukcí

H =

1 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1

 .

(b) Rùzných binárních cyklických kódù délky 7 máme právì tolik kolik je
(neasociovaných) dìlitelù polynomu f , tedy

|{(x+ 1)i1(x3 + x+ 1)i2(x3 + x2 + 1)i3| i1, i2, i3 ∈ Z2}| = 8.

(c) Nejprve stejnì jako v úloze (a) spoèítáme kontrolní matici cyklického
kódu C(x3 +x2 + 1). Proto¾e x7−1

x3+x2+1
= (x+ 1)(x3 +x+ 1) = x4 +x3 +x2 + 1,

dostáváme

K =

1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 1

 .

kontrolní matici kódu C(x3 + x2 + 1). Vidíme, ¾e obì kontrolní matice stejnì
jako kontrolní matice Hammingova kódu z 1.1 obsahují jen v rùzném poøadí
právì v¹echny nenulové sloupcové vektory z F3

2, proto se jedná o permutaènì
ekvivalentní kódy.

(d) Snadno urèíme, ¾e permutace (246)(35) aplikovaná na sloupce matice
K ji zmìní na matici H, jedná se o permutaci zprostøedkující permutaèní
ekvivalenci kódù C(x3 + x2 + 1) a C(x3 + x+ 1).

3.5. Rozhodnìte, kolik a pro která i existuje cyklických [10, i] kód nad tìle-
sem (a) F2, (b) F3.

Obdobnì jako v úlohách 3.3 a 3.4 máme spoèítat poèet v¹ech dìlitelù
polynomu x10− 1 a rozhodnout, které stupnì pro takové dìlitele pøipadají v
úvahu.

(a) V oboru F2[x] charakteristika tìlesa dìlí délku kódu, proto upravíme
výraz x10 − 1 = (x5 − 1)2 a poté rozlo¾íme polynom x5 − 1:

x10 − 1 = (x5 − 1)2 = Q2
1 ·Q2

5 = (x+ 1)2(1 + x+ x2 + x3 + x4)2 ∈ F2[x].

Z úlohy 3.3 víme, ¾e je Q5 je ireducibilní, proto jsou dìlitele polynomu x10−1
právì tvaru (x+1)i(1+x+x2 +x3 +x4)j pro (i, j) ∈ Z2

3. Dìlitelù i lineárních
cyklických kódù je právì 32 = 9.

Z ireducibilního rozkladu rovnì¾ vidíme, ¾e stupnì dìlitelù polynomu
x10 − 1 le¾í v mno¾inì

{i · 1 + j · 4 | (i, j) ∈ Z2
3} = {0, 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10},

11



odkud vidíme, ¾e neexistují ¾ádné cyklické kódy s parametry [10, 3]2 a [10, 7]2.
(b) Opìt urèíme ireducibilní rozklad polynomu x10 − 1 ∈ F3[x] je tvaru

(x− 1)(x+ 1)Q5Q10

x10 − 1 = Q1Q2Q5Q10 = (x− 1)(x+ 1)Q5Q10 ∈ F3[x],

kdeQ5 aQ10 jsou ireducibilní (cyklotomické) polynomy stupnì 4, nebo» prvek
3 je øádu 4 v grupách Z∗5 i Z∗10. Dìlitele polynomu x10 − 1 jsou tedy

{Qi1
1 Q

i2
2 Q

i5
5 Q

i10
10 | (i1, i2, i5, i10) ∈ Z4

2},

proto existuje 24 = 16 dìlitelù a cyklických [10, i]3 kódù a mo¾né dimenze
tìchto kódu jsou opìt {1i+ 4j | (i, j) ∈ Z2

3} = {0, 1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 10}.

7.11.

3.2 Konstrukce GRS a RS kódù

Nech» α1, . . . , αn ∈ F∗ jsou po dvou rùzné prvky, polo¾me α = (α1, . . . , αn) ∈
(F∗q)n a nech» v = (v1, . . . , vn) ∈ (F∗)n. Potom pro r < n de�nujme matice

Hr
α =


1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn
. . . . . .
. . . . . .

αr−11 αr−12 . . . αr−1n

 ∈ Fr×n, ∆(v) =


v1 0 . . . 0
0 v2 . . . 0
. . . . . .
. . . . . .
0 0 . . . vn

 ∈ Fn×n

Lineární kód C = ker(Hr
α∆(v)) s kontrolní maticí Hr

α∆(v) se nazývá zobec-

nìný Reedùv-Solomonùv (GRS) kód s lokátory α a multiplikátory v. C se
nazývá Reedùv-Solomonùv (RS), pokud ∃α ∈ F∗ øádu n a b ∈ N tak, ¾e
αi = αi−1 a vi = αb(i−1).

3.6. Najdìte MDS kód s parametry [n, k, d]

(a) pro daná 0 < k < n,

(b) pro daná 0 < d < n,

(c) pro daná 0 < d, k.

Ve v¹ech pøípadech vyu¾ijeme vztahu d = n − k + 1 a konstrukce GRS-
kódu.

(a), (b) zvolíme tìleso Fq pro q > n a a jeho po dvou rùzné prvky
α1, . . . , αn.

12



(c) Polo¾íme n = k + d− 1 a pokraèujeme jako v (a)

Nyní je H =


1 1 . . . 1
α1 α2 . . . αn
· · . . . ·

αn−k−11 αn−k−12 . . . αn−k−1n

 kontrolní matice hleda-

ného kódu.

3.7. Najdìte generující a kontrolní matici nìjakého MDS kódu s parametry
[5, 3, 3] a [5, 2, 4]

Zvolíme napøíklad tìleso F7.

Pak je matice H =

(
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

)
kontrolní maticí GRS kódu s para-

metry [5, 3, 3]7 a generující maticí GRS kódu s parametry [5, 2, 4]7.

Snadno dopoèítáme, ¾e napøíklad matice G =

1 5 1 0 0
2 4 0 1 0
3 3 0 0 1

 je odpo-

vídající generující matice GRS kódu s parametry [5, 2, 4]7 a kontrolní matice
GRS kódu s parametry [5, 3, 3]7.

3.8. Najdìte normovaný RS-kód s parametry (a) [5, 3, 3]q, (b) [7, 5, 3]q.

(a) Hledáme q, pro které 5 dìlí q − 1. Víme, ¾e q musí být mocni-
nou prvoèísla a snadno tedy nahlédneme, ¾e nejmen¹í pøípustné q = 11.
Nyní musíme zvolit prvek øádu 5 v F11. Proto¾e 25 = −1 v F11, vidíme,
¾e vyhovuje napøíklad prvek 4, tedy kontrolní matice RS [5, 3, 3]11 je tvaru

H =

(
1 1 1 1 1
1 4 5 9 3

)
.

(b) Tentokrát hledáme q, pro které 7 dìlí q−1, zøejmì je to právì q = 23.
Reprezentujme si prvky tìlesa F8 pomocí koøenu α polynomu x3 + x + 1
ireducibilního nad F2, tedy F8 = F2[α] = {a0 +a1α+a2α

2 | ai ∈ F2}. Proto¾e
je grupa F∗8 cyklická, je ka¾dý nejednotkový prvek øádu 7. Nyní dopoèítáme,
¾e napøíklad matice

H =

(
1 1 1 1 1 1 1
1 α α2 α + 1 α2 + α α2 + α + 1 α2 + 1

)
.

je kontrolní maticí RS [7, 5, 3]8-kódu

13.11.
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3.3 Konstrukce reziduálních kódù

3.9. Najdìte v¹echny ireducibilní polynomy stupnì 2 nad tìlesem F3, zkon-
struujte tìleso F9 a popi¹te øády v¹ech jeho prvkù.

Víme, ¾e ireducibilní rozklad x9 − x = x3
2 − x obsahuje v¹echny monické

ireducibilní polynomy stupnì 1 a 2, proto¾e takové polynomy jsou ireduci-
bilní, právì kdy¾ nemají v F3 nemají koøen snadno urèíme, ¾e

x9 − x = x(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)(x2 + x− 1)(x2 − x− 1),

tedy uvá¾íme-li v¹echny násobky prvky z F∗3 pøedstavují v¹echny ireducibilní
polynomy stupnì 2:

x2 + 1, x2 + x− 1, x2 − x− 1, −x2 − 1, −x2 − x+ 1, −x2 + x+ 1.

Nyní staèí vzít napøíklad ireducibilní polynom x2 + 1 ∈ F3[x] a pak do-
staneme

F9 = F3[x]/(x2 + 1) = F3[α] = {a0 + a1α | ai ∈ F3},

kde α = x+ ((x2 + 1)), a proto α2 = −1 = 2. Zøejmì 1 je jediný prvek øádu
1 a 2 jediný prvek øádu 2. Proto¾e α2 = −1 jsou α a 2α prvky øádu 4 a zbylé
prvky, tj. α + 1, α + 2, 2α + 1 a 2α + 2 jsou nutnì prvky øádu 8.

3.10. Urèete øády v¹ech prvkù z F∗8.

Proto¾e je F∗8 grupa prvoèíselného øádu, obsahuje jediný prvek 1 øádu 1
a v¹echny zbylé prvky jsou øádu 7.

3.11. Najdìte kontrolní matici a urèete parametry binárního reziduálního
kódu urèeného normovaným RS kódem nad tìlesem F8 = F2[α] s parametry
[7, 5, 3]8, prezentací danou α3 + α + 1 = 0, a lokátory α0, α1, . . . , α6.

V úloze 3.8(2) jsme spoèítali kontrolní matici RS kódu, jeho¾ reziduální
kód hledáme:

H =

(
1 1 1 1 1 1 1
1 α α2 α + 1 α2 + α α2 + α + 1 α2 + 1

)
.

Pro popis reziduálního kódu vyu¾ijme konstrukci dùkazu Vìty 6.4 z pøed-
ná¹ky. Hledáme binární slova délky 7, která jsou øe¹ením homogenní soustavy
rovnic s maticí H, tedy øe¹íme pro u ∈ F7

2 vektorovou rovnici HuT = 0T .
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Kdy¾ si soustavu rozepí¹eme pro bázi α0, α1 a α2 prostoru F8 nad tìlesem
F2, dostáváme matici:

1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1

 ∼


1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1

 .

Na¹li jsme kontrolní matici


1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1

 hledaného reziduálního

kódu, z ní¾ obvyklým zpùsobem urèíme parametry [7, 3, 4]2.

3.12. Najdìte kontrolní matici a urèete parametry binárního reziduálního
kódu urèeného normovaným RS kódem s parametry [7, 4, 4]8 nad tým¾ tìle-
sem a se stejnými lokátory jako v úloze 3.11.

Vyu¾ijeme popis reziduálního kódu cyklického kódu, který je opìt cyk-
lický a generující polynom je právì nsn{m1,mα,mα2}. Nyní si staèí v¹imnout,
¾e je α2 koøenem polynomu x3 + x + 1, tedy mα2 = x3 + x + 1 = mα, co¾
znamená, ¾e ná¹ reziduální kód je tý¾ jako kód urèený RS kódem s parame-
try [7, 5, 3]8 z pøedchozí úlohy, a tudí¾ má stejnou kontrolní matici a stejné
parametry [7, 3, 4]2.

20.11.

4 Reedovy-Mullerovy kódy

4.1. Urèete parametry a generující matici binárního RM kódu R(3, 1). Jaký
kód dostaneme propíchnutím R(3, 1) v jedné souøadnici?

Proto¾e jsou parametry obecného binárního RM kódu R(m, r) právì
[2m,

∑r
i=0

(
m
i

)
, 2m−r]2, vidíme, ¾e R(3, 1) je [8, 4, 4]2-kód. To nutnì znamená,

¾e propíchnutí má dimenzi 4 a vzdálenost 3 (jinak bychom do¹li ke sporu
s Hammingovým odhadem), snadno nahlédneme, ¾e se jedná právì o kód
permutaènì ekvivalentní Hammingovu perfektnímu [7, 4, 3]2-kódu.

Pøipomeòme, ¾e Φ : BP3 → BF3 je zobrazení, které Booleovskému po-
lynomu p pøiøadí právì Booleovskou funkci c → p(c), kterou reprezentujme
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slovem p(c0) . . . p(c7), kde ci je právì trojice cifer z F2 pøedstavující binární
zápis èísla i. K nalezení matice staèí spoèítat

Φ(1) = 11111111,Φ(x1) = 00001111,Φ(x2) = 00110011,Φ(x3) = 01010101.

To znamená, ¾e G =


1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1

 generující matice kódu

R(3, 1).

4.2. Urèete parametry a generující matici binárních RM kódù R(3, 0) a
R(3, 2).

Proto¾e Φ(x∅) = Φ(1) = 1, je generující matice [8, 1, 8]2-kód kódu R(3, 0)
tvaru

(
1 1 1 1 1 1 1 1

)
. Tato matice je zároveò kontrolní maticí [8, 7, 2]2-

kódR(3, 2) = R(3, 0)⊥. To znamená, ¾e jeR(3, 2) paritní kód jeho¾ generující

maticí je napøíklad



1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1


.

5.12.

5 Konvoluèní kódy

5.1 Abstraktní a fyzický konvoluèní kódovaè

5.1. Pro generující polynomiální matici

G =
(
1 +D2 1 +D +D2

)
∈ F2[D]1×2

urèete vnìj¹í stupeò a odpovídající fyzický konvoluèní kódovaè (K,G) reali-
zujte obvodem.

Snadno urèíme extdeg(G) = max(deg 1 +D2, deg 1 +D +D2) = 2.
Pro ka¾dou souøadnici v =

∑
i viD

i = K(u) =

=
∑
i

uiD
i
(
1 +D2 1 +D +D2

)
= (
∑
i

(ui+ui−2)D
i,
∑
i

(ui+ui−1+ui−2)D
i)

mù¾eme namalovat obvod podle de�nice:
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ui D D
0 0

v
(1)
i

1 0 1

ui D D
0 0

v
(2)
i

1 1 1

Nebo lépe zjednodu¹enou realizaci vypou¹tìjící v¹echny nulové hrany a
zahrnující oba obvody:

ui D D

v
(2)
i

v
(1)
i

5.2. Rozhodnìte, které z matic tvoøí generující matice konvoluèního kódu
nad tìlesem F3:

G1 =
(

D
D2−D

)
, G2 =

(
D2−1
D2+D

)
, G3 =

( D+1
D

1
D+1

D2+D
D

1
D2+1

)
, G4 =

( D+1
D−1

1
D+1

D2+D
D

1
D2+1

)
.

Pro generující matice konvoluèního kódu spoèítejte vnìj¹í stupeò a najdìte
nìjakou polynomiální generující matici tého¾ konvoluèního kódu

G1 =
(

D
D2−D

)
=
(

1
D−1

)
) je generující matice konvoluèního kódu F((D)),

proto¾e její jediná racionální funkce je realizovatelná, tedy ji lze napsat jako
podíl polynomù s nenulovým absolutním èlenem ve jmenovateli. Matice G1

má vnìj¹í stupeò (tj. maximální stupeò polynomu v redukovaném vyjádøení)
právì 1 a polynomiální generující matici konvoluèního kódu F((D)) pøedsta-
vuje napøíklad matice (1).

Matice G2 = (D−1
D

) ani G3 nejsou generující matice, nebo» obsahují nere-
alizovatelnou racionální funkci. Matice

G4 =

( D+1
D−1

1
D+1

D2+D
D

1
D2+1

)
=

(
D2−D+1
D2−1

D−1
D2−1

D3+D2+D+1
D2+1

1
D2+1

)
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je generující maticí konvoluèního kódu a z vyjádøení se spoleèným jmenova-
telem na øádcích snadno urèíme vnìj¹í stupeò extdeg(G4) = 2+3 = 5. Vyná-
sobením øádkù matice spoleènými jmenovateli dostaneme polynomiální gene-

rující matici

(
D2 −D + 1 D2 − 1

D3 +D2 +D + 1 1

)
daného konvoluèního kódu.

11.12.

5.3. Fyzické konvoluèní kódovaèe urèené generujícími maticemi (a) G1 =( −1
1−D

)
, (b) G1 =

(−1−D
1−D

)
∈ F1×1

3 realizujte obvody.

(a) Pøímo nakreslíme zjednodu¹enou variantu obvodu podle údajù matice:

ui D
1

vi
−1

(b) Tentokrát pøidáme jednu hranu a souèet:

ui D
1

−1

vi
−1

5.4. Jestli¾e f =
∑

i≥0 fiD
i ∈ F[[D]] a g ∈ F((D)) \ {0}, ovìøte, ¾e

(a) f je invertibilní v F[[D]], právì kdy¾ f(0) 6= 0,

(b) existuje inverz g−1 ∈ F((D)).

(a) Úloha je rovnì¾ øe¹ena na pøedná¹ce Poèítaèová algebra. Oznaèíme-li
h =

∑
i≥0 hiD

i, pak platí, ¾e hf = 1, právì kdy¾

f0h0 = 1 a
n∑
i=0

fihn−i = 0 ∀n > 0.

Pokud je f je invertibilní, vidíme, ¾e f0 je nutnì invertibilní. Naopak existuje-
li inverz f−10 , staèí polo¾it h0 = f−10 a ostatní koe�cienty h vyjádøíme reku-
rentním vztahem

hn = −f−10

n∑
i=1

fihn−i = 0 ∀n > 0.
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(b) Staèí si uvìdomit, ¾e existuje z ∈ Z a mocninná øada h ∈ F[[D]] s
nenulovým absolutním èlenem, pro nì¾ platí, ¾e g = xzh. Proto¾e je podle
(a) øada h invertibilní, vidíme, ¾e g−1 = x−zh−1.

18.12.

5.5. Uva¾ujme fyzický konvoluèní kódovaè (K,G) urèený generující matici
G =

(
1

1+D+D2
1+D

1+D+D2

)
nad tìlesem F2.

(a) Urèete extdegG,

(b) najdìte matice P , Q, R, S urèující abstraktní konvoluèní kódovaè
(K, δ, λ), kde δ(s,u) = sP + uQ a λ(s,u) = sR + uS,

(c) realizujte fyzický konvoluèní kódovaè (K,G) obvodem.

realizujte obvodem.

(a) Pøímoèaøe spoèítáme, ¾e

extdegG = max(deg(1), deg(1 +D), deg(1 +D +D2)) = 3.

(b) Matice urèující abstraktní konvoluèní kódovaè (K, δ, λ) spoèítáme po-
mocí dùkazu Vìty 10.3 z pøedná¹ky. Nejprve si v¹imneme, ¾e spoleèný jmeno-
vatel q = 1+D+D2 u¾ máme zadán a první sloupec matice P obsahuje jeho
koe�cienty kladných mocnin D a matice Q je v tomto pøípadì pouze první
vektor standardní báze a matice S obsahuje absolutní èleny jmenovatelù:

P =

(
1 1
1 0

)
, Q =

(
1 0

)
, S =

(
1 1

)
.

Pro matici R vyu¾ijeme dále koe�cienty jmenovatelù p1 = 1 a p2 = 1 +D:

R =

(
(p1)1 − (p1)0(q)1 (p2)1 − (p2)0(q)1
(p1)2 − (p1)0(q)2 (p2)2 − (p2)0(q)2

)
=

(
0− 1 · 1 1− 1 · 1
0− 1 · 1 0− 1 · 1

)
=

(
1 1
1 0

)
.

(c) Znázorníme zjednodu¹ený zápis realizace obvod popisující (K, δ, λ):

ui D D

v
(1)
i v

(2)
i
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5.6. Pro dvì polynomiální matice G =

(
1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D
0 1 +D +D2 D2 1

)
a

G̃ =

(
1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D
1 0 1 D

)
tého¾ konvoluèního kódu nad F2 na-

jdìte matice urèující abstraktní konvoluèní kódovaèe a (K̃, δ̃, λ̃) pro K(u) =
uG a K̃(u) = uG̃.

Postupujeme stejnì jako v pøedchozí úloze, v¹imnìme si pøitom, ¾e i ma-
tice R a R̃ je pro polynomiální matice velmi snadné urèit, nebo» obsahují po
øádcích jen koe�cienty jmenovatelù u jednotlivých kladných mocnin D.

Nejprve urèíme extdegG = 2 + 2 = 4 a z dùkazu Vìty 10.3 dostaneme
matice

Pi =

(
0 1
0 0

)
, proto P =

(
P1 0
0 P2

)
=


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ,

Q =

(
e1 0
0 e1

)
=

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
R =


0 1 0 1
0 1 1 0
0 1 0 0
0 1 1 0

 , S =

(
1 1 1 1
0 1 0 1

)
.

Podobnì pro generující matici G̃ spoèítáme extdeg G̃ = 2+1 = 3 a matice
urèující abstraktní konvoluèní kódovaè

P̃ =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Q̃ =

(
1 0 0
0 0 1

)
R̃ =

0 1 0 1
0 1 1 0
0 0 0 1

 , S̃ =

(
1 1 1 1
1 0 1 0

)
.

5.7. Fyzický konvoluèní kódovaè (K,G) nad F3 popi¹te jako abstraktní kon-

voluèní kódovaè, pokud (a) G =
(

D
1+D2

)
(b) G =

(
D

1+D2
1+D3

1−D

)
.

(a) V¹imneme si, ¾e extdeg(G) = 2 a vyu¾ijeme Poznámku 10.2 z pøed-
ná¹ky pro výpoèet matic P ∈ F2×2

3 , Q ∈ F1×2
3 , Q ∈ F2×1

3 , R ∈ F1×1
3 z koe�ci-

entù polynomù p, q ve vyjádøení p
q

= D
1+D2 :

P =

(
−q1 1
−q2 0

)
=

(
0 1
−1 0

)
, Q =

(
1 0

)
, R =

(
p1 − p0q1
p2 − p0q2

)
=

(
1
0

)
, S =

(
0
)
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Hledaná pøechodová funkce je δ((s1, s2), u) = (s1, s2)P+uQ = (u−s2, s1),
výstupní funkce λ((s1, s2), u) = (s1, s2)R + uS = s1 a abstraktní konvoluèní
kódovaè (K, δ, λ).

(b) Spoèítáme, ¾e G =
(

D−D2

1−D+D2−D3
1+D2+D3+D5

1−D+D2−D3

)
, proto je

extdeg(G) = max(3, 2, 5) = 5

a vyu¾ijeme opìt Poznámku 10.2 a dùkaz Vìty 10.3 z pøedná¹ky pro výpoèet
matic P ∈ F5×5

3 , Q ∈ F1×5
3 , Q ∈ F5×2

3 , R ∈ F1×2
3 z koe�cientù polynomù

G =
(
p
q

p̃
q

)
:

P =


−q1 1 0 0 0
−q2 0 1 0 0
−q3 0 0 1 0
−q4 0 0 0 1
−q5 0 0 0 0

 =


1 1 0 0 0
−1 0 1 0 0
1 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 , Q =
(
1 0 0 0 0

)
,

R =


p1 − p0q1 p̃1 − p̃0q1
p2 − p0q2 p̃2 − p̃0q2
p3 − p0q3 p̃3 − p̃0q3
p4 − p0q4 p̃41− p̃0q4
p5 − p0q5 p̃5 − p̃0q5

 =


1− 0 · (−1) 0− 1 · (−1)
−1− 0 · 1 1− 1 · 1

0− 0 · (−1) 1− 1 · (−1)
0− 0 · 0 0− 1 · 0
0− 0 · 0 1− 1 · 0

 =


1 1
−1 0
0 −1
0 0
0 1


a S =

(
0 1

)
. Pøechodová funkce je

δ(s, u) = sP + uQ = (u+ s1 − s2 + s3, s1, s2, s3, s4)

a výstupní funkce

λ(s, u) = sR + uS = (s1 − s2, u+ s1 − s3 + s5)

Abstraktní konvoluèní kódovaè je tedy (K, δ, λ).

5.8. Nech» matice nad tìlesem F2

P =

(
1 0
1 1

)
, Q =

(
0 1
1 0

)
, R =

(
0 1 1
1 0 1

)
, S =

(
1 0 1
1 1 0

)
urèují abstraktní konvoluèní kódovaè (K, δ, λ), tj. δ(s,u) = sP + uQ a
λ(s,u) = sR+uS. Najdìte jeho fyzickou realizaci (K,G) a urèete extdeg(G).

Staèí nám pøímoèaøe vyu¾ít dùkazu Vìty 10.3, který nám dává vyjádøení
G = Q(I2−DP )−1RD+S ∈ F(D)2×3 generující matice hledaného fyzického
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konvoluèního kódovaèe (K,G). Spoèítáme-li pomocí faktu z lineární algebry
A−1 = det(A)−1adj(A) pro ka¾dou regulární matici A matici

(I2 −DP )−1 =

(
1 +D 0
D 1 +D

)−1
=

1

1 +D2

(
1 +D 0
D 1 +D

)
.

Proto dostáváme, ¾e Q(I2 −DP )−1RD + S =

=
D

1 +D2

(
0 1
1 0

)(
1 +D 0
D 1 +D

)(
0 1 1
1 0 1

)
+

(
1 0 1
1 1 0

)
=

=
1

1 +D2

((
D +D2 D2 D

0 D +D2 D +D2

)
+

(
1 +D2 0 1 +D2

1 +D2 1 +D2 0

))
=

=
1

1 +D2

(
1 +D D2 1 +D +D2

1 +D2 1 +D D +D2

)
=

(
1+D
1+D2

D2

1+D2
1+D+D2

1+D2

1+D
1+D

1
1+D

D
1+D

)
.

Na¹li jsme vyjádøení fyzického konvoluèního kódovaèe (K,G) s maticí G =(
1+D
1+D2

D2

1+D2
1+D+D2

1+D2

1+D
1+D

1
1+D

D
1+D

)
, odkud snadno zjistíme extdeg(G) = 2 + 1 = 3.

19.12.

5.2 Základní, redukované a kanonické matice

5.9. Kdy je ètvercová polynomiální matice (a) základní, (b) kanonická?

(a) Matice je podle Poznámky 11.3 základní, právì kdy¾ ji lze øádkovì
doplnit na unimodulární ètvercovou matici. V pøípadì, ¾e uva¾ujeme ètverco-
vou základní matici, pak je tedy nutnì unimodulární. Naopak unimodulární
ètvercová matici je zøejmì základní.

Vidíme, ¾e je ètvercová matice základní, právì kdy¾ je unimodulární.
(b) Vyu¾ijeme-li (a) charakterizaci redukované matice jako matice se

shodným vnitøním a vnìj¹ím stupnìm, je ètvercová matice G kanonická ⇔
G je unimodulární a extdegG = intdegG ⇔ G ∈ Fk×k je regulární.

5.10. Pro konvoluèní kód s generující maticí G nad tìlesem F3 najdìte nìja-
kou jeho kanonickou generující matici a urèete jeho stupeò, pokud

(a) G =
(

D
1−D2

D
1+D

1
)
, (b) G =

(
1−D3 D − 1

)
(a) Upravíme matici G pomocí øádkových ekvivalentních úprav nad tìle-

sem F3(D) tak, abychom dostali generující matici s nesoudìlnými polynomy
na øádku, tj. staèí nám pøenásobení spoleèným jmenovatelem 1−D2:

G =
(

D
1−D2

D
1+D

1
)
∼
(
D D −D2 1−D2

)
22



Proto¾e je nejvìt¹í spoleèný dìlitel polynomù na øádku invertibilní, má Smi-
thùv normální tvar

(
1 0 0

)
, tedy se jedná o základní matici. Proto¾e z

de�nice intdeg(G) = extdeg(G) = 2, je matice
(
D D −D2 1−D2

)
redu-

kovaná, a proto kanonická a deg C = extdeg(G) = 2
(b) Kanonickou generující matici

(
1 +D +D2 −1

)
dostáváme stejným

argumentem jako v (a) po vydìlení polynomem 1 −D. Odtud opìt vidíme,
¾e deg C = extdeg(G) = 2.

5.11. Pro polynomiální matice

G =

(
1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D
D 1 +D +D2 D2 1

)
,

G̃ =

(
1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D

1 +D 0 1 D

)
konvoluèního kódu C ⊆ F2((D))4 urèete jejich vnitøní a vnìj¹í stupeò.

Vnìj¹í stupnì spoèítáme z de�nice

extdeg(G) = 2 + 2 = 4 a extdeg(G) = 2 + 1 = 3.

V¹imnìme si, ¾e G̃ =

(
1 0
1 1

)
G, proto podle pozorování z pøedná¹ky

intdeg(G) = intdeg(G̃) ≤ extdeg(G̃) = 3.

Proto¾e podle de�nice

intdeg(G) = max{degm | m je subdeterminant G stupnì 2},

staèí si v¹imnout, ¾e deg

∣∣∣∣ 1 1 +D +D2

1 +D 0

∣∣∣∣ = 3, tedy 3 ≤ intdeg(G̃) ≤ 3,

proto intdeg(G) = intdeg(G̃) = 3.

5.12. Pro generující matice G a G̃ z úlohy 5.11 rozhodnìte, zda jsou (a) redu-
kované, (b) základní, (c) kanonické. Nakreslete realizaci pøíslu¹ných fyzických
kódovaèù obvodem.

(a) Proto¾e jsme ve 5.11 zjistili, ¾e

3 = extdeg(G̃) = intdeg(G̃) = intdeg(G) < extdeg(G) = 4,

dostáváme jako dùsledek charakterizace redukovaných matic pomocí rovnosti
vnitøního a vnìj¹ího stupnì, ¾e G není redukovaná, zatímco G̃ redukovaná
je.
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(b) nebo Upravíme posloupností øádkových a sloupcových ekvivalentních
polynomiálních (tedy polynomiálnì invertovatelných) úprav jednodu¹¹í ma-
tici G̃, kde ∼s znaèí sloupcovou ekvivalenci:

G̃ =

(
1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D

1 +D 0 1 D

)
∼s

∼s
(

1 D 1 +D2 D
1 +D 1 1 1

)
∼s
(

1 D 1 +D2 0
1 +D 1 1 0

)
∼(

1 D 1 +D2 0
0 1 +D +D2 D +D2 +D3 0

)
∼s
(

1 0 0 0
0 1 +D +D2 0 0

)
,

kde jsem nejprve pøièetli 3. sloupec k 2. a 1. sloupec ke 4., poté jsme pøièetli
2. sloupec ke 4. Následnì jsme pøièetli (1 + D) násobek 1. øádku k 2. a
nakonec nejprve vhodné násobky 1. sloupce ke 2. a 3. a pak D násobek
2. sloupce k tøetímu. Zjistili jsme, ¾e Smithùv normální tvar matice G̃ je(

1 0 0 0
0 1 +D +D2 0 0

)
, proto se podle charakterizaèní poznámky z pøed-

ná¹ky nejedná o základní matici. Proto¾e intdeg(G̃) = intdeg(G), není zá-
kladní ani matice G.

(c) Matice nejsou základní, proto ani kanonické.

5.13. Pro konvoluèní kód C nad tìlesem F2 z úlohy 5.11 spoèítejte jeho
stupeò a Forneyho indexy a najdìte nìjakou jeho kanonickou matici.

Nejprve najdeme pomocí pouze øádkových ekvivalentních úprav G̃ nad
tìlesem F2(D) základní generující matici

G̃ ∼
(

1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D
0 1 +D3 D +D2 +D3 1 +D +D2

)
∼

∼
(

1 1 +D +D2 1 +D2 1 +D
0 1 +D D 1

)
∼
(

1 1 1 1
0 1 +D D 1

)
,

kde jsme nejprve pøièetli (1 + D) násobek 1. øádku k 2. a poté jsme druhý
vydìlili polynomem 1 + D + D2 a nakonec, abychom sní¾ili stupeò (víme,
¾e 3 je moc) pøièetli D násobek 2. øádku k 1. Proto¾e snadno sloupcovì
polynomiálnì upravíme

Ĝ =

(
1 1 1 1
0 1 +D D 1

)
∼s
(

1 0 0 0
0 1 0 0

)
,

na¹li jsme základní generující matici Ĝ. Snadno urèíme z de�nice její vnitøní
i vnìj¹í stupeò intdeg(Ĝ) = extdeg(Ĝ) = 1, tedy jde i o redukovanou a
proto kanonickou matici. Koneènì Forneyho indexy kódu jsou 0, 1 a vìta z
pøedná¹ky øíká, ¾e deg C = 1.
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