6.10.

1 Linearni kody

1.1 Hammingovy perfektni kody

0001111
1.1. Necht H3= [0 1 1 0 0 1 1| jekontrolni matice binarniho line-
1010101
arniho kédu H.

(a) Najdéte generujici matici kédu H ve standardnim tvaru,

(b) urcete vzdalenost kédu H a rozhodnéte, zda je kéd perfektni a zda je
MDS,

(¢) rozhodnéte, zda je v = 1000101 kédové slovo a pripadné které je nej-
blizsi kédové slovo ke slovu v.

(a) Najdeme bazi KerH3 = H a sefadime ji do néjaké generujici matice a
tu upravime pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace na odstupniovanou ma-
tici s kanonickymi bazickymi vektory (v této podobé ji mizeme rovnou hledat
bézi):

C:

o O O
SO = O
o OO
— o o o
_ == O
— = O
— O~

(b) Stadi si v§imnout, ze zadny sloupec kontrolni matice H3 neni nulovy
ani neni nasobkem jiného sloupce, proto ma kod vzdalenost aspon 3. Naopak
soucet dokonce kazdych dvou sloupcii je opét sloupcem matice, tedy nas kéd
ma vzdalenost pravé 3, a proto opravi pravé jednu chybu.

Nyni snadno ovéfime, ze 1 + 7 = 2774, tedy se jedna o 1-perfektni kdd.
Naopak protoze 3 = d(H) < 7— 4+ 1 = 4, vidime, Ze nejedna o MDS kdéd.
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(c) Staci spocitat (HvT)T = 011 # 000, coz znamena, Ze v = 1000101
kédové slovo neni. Proto 3. sloupec kontrolni matice H obsahuje pravé vektor
Hv® sta¢i zménit 3. soufadnici slova v na slovo ¢ = 1010101, aby (Hc")T =
000. O

Pro [ € N sefadme vSechna nenulové slova mnoziny F, do sloupci Hj,
polozme n := 2! — 1 a definujme linedrni kéd H; := {c € Fy | Hc' = 07},
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1.2. Prol e N
(a) ovéite, ze je H; kontrolni matice kédu H;,
(b) urcete vzdélenost a dimenzi H; a rozhodnéte, zda je kéd perfektni,
(¢) navrhnéte algoritmus, jak opravit jednu chybu pfijatého slova.

(a) Staci si vS§imnout, Ze ve sloupcich matice H; méame kanonickou bazi
vektorového prostoru Fl, a tudiz méa hodnost rovnu poctu radki.

(b) Provedeme-li stejnou ivahu jako v bodu (c¢) pfedchozi tlohy, vidime,
7e vzdalenost kédu je 3, jedné se tedy o [2!—1, 2! —1—1, 3]o-kéd, ktery opravuje
1 chybu. Snadno tedy zjistime, Ze leva strana Hammingovy nerovnosti je
rovna 1 + 2! — 1 = 2! a prava strana ma hodnotu 2% ~1-2'-1=1) = 2l To
znamena, ze H; je o 1-perfektni kéd.

(c) Kéd je 1-perfektni, tedy pro kazdé nekédové slovo existuje ve vzdéle-
nosti 1 pravé jedno kédové slovo. Necht v je ptijaté slovo. Pokud H;v? = 07,
pak v € H;. Pokud Hpp? # 07 pak existuje 4, pro nez je Hyv? pravé i-tym
sloupcem. Nyni staci vzit slovo ¢ = v + ¢;, pro néz plati, ze d(v,c) =1 a

cH = (v+e)H =vHl +hij=h;+h; =0

tedy ¢ € H, je opravené slovo.

Oznagfme-li  : T, \ {0} — {1,...,2" — 1} zobrazeni dané piedpisem
aler...q) = S, 271 tj. a7 l(i) je pravé binarni zapis hodnoty i €
{1,...,2'—1} (doplnény nulami). Pfedpokladejme, Ze v i-tém sloupci matice
H, je pravé a~'(i)". Potom kazdé slovo ¢ € Fy \ H, plati, Ze ¢ + e ety €
H,. O

1.3. Nad kone¢nym télesem FF, spocitejte velikost koule V,(n, ).

Nejprve spocitame velikost mnoziny A; vSech slov vahy i:

4 = e € Byl w(e) =} = I € {1,...ur] = il || = () - 1)

Potom dostavame V,(n,r) = >0 (1) (g — 1)’ O
1.4. Nad kone¢nym télesem I, sestrojte obdobnym zpisobem jako v pred-
chozi tloze kontrolni matici perfektniho kédu délky n := i;f = Zi;(l) q

dimenze n — [. Jaka je jeho Hammingova vzdalenost?



Vezmeme mnozinu vSech piimek (tj. projektivni prostor) v aritmetickém
vektorovém prostoru IFfJ dimenze [, kterych je pravé n := % = Zi;é q a
z kazdé pfimky vezmeme jeden nenulovy vektor h;. Tyto vektory sestavime
do matice M typu [ x n, kterd je jisté hodnosti [. Kazdé dva sloupce jsou
pritom linedrné nezavislé, nebot nelezi na stejné piimce, ale kazda dvojice
urcuje rovinu, ktera obsahuje jiny sloupcovy vektor, proto je vzdalenost kédu
3. Méame tedy [n,n — [, 3],-kéd.

Zbyva zjistit, Ze leva strana Hammingovy nerovnosti je 1 +n(qg — 1) =
1+ %(q — 1) = ¢!, zatimco prava strana je ¢"~ ") = ¢/, tudiz je kéd opét
1-perfektni. O]
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1.2 Samodualni kédy

1.5. Urcete vSsechny parametry a rozhodnéte, zda je samoduélni linedrni kéd
nad [y s generujici matici
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Popiste propichnuty kéd 7g(C).

Protoze je C' hodnosti 4, jedna se o kéd délky 8 a dimenze 4. Snadno
spoc¢itame, ze CCT = 0, proto C' generuje samoduélni linedrni kéd. To zna-
mend, ze C' je kontrolni matice kédu, z niz zjistime vzdalenost. Protoze zadny
sloupec matice C neni nulovy, kazdé dva jsou riizné, soucet kazdych tii ma
lichou vahu, vidime d(C) > 4. VSechny fadky matice maji vahu 4, je d(C) = 4
a C je tudiz [8,4,4]>-kdd.

Propichnuti 7g(C) je podle pozorovani na ptrednésce (7,4, 3]s-kéd nebo
[7,4,4]>-kéd, protoze jsme uz zjistili, ze [7,4,3]s-kéd je perfektni, nemuze
zadny (7,4, 4]o-kéd existovat. Mizeme si vSimnout, ze odstranénim posled-
niho sloupce matice C' dostaneme pravé generujici matici
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Hammingova 1-perfektniho (7,4, 3]o-kédu z 1.1. O



1.3 Matice a parametry

1.6. Uvazujme pro n > 2 paritni kéd C = {v € F3 | > . v; = 0}.
(a) Urcete kontrolni matici kédu C,

(b) najdéte generujici matici C ve standardnim tvaru,

(c) spocitejte vzdalenost kédu ‘H a uvedte vSechny parametry kédu,
(d) rozhodnéte, zda je kéd perfektni ¢i MDS,

(e) jak vypadéa dudlni kéd C+?

(a) Protoze je paritni kéd tvofen pravé vSemi feSenimi jediné linedrni
rovnice y ., z; = 0, je jeho kontrolni matice tvaru H = (1,1,...,1) € F5.
(b) Staci najit bazi feSeni homogenni soustavy rovnic ve tvaru

100 ..001
010 ..00°1
C=(,41)=]001 ... 00 1]|eFy
000 ...01°1

(c) Naptiklad z kontrolni matice, ktera neobsahuje zadny nulovy sloupec,
ale kazdé dva jsou uz linedrné zavislé vidime, ze d(C) = 2. Jedné se tedy o
[n,n —1,2]s-kéd

(d) Protoze je vzdalenost kédu sudd, nemtize jit o perfektni kéd. Naopak
Singletontv odhad nabyva rovnosti 2 = n — (n — 1) 4+ 1, proto jde o MDS
kod.

(e) dudlni kéd mé generujici matici H = (1,1,...,1) € F, jedna se tedy

[n, 1, n]o-kéd obsahujici jen dvé slova 00...0 a 11...1. O
13210

1.7. Uvazujme generujici matici C = [2 1 0 3 1]. nad télesem Fs.
343 2 3

kédu C.
(a) Urcete kontrolni matici kédu C,
(b) spocitejte viechny parametry kédu C a kédu C*,

(¢) najdéte permutaci o a generujici matici ve standardnim tvaru permu-
tacné ekvivalentniho kédu C, ~, C

(d) rozhodnéte, zda je kéd C perfektni ¢i MDS.
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(a) a (c) Matici upravime pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace tak,
abychom méli v bazickych sloupcich kanonickou bézi:

13210 13210 1 3001
C=121031|~(00111}J~10010 3
343 2 3 00013 00013

Nyni nejprve snadno najdeme béazi feSeni soustavy a dopocitame tak kon-

trolni matici H = (i é (2) (2) (1)) a prepermutovanim sloupct matice C
1 0031

permutaci ¢ = (243) dostaneme generujici matici C, = [0 1 0 0 3
001 0 3

permutacné ekvivalentniho kédu C, ~, C.

(b) Vidime, ze zadny sloupec kontrolni matice H kédu C neni nulovy a
napiiklad 3. a 4. jsou linearné zavislé, tedy d(C) = 2. Podobné kontrolni
matice C kédu C* neobsahuje nulovy vektor a napiiklad 1. a 2. jsou linedrné
zévislé, proto i d(Ct) = 2. Tedy C je [5, 3, 2]5-kéd a C* je [5,2, 2]5-kéd.

(d) Protoze je vzdalenost C suda nemize se jednat o perfektni kéd a kéd
neni ani MDS, nebot 2+ 3 <5+ 1. ]



