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1 Uvobp

1.1 PRAVDEPODOBNOST
Necht je ddna libovolnd mnozina Q.

Definice 1.1 Systém A podmnoZin mnoZziny {2 nazveme o -algebrou pokud plati
i 0e A,
(i) Ae A= A° € A,

(iii) Ay, Ay, Az, ...€e A= Uloil A; € A.

Definice 1.2 (Kolmogorovova definice pravdépodobnosti) Necht Q je néjakda mnozina a A
o -algebra jejich podmnozin. Funkci P : A — (0, 1) nazveme pravdépodobnosti, pravé kdyz
spliiuyje nasledujici podminky:

(@ PA) =0,P(Q) =1

(b) A1, Ay, As, ... € AaA; ﬁAj =0Vi# j= P(U;x;l A;) = Z(zx;l P(A;).

[Dupac & Huskova 1999, Df. 1.1]

Definice 1.3 Mnozinu Q nazyvame prostor elementdrnich jevii, jeji prvky w € Q nazyvame
elementarni jevy. Prvky o-algebry A nazyvame meéritelné mnoziny nebo také ndhodné jevy.
Trojici (Q, A, P) nazyvdme pravdépodobnostni prostor.

Definice 1.4 (Podminénd pravdépodobnost) Méme ndhodné jevy A, B, necht P(B) > 0.
Podminénd pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B je ddna vztahem

P(ANB)
P(B)

P(AIB) =
[Dupac & Huskova 1999, Df. 1.2]
Tvrzeni 1.1 Pro libovolnych n + 1 jevli Ay, ..., A, takovych, Ze P(A; - -- A,) > 0 plati

P(A1 Aps1) = PAD P (A1] Ag) - - - P (Apar | Ar-e-Ay).
[Dupac & Huskova 1999, V. 1.2]
Tvrzenil.2 Necht B, By, . .. je posloupnost vzdjemné neslucitelnych jevi takovych, ze P(B;) >
0Via},;P(B;) = 1. Pak pro libolny ndhodny jev A plati
P(4)= ) P (Al B;)P(B).
i=1

[Dupac & Huskova 1999, V. 1.3]



1 Uvod

Definice 1.5 (Nezavislost ndhodnych jevi)
e Ndhodné jevy 4y, ..., A, nazveme (vzdjemné) nezdvislé praveé kdyz plati

P+ A,) = P(A1) - -+ - P(Ay).

e Nahodné jevy A, Ay, ... nazveme nezdvislé pravée kdyz plati

Yk >1 Vny,...,nt €N A, ..., Ay jsou nezavislé.

[Dupac & Huskova 1999, Df. 1.3 a 1.4]

Tvrzeni 1.3 Necht Ay, ..., A, jsou nezavislé jevy. Pak plati
(i) Ay, ..., A, Af jsou nezavislé jevy.
(i) P (A1 Aj| Ajsr--An) = P(A1--- Ap).

[Dupac & Huskova 1999, V. 1.5 a 1.6]

1.2 NAHODNA VELICINA

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (Q, A, P).

Definice 1.6 Méfritelné zobrazeni X : (Q, A) — (X, B), kde X je néjakd mnozina a B néjaka
o-algebra na X, nazveme ndhodnou velicinou. Mnozinu X nazyvdme vybérovy prostor.

Pozndamka. Necht jsou dany o-algebry A na mnoziné Q a 8 na mnoziné X. Zobrazeni X :
Q — X je méftitelné vzhledem k o--algebrdm A a B, pravé kdyz VB € B plati {w € Q : X(w) €
B} € A (tj. vzory méfitelnych mnozin jsou méritelné).

Pozndamka. Zvolime-li X = R a za 8 vezmeme borelovské mnoZziny na R, dostaneme re-
alnou ndhodnou veli¢inu (vét§inou zvanou pouze ,ndhodn4 veli¢ina“). Zvolime-li X = R*
a za B vezmeme borelovské mnoZiny na R¥, dostaneme ndhodny vektor. Jiné volby X pak
vygeneruji ndhodnou posloupnost ¢i ndhodny proces.

1.3 RozZDELENT NAHODNE VELICINY, HUSTOTA

Definice 1.7 Rozdélenim ndhodné veliciny X : (Q, A) — (X, B) rozumime indukovanou
pravdépodobnostni miru Px na (X, 8) definovanou vztahem

PyB) L P(lw e Q:X(w)eB)), BeSB.
Pravdépodobnost Px(B) znac¢ime také P [X € B]. [Dupac & Huskova 1999, pozn. na str. 20]

Pozndamka. Pravdépodobnostni prostor (€, A, P) se pro danou ndhodnou veli¢inu X trans-
formuje na pravdépodobnostni prostor (X, B, Px).

Tvrzeni 1.4 (Véta o pienosu integrace) Necht / jest méfitelnd funkce z (X, B) do (R, By).
Pak plati

fh(X(w))dP(a))=fh(x)dPX(x).
Q X

[Andel 2002, V. 1.1]



1 Uvod

Poznamka.
e Mira u na (X, 8) je o-konecn4, pravé kdyz existuji mnoziny Bj, By, Bs, ... € B takové,
7e u(Bj) < oo a U?ZIBL‘ = X.
e Mira Py je absolutné spojita vzhledem k mife u na (X, 8) pravé kdyzZ VB € B u(B) =
0 = Px(B) = 0.

Tvrzeni 1.5 (Radon-Nikodymova véta) Necht X : (Q, A) — (X, B) je ndhodna velicina,
necht u je o-kone¢nd mira na X a necht Py je absolutné spojita vzhledem k u. Pak exis-
tuje redlnd méritelnd nezdporna funkce fx(x) takovd, ze pro kazdou méfitelnou funkci 4 :
(X, B) — (R, By) plati

fh(x)dPX(x):fh(x)fX(x)dy(x).
X X

Funkce fx(x) je ur€ena jednoznac¢né u-skoro vsude.

Definice 1.8 Funkce fx z pfedchozi véty se nazyva hustotou ndhodné veliciny X vzhledem k
mife pu.

Definice 1.9 Necht B € 8. Funkci

15(x) 1 pokud x € B,
x) =
? 0 jinak

nazyvame indikdtor mnoziny B.

Poznamka. Zvolme néjaké B € 8 a dosadme za funkci / indikdtor mnoziny B. Pak mdme z
véty o prenosu integrace

f 1p(X(w)) dP(w) = f 1dPx(x) = P[X € B]
Q B

a z Radon-Nikodymovy véty

P[XeB]:LHB(x)dPX(x):fXﬂB(x)fX(x)d/u(x)=ffx(x)d/u(x).
B

Hustota tedy jednoznacné urcuje rozdéleni ndahodné veli¢iny X.
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2 REALNA NAHODNA VELICINA A JEJi
ROZDELENT

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (Q, A, P). V této kapitole se zabyvame redlnymi
nahodnymi veli¢inami, tj. X : (Q, A) — (R, By).

2.1 CHARAKTERIZACE ROZDELENI REALNE NAHODNE VELICINY

Uvedme si nékolik zptsobti, jak specifikovat rozdéleni redlné ndhodné veliciny. Vycet ne-
bude tplny, existuji i jiné zptisoby (charakteristicka funkce).

HusrtotA

Zvolme o -kone¢nou miru x na R tak, aby Px byla absolutné spojitd vzhledem k . Podle tvr-
zeni 1.5 a poznamky pod definici 1.8 existuje nezdpornd méftitelnd fx : R — R (jednoznacné
urcend skoro vSude) takovd, ze P [X € B] = f pfx(x)du(x) VB € By. Vezmeme-li B = R,

méme [ fx(x) du(x) = 1.

Priklad.
¢ Px absolutné spojitd vzhledem k Lebesgueové mife A: X je spojitd ndhodnd velicina
[ndhodna veli¢ina se spojitym rozdelenim]
¢ Px absolutné spojitd vzhledem k ¢itaci mife s (S nejvyse spocetnd mnozina v R): X
je diskrétni ndhodnd velicina [ndhodna veli€ina s diskrétnim rozdélenim|
* Px absolutné spojitd vzhledem k A + 1{0): ndhodn4 velicina s diskrétni i spojitou sloz-
kou

DISTRIBUCNI FUNKCE

Definice 2.1 Funkci Fx : R — R definovanou vztahem Fx (x) = P [X < x] nazyvadme distri-
bucni funkci ndhodné velic¢iny X. [Dupac & Huskova 1999, Df. 2.4]

Poznamka. Distribuc¢ni funkce Fx jednoznacné charakterizuje rozdéleni X.
(Jednim smérem zfejmé, druhym smérem plyne z toho, Ze mnoZiny (—co, x) generuji bore-
lovskou o -algebru By).

Poznamka.
¢ U spojité ndhodné veliciny méame Fx (x) = f_xoo fx(t)dt, z cehoz plyne fx(x) = dFx(x)/dx
skoro vsude.
¢ U diskrétni ndhodné veliciny s hodnotami v S médme Fx (x) = };es ;<x P [X = 1], z Ce-
hoZ plyne P [X = x] = AFx(x).

11



2 Redlnd ndhodnd velicina a jeji rozdéleni

Tvrzeni 2.1 (Vlastnosti distribu¢ni funkce)
(i) Fx je neklesajici, zprava spojita
(i) lim,_,_o Fx(x) =0, lim,_,, Fx(x) =1
(iii) Pro libovolnou méfitelnou i : R — R plati

fh(x)fx(x) dp(x) = f h(x) dFx (x)
[Dupac & HuSkova 1999, V. 2.2]

Poznamka. f h(x) dFx(x) je Lebesguetiv-Stieltjestiv integral. Tvrzeni 1.4, 1.5 a 2.1 dohro-
mady déavaji

Lh(X(w))dP(w)=fh(x)dPx(x)=fh(X)fx(x)du(x)=fh(x)de(x)-

KVANTILOVA FUNKCE

Definice 2.2 Necht Fy je distribu¢ni funkce redlné nahodné veli¢iny X. Funkce
Fi'(w) =inf{x : Fx(x) > u}, u € (0,1)

se nazyva kvantilovd funkce nahodné veliciny X.

Poznamka. Kvantilova funkce je neklesajici a zleva spojita. Z kvantilové funkce lze jedno-
znacné urcit funkci distribuéni. Je-li F rostouci a spojitd, pak Fy! je inversni funkci k Fy.

Definice 2.3 Nechta € (0, 1). a-kvantil ux («) rozdéleni Fy je kterékoli realné ¢islo spliiujici
limp o Fx(ux(a) —h) < a a Fx(ux(@)) > a.

Pozndamka. Definici kvantilu je vice, tato jej neurcuje vzdy jednoznacné. Fy ' (@) je vzdy je-
den z a-kvantila.

Definice 2.4
¢ 0.5-kvantil se zove medidn ndhodné veli¢iny X; budeme jej znacit my
e 0.25- a 0.75-kvantily se zovou kvartily ndhodné veli¢iny X

2.2 MOMENTY REALNE NAHODNE VELICINY

Definice 2.5 Stredni hodnotou E X (redlné) ndhodné veli¢iny X rozumime redlné ¢islo EX
dané vyrazem

Exifxmmmm,
Q
pokud integrdl na pravé strané existuje.

Poznamka. Tuto definici Ize snadno pouZit i v obecnéjsich vybérovych prostorech.

12



2 Redlnd ndhodnd velicina a jeji rozdéleni

Poznamka. Necht & je redlnd méfitelna funkce. Pozndmka pod tvrzenim 2.1 fikd, ze

(o)

Eh(X)=f h(x)dPx(x)=f h(X)fx(x)du(x)=f h(x) dFx (x)

(o) —00 —00

Integrél uprostied umime v principu pocitat pro u Lebesgueovu nebo ¢itaci miru. Integrél
vpravo je Lebesguetiv-Stieltjestiv integrédl. Vyhodou tohoto zédpisu je, Ze nemusime specifi-
kovat miru u.

Znaceni. Znackou £” budeme znacit mnozinu v§ech redlnych ndhodnych veli¢in na (€, A, P)
takovych, ze E |X|P < oo.

Tvrzeni 2.2 (Vlastnosti stfedni hodnoty) Necht X, Y € £!. Pak plati
(i) E(a+bX)=a+bEXVa,beR

(i) EX+Y)=EX+EY

(iii) PIX<Y]=1=EX <EY

(iv) Jestlize du e RVx e R fx(u—x) = fx(u+x)pakEX =

Véta 2.3 Necht X € £! je spojitd, m4 distribu¢ni funkci Fy a plati X > 0 s.j. Pak

EX:f [1 - Fx(x)]dx.
0

[Andél 2002, V. 1.2]

Definice %.6
e u. = EX k¥ se nazyva k-ty moment nahodné veli¢iny X (typicky je k pfirozené, ale
nemusi to tak nutné byt)
° U e (X — EX)* se nazyva k-t centrdlni moment ndhodné veli¢iny X
* E |X|* se nazyva k-1y absolutni moment ndhodné velic¢iny X

Definice 2.7
* Rozptyl var X ndhodné velic¢iny X je jeji druhy centrdlni moment, tj. var X = E(X —
E X)2. Rozptyl se miiZe také znacit o4 nebo 2.
e Smérodatnd odchylka o x ndhodné veli¢iny X je odmocnina z jejitho rozptylu, ox =
Vvar X.
e Sikmost y3 ndhodné veliciny X je definovana jako y3 df uz/o3.

* Spicatost v, ndhodné veli¢iny X je definovana jako vy, & Ug/ot.

Tvrzeni 2.4 (Vlastnosti rozptylu) Necht X je ndhodna veli¢ina takovd, Ze var X < co. Pak
plati

i) varX >0;navicvarX =0 dceR:PX=¢c]=1

(i) varX = EX? — (EX)?

(iii) var (a + bX) = b*varX proa, b € R

Véta 2.5 (Jensenova nerovnost) Necht X je ndhodné veli¢ina s hodnotami vintervalu 7 € R
(mtze byt nekonecny), tj. P [X € 7| = 1. Necht g je [neostfe] konvexni funkce na 7 takova,
Ze existuje E g(X). Pak

Eg(X) 2 g(EX)

a rovnost nastava praveé kdyz g(x) = a + bx nebo X je konstanta skoro jisté.

13



2 Redlnd ndhodnd velicina a jeji rozdéleni

Disledky.
1. EX? > (EX)%
2. ElogX <logEX pro X € £! takovou, ze P [X > 0] = 1.
3. Necht p > g > 0. Pak (E [X|")'? > (E |x|7)"/9.
4. Nechtp > g >0akE [X]|” < 0. Pak E [X|7 < co.

Véta 2.6 (Markovova nerovnost) Necht X € L', kde r > 0. Pak pro libovolné & > 0

E|X|"

8r

PlIX|>eg] <

[Dupac & Huskova 1999, V. 2.10(ii)]

Diisledek (CebySevova nerovnost). Pro X € £? a pro libovolné & > 0 plati

var X

PIIX-EX|>¢e] < —;

&

Diisledek. Pro X € £2 s rozptylem var X = o2 plati (napiiklad)

PlIX-EX|>30] <

O]~

14



3 NAHODNY VEKTOR A MNOHOROZMERNE
ROZDELENT

Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (2, A, P). V této kapitole se zabyvame ndhodnymi
vektory, tj. X : (Q, A) — (R", B])).
3.1 ROZDELENI NAHODNEHO VEKTORU
Poznamka. Ndhodny vektor je (do sloupce) uspotfddand n-tice ndhodnych velicin, tj.
X () = X1(@), ... Xp(@).

Definice 3.1 B je borelovskd o -algebra v R" definovana jako

By =c{(ai, by) X (az, by) X -+ X (ap, by);a1 < by, ax < by, ..., a, <b, € R}
Pozndamka. Miruna (R", Bf) staci definovat na nékterém generdtoru borelovské o -algebry,
napft. na otevienych nebo uzavienych n-rozmérnych kvadrech.
HusTOoTA NAHODNEHO VEKTORU

Poznamka. Podle Radon-Nikodymovy véty (Tvrzeni 1.5) plati: Jestlize P x je absolutné spo-
jitd vzhledem k o--kone¢né mire u na (R”, Bf), tj. u(B) = 0 = P [X € B] = 0 pro B € B,
pak existuje jednoznacné (aZ na mnoziny s nulovou mirou x) dand nezdpornd méfitelna
funkce fx (x) : R" — R, zvand hustota ndhodného vektoru X takov4, Ze

fgh(X(w))dP(w) =fRnh(ﬁc)dPX(w) =th(w)fx(w)du(m)

pro kazdou méfitelnou funkci 7 : R" — R.

Znaceni. V dals$im vykladu pouzivdme v argumentech funkci definovanych na R” zdménné
znacenix a (xq, ..., X,).

Poznamka.
¢ Jestlize je rozdéleni X absolutné spojité vzhledem k Lebesgueové mire A" na R”, pak
rozdéleni nahodného vektoru X nazyvame spojité a P [ X € B] pocitame jako

foo...fooT]B(a;)fx(w)dxldxz...dxn.
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3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

¢ Necht je rozdéleni X absolutné spojité vzhledem k ¢itaci mife us na R”, kde S je nej-
vySe spoCetnd mnozina boda v R” tvaru S; X Sp X ---S, a Sx = {fk1, tk2, -..}. Pak
rozdéleni nahodného vektoru X nazyvame diskrétni a P [ X € B] pocitame jako

Z Z e Z V(tr,ins B - s tnyiy) - P [ X = (i iy - o5 i) ] -

i1=1ip=1 ip=1

¢ Jestlize ndhodny vektor obsahuje diskrétni i spojité slozky, pak jeho rozdéleni neni ani
diskrétni, ani spojité. Pfesto pro néj mame pouzitelnou hustotu, s jejiz pomoci mi-
zeme vyjadfit P [ X € B]

e Jestlize v8echny slozky ndhodného vektoru jsou spojité, neznamen4 to nutné, Ze vektor
jako celek ma spojité rozdéleni. Priklad: rozdéleni na jednotkové kruznici v R?.

DISTRIBUCNT FUNKCE NAHODNEHO VEKTORU

Definice 3.2 Funkci
Fx(x) =P[X] <x1,..., Xp < x,]

nazyvame distribucni funkci ndhodného vektoru. [Dupac & Huskova 1999, Df. 3.1]

Tvrzeni 3.1 JestliZe je rozdéleni X absolutné spojité vzhledem k Lebesgueové mite 1", pak

X1 Xn
Fx(w):f f fx(xy, ..., xp)dxy ... dxy,

a naopak,
0"Fx (X1, ..., Xp)

8)61 s '8)6,1

[x(x) = skoro vsude.
[Dupac & Huskova 1999, Df. 3.3]

Poznamka.
1. Distribu¢ni funkce jednozna¢né urcuje rozdéleni ndhodného vektoru X.
2. Kvtili jednodussimu znaceni budeme psat

f i) dFx (@) £ fR ) fx (@) dute).

SDRUZENE A MARGINALNI ROZDELENT{

Definice 3.3
 Rozdéleni celého ndhodného vektoru X = (X, ..., X,,)" se fikd sdruZené rozdéleni.
Jeho distribu¢ni funkce a hustota se nazyvaji sdruzend distribucni funkce a sdruzend
hustota.
¢ Rozdélenim jednotlivych ndhodnych veliin Xj, . .., X,, se fikd margindlni rozdéleni.

Jejich distribuc¢ni funkce a hustoty se nazyvaji margindlni distribucni funkce a margi-
ndlni hustoty.
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3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

Tvrzeni 3.2 Ze sdruzeného rozdéleni X lze jednoznacné urcit marginédlnirozdéleni X, . . ., X,.

Plati

Fx,(u) = lim Fx (X1, ooy Xiz1, Uy Xjg1s -+ 2y Xp)

XLseeos Xim1, Xit 1, o0y Xpp =00

a pro spojity ndhodny vektor navic
fx(u) = f . f Ix (X1, oy X1y Uy Xigly ooy Xp) dXy ... dXi—1 dXjyy - .. dXy,. (3.1

3.2 MOMENTY

STREDNI HODNOTA

Poznamka. Podle definice 2.5 a pozndmek na str. 15 a 16 mame pro libovolnou méfitelnou
funkcih : R" - R

Eh(X) =Lh(X(w))dP(w) =th(w)fx(w)dﬂ(w) =th(w)de(w)-

Definice 3.4 Pro méfitelnou g : R” — R™ definujeme

Eg(X)=(Egi(X),....,Egn(X)T.

Poznamka. Stfedni hodnota ndhodného vektoru je tedy vektorem stfednich hodnot jejich
sloZek. Stfedni hodnota matice ndhodnych veli¢in je matici stfednich hodnot jednotlivych
prvka.

RozpryL

Vtéto ¢astinecht X; € L2,i=1,..., n.

Y rd ) . a . df . we [
Znaceni. Necht a je sloupcovy vektor v R”. Pak definujeme a® = aa' (matice soudinii
prvki a; a a;).

Definice 3.5

(a) Matice
var X T E(X —EX)®2 =E(X —EX)(X -EX)T

se nazyva rozptylovd (varianc¢ni) matice ndhodného vektoru X. [Dupac & Huskova 1999,
Df. 3.5]

(b) (i, j)-ty prvek matice var X jest E (X;—E X;)(X;—E X;) a nazyva se kovariance nahodnych
velicin X; a X;. [Dupac & Huskova 1999, Df. 3.4]
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3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

(c) Rozdélime-li X na X = (§; ), pak matice

cov (X1, X2) T E(X, - EX (X —EXy)T

se nazyva kovariancni matice vektora X, a Xo.

Tvrzeni 3.3
(i) i-ty diagondlni prvek matice var X je var X;.
(ii) var X je positivné semidefinitni matice [zna¢ime var X > 0], tj. Ve € R” ¢" (var X)e¢ >
0.
(iii) Je-li var X singularni, pak existuje linedrni kombinace sloZek X, jeZ je skoro jisté rovna
konstanté.
(iv) var X = EX® — (EX)®% cov (X}, X») =EX 1 X] ~-EX; EX].
(v) cov (X4, X3) = cov (Xy, X7, cov (X, X) =var X.
(vi) Pro vektory a, ¢ a matice B, D vhodnych dimenzi plati

cov(a+BX), c+DX>) = Beov (X1, X,)D'.
Specialné: var (a + BX) = B (var X)B'.

Disledek. Dosadime-li v ¢asti (vi) predchoziho tvrzeni X; = X, = (Xy, ..., X)), a=¢c=0
aB=D=(1,...,1), dostaneme vztah pro rozptyl souctu n ndhodnych veli¢in:

n n

var Zn: X; = Z varX; + 2 Z li cov (X;, X)) (3.2)
i=1

i=1 i=2 j=1

Tvrzeni 3.4 Necht X a Y jsou ndhodné vektory v R”, jejichz slozky maji konecné druhé
momenty. Pak plati

var (X +Y)=var X +cov(X,Y) + cov (X, Y)T +varY

3.3 NEZAVISLOST

Definice 3.6 [Dupac & Huskova 1999, Df. 3.6 a V. 3.6]

e Nahodné veli¢iny X, ..., X, nazveme (vzdjemné) nezdvislé pravé kdyz pro kazdy bod
x = (x1,...,x,) € R" plati

Fx(x) = Fx,(x1) - -+ - Fx, (xp).
e Nahodné veli¢iny Xj, X», . .. nazveme (vzdjemné) nezdvislé pravé kdyz

Vk>1 Vny,...,nt €N X,, ..., X, jsounezivislé.

e Nahodné vektory X s n; slozkami a X, s n, slozkami nazveme nezdvislé pravé kdyz
pro kazdy bod « = (xy, . .., x,) € R" plati

Fx(x) = Fx,(x1) - Fx,(x2),

kde n = n; +n», X = (X, X2T)T ax = (a:lT, a:zT)T.
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3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

Poznamka. Pro nezavislé ndhodné velic¢iny plati, Ze vezmeme-li libovolné borelovské mno-
ziny By, ..., B, € By, pak

P[XeB x---XB,]| =P[X;€Bi]l- -+ -PI[X, € Byl,

neboli ndhodné jevy [X; € B;] jsou vzdjemné nezavislé [Dupac & Huskova 1999, V. 3.8]. Déle
mame napft.
P[X] EBllXZEBZ,...,XHEBn] :P[Xl € By].
Pro nezavislé ndhodné vektory plati, Ze vezmeme-li libovolné borelovské mnoZziny B; € B('; !
a B, € B;?, pak
P[XEBIXBz] =P[X1 EBI] 'P[XZEBZ],

neboli ndhodné jevy [X; € B;] jsou nezavislé.

Tvrzeni 3.5 Necht ndhodna veli¢ina X; md hustotu fx, vzhledem k o-kone¢né mire y;, i =

1, ..., n. Pak jsou ndhodné velic¢iny X, ..., X,, vzdjemné nezavislé pravé kdyz vektor X =
(X1, ..., X,) " ma hustotu fx vzhledem k souc¢inové mife u = 1; ® - -- ® p,, a plati

P, ) = [ oG
i=1

[Dupac & Huskova 1999, V. 3.9]

Tvrzeni 3.6 Necht X; a X jsou nezavislé ndhodné vektorya g; : R™ —» R7a g, : R — R®
jsou libovolné meéritelné funkce. Pak g;(X) a g2(X>) jsou nezavislé nahodné vektory.

Tvrzeni 3.7 Necht Xj, ..., X,, jsou nezavislé.
(i) Jsou-liX; € £, pakE(X;---- - X)) =EX; - --- -EX,.
(ii) Jsou-li X; € L7, pak cov (X;, X;) = 0 Vi # j.
(i) Jsou-li X; € £? a o = varX;, pak var X = diag (¢'%, ..., 02).

[Dupac & Huskova 1999, V. 3.17, 3.18, 3.19(4)]

Poznamka. Z vlastnosti (i) - (iii) pfedchoziho tvrzeni neplyne bez dalSich podminek neza-
vislost.

3.4 KORELACE

Definice 3.7 Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny s kladnymi a kone¢nymi rozptyly. Korelacni
koeficient velicin X aY se znaci o(X, Y) nebo cor (X, Y) a je definovdn vztahem

cov(X,Y)

Vvar X var Y'

o(X,Y) =

[Dupac & Huskova 1999, Df. 3.5]

Tvrzeni 3.8 (Cauchyova-Schwartzova nerovnost)
Necht X, Y € £2. Pak (EXY)? < EX?EY? a rovnost plati, pravé kdyZ X = bY s.j. pro né&jaké
b # 0.
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3 Nahodny vektor a mnohorozmérné rozdéleni

Diisledek. Pro jakékoli veliciny X, Y € £? mame |cov (X, Y)| < Vvar X varY a tudiz, pokud
maji nenulovy rozptyl, také |o(X, Y)| < 1.

Tvrzeni 3.9 (Vlastnosti korela¢niho koeficientu) Necht X, Y € £2,varX > 0, varY > 0.
@) o(X,Y) = oY, X);
() -1<o(X,Y) <1,
o o(X,Y) =1pravé kdyz X = a + bY s.j., kde b > 0;
o o(X,Y) =-1pravé kdyZ X = a + bY s.j., kde b < 0;
(iii) o(a + bX,c+dY) =sgn (bd)o(X,Y).

Poznamka.
e Je-li o(X,Y) = 0 (nebo cov (X, Y) = 0), ndhodnym veli¢cindm X, Y se iikéd nekorelované
veliciny. Nezavislé veliciny jsou i nekorelované, opak nutné neplati.

YN s

e Korelac¢ni koeficient méfi silu linedrniho vztahu mezi X a Y.

Definice 3.8 Necht X = (X,....X,)"aY = (%1, ...,Y,)" jsou dva ndhodné vektory se
slozkami, jeZ maji konecné a kladné rozptyly. Korelacni matici cor (X,Y) vektori X a Y
rozumime matici typu n X m se slozkami o(X;, ¥;) na misté (i, j).

Poznamka. Korela¢ni matice cor (X, X) ma tvar

1 o O1n
1
cor (X, X) — 912 an ,
Q1in  O2n 1

kde ojr = o(X;, Xj). Je-liV = var X, o; = YvarX; aD = diag(oy, ..., 0,), pak mdme
cor (X, X) =D"'vD.
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4 PoDMINENE ROZDELENT

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (Q, A, P). V této kapitole uvazujeme nahodné ve-
liciny a ndhodné vektory definované na tomto prostoru.

4.1 PODMINENA HUSTOTA

Uvazujme nahodny vektor X = (X, ..., X,,)", ktery je rozdélen na dva podvektory Y =
Xy, ... X)"aZ = (Xp41,.... X)), 1 < r < n. Chceme zkoumat rozdéleni ndhodného

vektoru Y v situaci, kdy vime, Ze ndhodny vektor Z nabyl konkrétni hodnoty z € R"™".

Definice 4.1 Necht ndhodny vektor Y ma hustotu fy (y) vzhledem k o -kone¢né mite u,
na (R’, 8)). Necht ndhodny vektor Z m4 hustotu fz(z) vzhledem k o -kone¢né mife y, na
(R™", BJ7"). Necht ndhodny vektor X = (YT ZT)T m4 hustotu fx (y, z) vzhledem k sou-
¢inové mife u = py X pp na (R”, 7).

Podminénou hustotou ndhodného vektoru Y, je-li ddno Z = z nazveme libovolnou ne-
zapornou méfitelnou funkci f(y | 2), kterd pro vSechna B € 87 a C € 8" spliiuje rovnost

fz(2) duz(2). 4.0

P[YGB,Z€C]=fc[f3f(yIZ)dm(y)

[Andeél 2002, Df. 3.18]

Pozniamka. Podminénd hustota za danych predpokladid existuje a je jednoznacné ur¢ena
u1-skoro vSude. Predpoklad existence hustoty fx vzhledem k souc¢inové mite u = pu; X u je
zavazny (nékdy neplati) a nutny (jinak nelze podminénou hustotu rovnosti (4.1) definovat).

Poznamka (Vypocet podminéné hustoty). Leva strana rovnosti (4.1) je vlastné
fx(y, 2) du(y, z).
BXC

Prava strana dava

fy | 2)fz(z)du(y, z).
BxC

Rovnost pro kazdé B a C nastane prave kdyz

fx(y. z) = fy | 2)fz(2)

u-skoro vSude. Podminénou hustotu tudiZ mGzeme pocitat vztahem

fx(y, 2)

f(y|Z):W

pro z takova, Ze fz(z) # 0.
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4 Podminéné rozdéleni

Véta 4.1 (Bayesova) Plati-li podminky definice 4.1, pak podminénd hustota p(z | y) ndhod-
ného vektoru Z, je-li ddno Y = y je rovna

fy | 2)fz(2)

p(zly) = mef(y | 2)fz(2) dpa(2)
0 jinak.

pokud jmenovatel neni roven 0,

[Andel 2002, V. 3.21]

4.2 PODMINENA STREDNTf HODNOTA

Stéle se zabyvdme nahodnym vektorem X = (X, ..., X,)" rozdélenym na dva podvektory
Y=0X,...X)"aZ=(X41,....%)",1<r<n Mametedy X = (YT, ZT)T.

Definice 4.2 Necht h(y, z) je méfitelna funkce R” — R™. Ozna¢me U = h(X) = h(Y, Z).
1. Podminénd stredni hodnota E (U | Z = z) ndhodného vektoru U = h(Y, Z), je-li

ddno Z = z je definovdna vyrazem

EWUIZ=2)= [ b w12 duw)

(pokud existuje).

2. Oznacme ¢(z) = E(U| Z = z) (je to néjakd méfitelna funkce z R"™" do R™). Na-
hodny vektor ¢(Z) znacime E (U | Z) a nazyvdme jej podminénou stredni hodnotou
nahodného vektoru U = h(Y, Z) pii daném (le€ neurceném) Z.

Poznamka. Jak je feceno vySe, podminénd stfedni hodnota E (- | Z = z) je funkce argu-
mentu z zobrazujici z R"™" do R™. Pro pevné z je to konstanta (v R™). Podminénd stfedni
hodnota E (- | Z) je ndhodny vektor o m sloZkédch; jeho realizovana hodnota zavisi na reali-
zované hodnoté ndhodného vektoru Z.

Nyni ptibereme do tvahy jesté dalsi méritelné funkce hy, hy : R? - R™ ay : R"™7 — R.
Oznacéme U, = (Y, Z) aU, = hy(Y, Z). Necht vSechny slozky U, U; a U, maji konecné
prvni momenty.

Véta 4.2 (Vlastnosti podminéné stfedni hodnoty)

(i) E(a| Z) = a pro jakékoli a € R™.

() E[E(U| Z)] =EU.

(i) E(aiU, + auU, | Z) = a1E(U, | Z) + a,E (U, | Z)) pro jakékoli ay, a, € R.
(iv) EWZU| Z) =w(ZEWU| Z)

[Andel 2002, V. 3.22-3.25]
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4 Podminéné rozdéleni

Véta 4.3 Necht vSechny slozky U = h(Y, Z) maji kone¢ny rozptyl a necht 7 je jakdkoli
meéfitelnd funkce z R"™" do R™ takovd, Ze vSechny slozky 7(Z) maji kone¢ny rozptyl. Pak
plati

var (U —t(Z)] >var[U -E(U | Z)].

[Andel 2002, V. 3.27]

Poznamka. Pracujeme-li s rozptylovymi maticemi (m > 1), rozumime vySe uvedené nerov-
nosti tak, Ze rozdil levé a pravé strany je positivné semidefinitni matice.

Poznamka. Véta 4.3 iikd, Ze chceme-li aproximovat ndhodny vektor U pomoci funkce na-
hodného vektoru Z, poskytuje podminénd stfedni hodnota E (U | Z') nejlepsi aproximaci
(co do rozptylu) mezi vSemi moZnymi funkcemi Z.

Podminéna stfedni hodnota se da (obrazné le¢ ponékud neptesn€) vysvétlit timto zptiso-
bem: Podminéna stfedni hodnota odstratiuje z U ndhodnost souvisejici s ndhodnym vekto-
rem Y, ale ponechavd ndhodnost zptisobenou ndhodnym vektorem Z.

Poznamka. V teorii pravdépodobnosti se zavadi obecnd abstraktni definice podminéné stfedni
hodnoty, kterd nespoléhd na existenci podminéné hustoty. O podminéné stiedni hodnoté
pak 1ze mluvit i tam, kde neexistuje podminénd hustota. Napftiklad E (Z | Z) nelze podle
definice 4.1 a 4.2 spocitat.

4.3 PODMINENY ROZPTYL

Necht EUTU < o, ¢ili véech m slozek ndhodného vektoru U = h(Y, Z) ma konecné roz-
ptyly.

Definice 4.3 Podminény rozptyl var (U | Z ) ndhodného vektoru U, je-li ddno Z, jest defi-
novan vyrazem
var(U| Z)=E([U-E(U| Z)]®2| Z).

Pozndmka. Podminény rozptyl z definice 4.3 je ndhodnd matice (ndhodna velic¢ina, pokud
m = 1). Podobné I1ze definovat podminény rozptyl var (U | Z = z ) pro konkrétni realizova-
nou hodnotu z vektoru Z.

Véta 4.4 (Rozklad nepodminéného rozptylu)
varU =Evar(U | Z)+varE(U | Z).

[Andeél 2002, V. 3.26]
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5 TRANSFORMACE NAHODNYCH VELICIN A
VEKTORU

Na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) uvaZzujme ndhodny vektor X = (X, ..., x)T,
jehoZz rozdéleni zndme, a méritelnou funkci g : R” — R". Nasim cilem je zjistit rozdéleni
ndhodného vektoru' Y = g(X).

Definice 5.1 (Nosi¢ rozdéleni) Necht X je (obecnd) ndhodna veli¢ina, kterd nabyva hod-
not z vybérového prostoru X. Necht rozdéleni X je absolutné spojité vzhledem k néjaké o--
kone¢né mife u. MnoZinu Sx C X nazveme nosicem rozdéleni ndhodné veliciny X praveé
kdyz plati:

L. PIX €Syl =1;

2. YVACSx:u(Sx\A) >0=>P[X Al <1

5.1 TRANSFORMACE NAHODNYCH VELICIN

Nejprve uvazujme piipad X = R, tj. transformujeme redlnou ndhodnou veli¢inu.

Tvrzeni 5.1 (Véta o monotonni transformaci) Necht X ma distribué¢ni funkci Fx a nosi¢ Sy.
Necht funkce g zobrazuje Sx na Sy € R. Oznaéme Y = g(X).
(i) Je-li g ryze rostouci, pak distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y je Fy(y) = Fx(g~'(y))
pro y € Sp.
(ii) Je-li g ryze klesajici, pak distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y je Fy(y) = 1-Fx (g ' (y)-)
pro y € Sp.
Znaceni. Je-li g redlna funkce s limitami zleva ve vSech bodech, pak vyraz g(x—) znaci zleva

spojitou verzi funkce g, tj. g(x—) & }lig(l) g(x —h).

Disledky.

1. Necht X je spojitd redlna veli¢ina s hustotou fx (x) a necht g je ryze monotonni a dife-
rencovatelnd skoro vSude. Hustota ndhodné velic¢iny Y = g(X) je pak rovna

fr() = fx(g—l(y)) ’dg;y(y)’ pro y € g(Sx);
0 pro y ¢ g(Sx).

2. Necht X je diskrétni redlnd veli¢ina s rozdélenim P [X = x] = g,, x € Sx.PakP [Y = y] =
dg-1(y» YV € 8(Sx)-
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5 Transformace ndahodnych velicin a vektorii

Nyni prozkoumédme nemonotonni transformace. Budeme predpoklddat, Ze existuji inter-
valy Gr € R, k = 1,2,..., takové, ze | J;_;Gr 2 Sx, GiNG; = O proi # j, a g je ostfe
monotonni na kazdém Gy.

Znaceni.

¢ Ozna¢me K mnozinu vSech indext k takovych, Ze g roste na Gx a K~ mnozinu vSech
indext k takovych, ze g klesd na Gy.

* Ozna¢me g funkci g restriktovanou na Gy, tfeba gi(x) = g(x)1g,(x). Pak existuje
g (») proy € gi(Gy).

* Oznatme Xi = X 16,(X), i = gx(Xp). Mdme X = Y7 Xp aY = 377, V.

Tvrzeni 5.2 Za danych predpokladti plati

B()= > P[Xc<g'0hXeG|+ > P[xe>gl() X eGl.
keK+ keK-

Tvrzeni 5.3 Necht md navic X hustotu vzhledem k Lebesgueové mite a necht je kazdd g
diferencovatelna (skoro vsude) v Gi. Pak Y ma hustotu

g (y)

dy ﬂgk(Gk)(y)

Fr) =) felg )
k=1

Poznamka. Chceme-li pouze spocitat stfedni hodnotu EY = E g(X), je obvykle snazsi pou-
Zit pfimy vzorec E g(X) = f g (x)fx(x) du(x) nez pocitat nejprve hustotu Y a pak integrovat
Eg) = [yfr(y)du(y).

5.2 TRANSFORMACE NAHODNYCH VEKTORU

Uvazujme nahodny vektor X = (X, ..., X,)! s nosi¢em rozdéleni Sx C R” a spojitym
rozdélenim (md hustotu vzhledem k Lebesgueové mife). Necht je ddna transformace g :
R" — R", vlastné vektor n funkci gy, ..., g,, kazda z nichz zobrazuje R" do R.

Zajima néas rozdéleni ndhodného vektoru Y = g(X). Budeme predpokladat, ze transfor-
mace g je diferencovatelna skoro vSude v Sx, tj. existuje matice

0g1(x) 0g1(x)
5g(x) B 0x1 t 0xp,
oz 98, (@) 98y (@)
ox1 0xy

. . .. .. 0g(x
Determinant této matice (jakobidn transformace g) budeme znacit det %

Tvrzeni 5.4 Necht X mad hustotu fx (x) vzhledem k Lebesgueové mife. Necht g je prosté

0
zobrazeni a det % # 0 pro skoro vSechna x € Sx.Pak' Y = g(X) ma hustotu
T

g (y)
det 282
e 7

@) =rfx@E @) Tesx) ()

vzhledem k Lebesgueové mife.
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5 Transformace ndahodnych velicin a vektorii

Poznamka. Plati

08 (y) _ (8g(w) )‘1
oy 0x la=g-(y)
a
dg~! 1
det g(9 (y) _ . '
Yy det Wla::g—l (y)

Tvrzeni 5.5 Necht X ma hustotu fx (x) vzhledem k Lebesgueové mife. Necht existuji mno-

Ziny Gy € R" k = 1,2, ..., takové, ze U, Gy 2 Sx, G;NGj = Oproi # j, ge(w) &

0
g(x)1g. () je prostd na kazdém Gy, a det ogc(@)

Y = g(X) mé hustotu

# 0 pro skoro vSechna € Gi. Pak

S _ dg; ' (y)
@) =) fx(e @) det =5 = Tuco (®)
k=1
vzhledem k Lebesgueové mife.
Pozndmka. Necht X = (Xi,, ..., X,)" je ndhodny vektor a t n&jakd hladk4 méfitelna funkce

R" — R. Jaké je rozdéleni ndhodné veliciny T = ¢(X)?

Zvolme vhodné transformaci g : R” — R” tak, aby g;(x) = t(x). Plati-li pfedpoklady
tvrzeni 5.5, mGzeme podle néj spocitat sdruzenou hustotu ndhodného vektoru ¥ = g(X).
Marginalni hustotu ndhodné veli¢iny T = ¥; zjistime vyintegrovanim ostatnich sloZek podle
(3.1.

Véta 5.6 (o konvoluci) Necht X aY jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, necht X ma hustotu fx
vzhledem k mife y; a Y ma hustotu fy vzhledem k mife u,. Pak Z = X + Y ma distribu¢ni
funkci

Fz(z) = f FWFx(z —y) dux(y) = f Fx () Fy(z - x) dpa (x).
Jsou-li X aY spojité, pak Z ma hustotu
fz(2) = f FWfk(z-y)dy = f Fx () fyr(z —x) dx
vzhledem k Lebesgueové mite. Jsou-li X a Y diskrétni, pak

PiZ=zl= Y P[Y=y]P[X=z-y]= ) PIX=x]PlY=z-x].

YESY XESx
[Dupac & Huskova 1999, V. 3.13 a 3.14]

Tvrzeni 5.7 Necht X a Y jsou nezdvislé ndhodné veliCiny, necht X md hustotu fy vzhledem
k mife u; a Y ma hustotu fy vzhledem k mire p,. Pak Z = X/Y ma distribu¢ni funkci

o 0
FZ(Z)Zf fY(J’)FX(ZJ/)dﬂz(J/)"'f K = Fx(zy)l dua(y).
0 —00
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5 Transformace ndahodnych velicin a vektorii

Jsou-li X aY spojité, pak Z ma hustotu

fo(z) = f VLR ) (zy) dy.

(%)

[Dupac¢ & Huskova 1999, V. 3.15(2)]
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6 NORMALNI ROZDELENI1

Poznamka (Normalni rozdéleni).

. PR 1 2 . . o y
» Nahodn4 veli¢ina Z s hustotou ¢(z) = ——e~%/?> ma normované normdlni rozdélent;

V2r

zna¢ime Z ~ N(0, 1). Jeji distribu¢ni funkci zna¢ime

D(z) & f o(t)dr.

(o0

e Jestlize Z ~N(0,1)aX =0Z + u,kde o > 0a u € R, pak X ma normdlini rozdeéleni s
parametry u a o2, znac¢ime X ~ N(u, 0?). Jeji hustota je

1 x-u 1 _ew?
x(x) = —¢ ) = e 2% .
f g ( g V2o

Jeji distribu¢ni funkce je Fx (x) = ®(=E).
e Jestlize X ~ N(u, 0?) pak EX = p,varX = 02, y3 = 0, y4 = 3.

6.1 MNOHOROZMERNE NORMALN{ ROZDELENT

Definice 6.1 Necht Z = (Z,, ..., Z,)T, kde Z; ~ N(0, 1) jsou nezavislé. Necht A, je matice
a p € R" je pevny vektor. Ndhodny vektor X definovany jako X = AZ + p pak ma n-

— P <7 df <
rozmérné normdlni rozdéleni s parametry pr a X = AAT. Znaéime X ~ N, (1, X).

Poznamka.
e EX =p,var X = 2.
e X mé n-rozmérné normalni rozdéleni < pro libovolné ¢ € R” plati ¢" X ~ N(-, -).
« Libovolna symetrickd positivné semidefinitni matice X se d4 napsat jako AAT pro né-
jaké A, r < n. Plati: r < n praveé kdyz X je singuldrni.

Véta 6.1 Necht X ~ N, (i, X) a X je reguldrni. Pak existuje hustota X vzhledem k Lebesgu-
eové mife na R" a jeji tvar je

Fx(@) = 1 et @ @)

(2m)"/2+/det T

pro x € R". [Andél 2002, V. 4.10]

Poznamka. Je-li ¥ singuldrni, pak hustota X vzhledem k Lebesgueové mife na R” neexistuje,
nebot nosic rozdéleni X je mnozina miry 0.
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6 Normalni rozdéleni

Priklad (Dvourozmérné normalni rozdéleni). Necht n = 2, ¥ je reguldrni, oy = var Xi, 0» =
var X, a o = cor (X, X»). Hustotu ndahodného vektoru X = (X, X)T pak Ize vyjadfit ve tvaru

_ 2 _ _ _ 2
1 1 [(xl 140 _29()61 up)(xp H2)+(X2 H2) ]

- _ 2 2 2
f(x x2) = e M e
2no10241 -0

2
Véta 6.2 (Vlastnosti mnohorozmérného normalniho rozdéleni)
Necht X ~ N, (u, 2), kde X = (X[, X)), = (p], p3)7, = = (5 §2) a dimenze jednot-
livych sloZek jsou k x 1 pro X a p; a k X k pro X;;. Pak plati:

i) X1~ Np(per, Z11).
(ii) Jestlize X1, = 0, pak X; a X jsou nezavislé.

(iii) Je-li X5, reguldrni, pak podminéné rozdéleni X, je-li ddno X, = x», je k-rozmérné
normalni se stfedni hodnotou

Hi2 =+ 12250 (T2 — o)

a rozptylem
Y12 = 211 — 21225, 2oy

[Andel 2002, V. 4.5, 4.11, 4.12]
Poznamka. Z predchozi véty plyne:
e Maji-li X; a X, sdruZené normalni rozdéleni, pak maji margindlni normalni rozdéleni.

e Maji-li X; a X, sdruzené normadlni rozdéleni a jsou-li nekorelované, pak jsou nezavislé.

Poznamka. Maji-li X; a X, margindlni normdlni rozdéleni, pak X = (X, X>)" nemusi mit
sdruZené normdlni rozdéleni (najdéte si protiptiklad).

6.2 ROzZDELEN] )%, TAF

Pozndmka. Néhodna veli¢ina X mé y? rozdéleni o r stupnich volnosti, znacime X ~ y?,
préavé kdyz jeji hustota vzhledem k Lebesgueové mire je

1
fx(x) = ———x"2"1e ™2 1 (g o) (x).
272 (3)

Rozdéleni y? je specidlni pfipad gama rozdélent: F(%, 5).

Véta 6.3 (0 y?-rozdéleni)

(i) Necht X, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veliCiny s rozdélenim N(0, 1). Pak plati Y =
" X% ~ x%. [Dupac & Huskovd 1999, V. 3.16(ii)]

(ii) Necht X ~ N, (u, X), kde X je regularni. Pak

Y= (X)X —p) ~ x5
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6 Normalni rozdéleni

(iii) Necht X ~ N, (0, ¥) a necht A je takova matice typu n X n, ze AX je nenulova a idem-
potentni. Pak
Y= XTAX ~ x2 4.

[Andel 2002, V. 4.15 a 4.16]

Poznamka (néco o maticich).
» Ctvercovou matici D nazveme idempotenini pravé kdyz DD = D.
¢ tr D znaci stopu matice D, tj. soucet jejich diagondlnich prvkd.
¢ Je-li matice D idempotentni, pak tr D = r(D) (hodnost je rovna stopé).

Véta 6.4 (o t-rozdéleni) Necht X ~ N(0,1) aZ ~ Xi jsou nezavislé. Pak ndhodna velicina
df _x . o
= 7z% md rozdéleni s hustotou

(&) 12\~
= — |1 —_
Fre(0) r(g)\/ﬁ( + =)

k
vzhledem k Lebesgueové mife. Rozdéleni ndhodné veli¢iny T se nazyva [Studentovo] ¢ roz-
déleni s k stupni volnosti, znacime T ~ t;. [Dupac & Huskova 1999, V. 3.16(iii)]

Poznamka (Vlastnosti t rozdéleni).

¢ Hustota ¢ rozdéleni je symetrickd kolem 0.

e Pro k = 1 jest fr,; hustotou Cauchyova rozdéleni C(0, 1). Rozdéleni #; nem4 stfedni
hodnotu.

¢ Obecné ma T konecné momenty do ftddu k — 1, ET = 0prok > 1,varT = ksz pro
k> 2.

¢ Pro velké k se hustota t rozdéleni blizi hustoté normovaného normalniho rozdéleni:
limy oo |fr k() — @(t)| = 0 pro kazdé ¢t € R. TudiZ a-kvantil rozdéleni #; konverguje k
a-kvantilu rozdéleni N(0, 1) pro k — co.

Véta 6.5 (0 F-rozdéleni) Necht X ~ y2 aY ~ x2 jsou nezdvislé. Pak ndhodna veli¢ina

_X/m
"~ Y/n
ma hustotu r(man)
_ T2 ) mNG omoy mo\-ug

vzhledem k Lebesgueové mife. Rozdéleni ndhodné veliciny Z se nazyvé [Fisherovo-Snedecorovo]
F rozdeéleni s m a n stupni volnosti. [Dupac & Huskova 1999, V. 3.16(iv)]
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7 LIMITNI VETY

Na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) mdme danou posloupnost ndhodnych vektorti
X1, Xo, X3, .., kde X;: (Q A) - (RE, B a X; = X, ... Xi) "

7.1 KONVERGENCE NAHODNYCH VELICIN A VEKTORU

Definice 7.1 (konvergence v pravdépodobnosti) Rikdme, Ze posloupnost ndhodnych vek-
tort { X}, , konverguje v pravdépodobnosti k ndhodnému vektoru X pro n — oo pravé
kdyz

\7’8>0:’}i_1)130P[||Xn—X|| >¢g] =0.

. o . < P
Konvergenci v pravdépodobnosti zna¢ime X, — X.
Pozndmka. |la|| znaci eukleidovskou normu vektoru a, tj. ||al| = VaTa.

Definice 7.2 (konvergence skoro jist¢) Rikdme, Ze posloupnost ndhodnych vektorti { X, by
konverguje skoro jisté k ndhodnému vektoru X pro n — oo pravé kdyz

P(lim | X, - X =0) =1.
n—oo

. o y s
Konvergenci skoro jisté znac¢ime X, — X.

Definice 7.3 (konvergence v distribuci) Rikdme, Ze posloupnost { X}, konverguje v dis-
tribuci k ndhodnému vektoru X pro n — oo pravé kdyz

lim FX” (LL') = Fx(:l:)
n—oo
D
v kazdém bodé x, v némz je Fx (x) spojitd. Konvergenci v distribuci znacime X,, — X
nebo Fx, — Fx nebo L(X,) = L(X).

Poznamka. Symbolem £(X,) se rozumi rozdéleni ndhodného vektoru X, (z angl. Law).
Vyraz L(X,) — L(X) ¢teme ,rozdéleni X, konverguje k rozdéleni X “. MizZeme také fikat,

S.

7e X,, m4 asymptotické (limitni) rozdéleni Fx a psat X, = L(X).
Tvrzeni 7.1

. sj P

HX,—X = X,—X

(i) Xy — X = X, — X
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7 Limitni véty

Poznamka. Opacné implikace neplati. Nicméné pokud ndhodné vektory konverguji v dis-

D P
tribuci ke konstanté, tj. X,, — ¢, pak plati X,, — c.
Tvrzeni 7.2 (vlastnosti konvergence v distribuci)

D D
(i) (Cramér-Woldova véta) X, — X & YeeRF:c"TX, — ¢' X.

(ii) (Helly-Brayova véta) X, >, X & Eg(X,) — EgX) pro kazdou spojitou omezenou
funkcig : R — R.

D
(iii) (Fatouovo lemma) X,, — X = E |X| < liminf E |X,,|.
n—oo

Tvrzeni 7.3 (Véta o spojité transformaci) Necht X, X, X, ...jsou ndhodné vektory a funkce
g : R¥ — R je spojitd na mnoZiné Sx.

i) X, — X = g(X,) — g(X).
i) X, -5 X = g(X,) -5 g(X).
(i) X, = X = g(X,) - g(X).

Tvrzeni 7.4

P P
(i) Necht pro posloupnost { X}, plati X;;; — Xjpron - ~aj=1,..., k.Pak X,, —
X=X, ..., X"

(ii) Necht pro posloupnost { X}, plati X,,; N Xjpron —»>ocaj=1,..., k. Pak X, 2,
X=X, ..., X0 .

Poznamka. Pro konvergenci v distribuci tato vlastnost neplati.
Tvrzeni 7.5 Necht Xj, X, ... je posloupnost ndhodnych veli¢in takovych, ze EX,, — u a

P
varX,, — 0. Pak X;, — pu.

) ., , 5 , D P P
Tvrzeni 7.6 (Cramérova-Sluckého véta) Necht X,, — X, A, — aaB,, — b,kde X,,, X, A,
B, jsou ndhodné veliciny a a, b jsou konstanty. Pak plati

D
A, X, + B, — aX + b.

Pozndmka. Craméroveé-Sluckého vété se casto fika Sluckého véta. Tato véta plati i pro vek-

. D P P . NP )
tory, tj. pokud X,, — X, A, — A a B, — b, kde X, a X jsou k-rozmérné nadhodné
vektory, A, je ndhodnd matice o dimenzich m X k, A je matice konstant o dimenzich m x k,
B, jsou m-rozmérné nahodné vektory a b je m-rozmérny vektor konstant, pak

D
A,X,+B, — AX +b.

D
Tvrzeni 7.7 Necht a,(X,, — ) — X, kde a,, > 0 je posloupnost redlnych cisel splnujici

P
a, — oo a u je vektor konstant. Pak X,, — p.
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7 Limitni véty

7.2 ZAKONY VELKYCH CiSEL

v . p o0 < ~ df o p
Uvazujme ndhodnou posloupnost { X} ;. Ozna¢me X ,, = % 2.y X (pramér z prvnich n

vektorl).

Véta 7.8 (Cebyseviiv slaby zakon velkych ¢isel) Necht Xi, Xo, . . . je posloupnost nezavislych
nahodnych veli¢in se stfedni hodnotou E X; = u a rozptylem var X; < C pro néjaké C € R.
Pak plati

— P
Xn— U

Tvrzeni 7.9 (Chincintv slaby zdkon velkych ¢isel) Necht X, X», ... je posloupnost nezavis-
lych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in s kone¢nou stfedni hodnotou E X; = u. Pak plati

— P
Xn— U

Tvrzeni 7.10 (Kolmogorovoviiv silny zdkon velkych ¢isel) Necht Xj, Xo, ... je posloupnost
nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s kone¢nou stfedni hodnotou EX; = u.
Pak plati

— sj
Xn— U

Poznamka.

e Zakony velkych cisel plati i pro ndhodné vektory, pokud vSechny jejich slozky spliuji
stanovené predpoklady (viz tvrzeni 7.4).

« Cebyseviiv slaby zakon velkych ¢isel nevyzaduje, aby byly vSechny veliciny stejné roz-
dé€lené, ale vyzaduje, aby mély omezeny (tj. nutné konecny) rozptyl. Chinc¢intv slaby
zdkon velkych ¢isel a Kolmogorovoviiv silny zdkon velkych ¢isel vyzaduji, aby byly vSechny
veli¢iny stejné rozdélené, ale nevyZaduji, aby mély kone¢ny rozptyl.

o Zéakony velkych c¢isel 1ze zobecnit i na zavislé velic¢iny, pokud nejsou zavislé ,prilis“.
Napf. u Cebysevova zdkona velkych cisel staci nahradit nezavislost podminkou
n=2y Y cov (X;, Xj) — 0.

Piiklady.
1. Jestlize X; ~ C(0, 1), pak X,, ~ C(0, 1) pro libovolné n. Priimér nekonverguje ke kon-
stanté.
2. Empiricka cetnost vs. pravdépodobnost jevu.

7.3 CENTRALNI LIMITNi VETA

Uvazujme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych k-rozmérnych ndhodnych vektort
{ X},

n=1"
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7 Limitni véty

Tvrzeni 7.11 (centrdlni limitni véta pro nezévislé stejné rozdélené nahodné vektory) Necht
{ X}, jsou nezavislé a stejné rozdélené ndhodné vektory se stitedni hodnotou p = E X; a
konecnou rozptylovou matici £ = var X;. Pak plati

1 « — D
NG Z;(Xi — ) = V(X = p) — Ni(0, 3).
Poznamka. Neformadlni zapis tvrzeni centrdlni limitni véty: Yn <N e(p, n7IY).
Priklady.

1. Aproximace binomického rozdéleni normalnim
2. Aproximace y? rozdéleni normalnim

Véta 7.12 (A-metoda) Necht {T},};", spliiuje

VAT, - p) — Ni(0, Z)

pro néjaky vektor konstant 1 € R* a matici X. Necht g : R¥ — R je funkce, kterd je spojité
diferencovatelnd v néjakém okoli bodu p. Ozna¢me D(x) = a‘%%. Pak plati

VR(g(T,) - g(12)) — N,y (0, D()=D()T).

Priklad. Asymptotické rozdéleni log X ,.

34



8 PREHLED PRAVDEPODOBNOSTNICH
ROZDELENT

8.1 DISKRETNI ROZDELEN{

8.1.1 ALTERNATIVNT ROZDELENT

TéZ se nazyva Bernoulliovo nebo nula-jedni¢kové rozdéleni.

Znaceni: X ~ Alt(p)

Parametry: pe(0,1)

Nosic: X € {0, 1}

Hustota: P[X=jl=p/ A-p)i, jelo1}

Stredni hodnota: EX=p

Rozptyl: varX = p(1 - p)

Poznamky: Rozdéleni indikatoru ndhodného jevu, tispéch vs. netispéch.

8.1.2 BINOMICKE ROZDELENT

Znaceni: X ~ Bi(n, p)
Parametry: pe0,1),neN
Nosic: Xelo1l,...,n}
Hustota: P[X =j]= (’?)pf(l -p)"i, je{o1,...,n)
J
Stredni hodnota: EX=np
Rozptyl: varX = np(1 - p)
Poznamky: ¢ Rozdéleni souctu nezavislych alternativnich veli¢in (poc¢tu Gspé-

chtt mezi n pokusy). Piesnéji, jsou-li X; ~ Alt(p) nezavislé, i =
L,...,n,pak 7', X; ~ Bi(n, p).

e Bi(1, p) jest Alt(p).

e JestliZzen —» cocanp — A < oo, pak Bi(n, p) konverguje k Po(2).
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8 Prehled pravdépodobnostnich rozdéleni

8.1.3 GEOMETRICKE ROZDELENT

Znaceni:
Parametry:
Nosic:
Hustota:

Stredni hodnota:

Rozptyl:

Poznamky:

X ~ Geo(p)

p €0, 1)

Xef{0,1,2 ...}
P[X=jl=pQ-p)y, j=012,...

1_
Ex=—2"

1-p
pz

var X =

Pocet netspécht pred prvnim tspéchem v posloupnosti nezavislych
pokusti.

8.1.4 POISSONOVO ROZDELEN{

Znaceni:
Parametry:
Nosic:
Hustota:

Stredni hodnota:
Rozptyl:

Poznamky:

X ~ Po(Ad)

A>0

Xe{0,1,2 ...}
pY

P[X:j]:'—'e_/l, j:O,l,Z,...
Jj!

ExX=2

varX = A

Rozdéleni poctu ispéchti pri velkém poctu nezavislych experimett s
malou pravdépodobnosti tspéchu [n — o0, np — A < o0 = Bi(n, p)
konverguje k Po(1)].

8.1.5 NEGATIVNE BINOMICKE ROZDELENT

Znaceni:
Parametry:
Nosic:

Hustota:

Stredni hodnota:

Rozptyl:

Poznamky:

X ~ NB(n, p)
pe0,1),neN
Xef{0,1,2...)

. n+j-1 F
P[X=J]=( 1 )p"(l—p)f, j=0,12...
]__
EX=n P
1-
varX =n 2P
p

Rozdéleni poctu netispéchii predchézejicich n-tému tspéchu v po-
sloupnosti nezavislych pokust. NB(1, p) jest Geo(p).

36



8 Prehled pravdépodobnostnich rozdéleni

8.2 SPOJITA ROZDELENi

8.2.1 ROVNOMERNE ROZDELENT

Znaceni:
Parametry:
Nosic:

Hustota:

Distribucni funkce:

Stredni hodnota:

Rozptyl:

Poznamky:

X ~R(a, b)
abeR a<b
X € (a, b)
1
f(x):mﬂ(a,b)(x)’ x€R
0 x < a,
F(x) = S a<x<bh,
1 x>Db
EX=a+b
2
PRy
12

Rozdéleni s konstantni hustotou.

8.2.2 NORMALNI ROZDELEN{

Znaceni:
Parametry:
Nosic:

Hustota:

Distribucni funkce:

Stredni hodnota:

Rozptyl:

Vyssi momenty:

X ~N(u, 0%)
HER, 02 >0
XeR

fx) =

e—(x—u)z/(Zaz)’ reR
2no

F(x):(b(fi%ﬁ),kdedwx)z 212 gy,

7 Lo
EX=u

var X = g2

3 0 k liché
Pe= Vo= 1)(k=3)- -3 1}o*  k sudé

Spicatost: y4 = 3

8.2.3 NORMOVANE NORMALN{ ROZDELENT

Distribucni funkce:

Vlastnosti:

D(x) = “u*/2 4y,

e
O(-x) =1 - D(x)
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8 Prehled pravdépodobnostnich rozdéleni

Hodnoty:
b 0 0.5 1 1.5 2 3
O(x) 0.5 0.6915 0.8413 0.9332 0.9772 0.9987

Kvantily:

a 0.5 0.8 0.9 095 0975 099 0.99
O l(a) 0 0.8416 1.282 1.645 196  2.326 2.576

8.2.4 CAUCHYOVO ROZDELEN{

Znaceni: X ~C(a, b)
Parametry: acR,b>0
Nosic: XeR
1 x—a\2]™
Hustota: =—|1 +( )
ustota f(x) o [ 3 ]

T 1 1 X—a
Distribucni funkce: F(x) = > + —arctg 5
T

Stredni hodnota: E X neexistuje
Rozptyl: var X neexistuje
Poznamky: Hustota je symetrickd kolem a, momenty neexistuji, E [X| = +oo.

8.2.5 EXPONENCIALNI ROZDELENT

Znaceni: X ~ Exp(Q)

Parametry: A>0

Nosic: X € (0, )

Hustota: F(x) = &7 (g,00) (%)

Distribucni funkce: F(x) = {0 ~ x <0
l-e™ x>0

Stredni hodnota: EX = %
1

Rozptyl: varX = =

8.2.6 GAMA ROZDELENT

Znaceni: X ~T(a, p)

Parametry: a>0,p>0

Nosic: X € (0, )
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8 Prehled pravdépodobnostnich rozdéleni

aP
Hustota: (x) = —xP e 1oy (x), x€R
7= 1) o
Stredni hodnota: Ex="2
a

) _p

Rozptyl: varX = —
a

Poznamky: * T'(a, 1) jest Exp(a)

* I'(a, k), k € N, jest souctem k nezavislych veli¢in s rozdélenim
Exp(a); toto rozdéleni se téz nazyva Erlangovo.

1
el (5, g) jest x2-rozdéleni.

8.2.7 BETA ROZDELENT{

Znaceni: X ~ B(a, B)
Parametry: a, >0
Nosic: X €(0,1)
Hustota: = @=1(1 — x)P17
ustota f(x) Ba. B)x (1-x) 0,1 (x)
Stredni hodnota: EX = —
a+p
Rozptyl: varX = ap
(@+PB)?(a+pB+1)
Poznamky: B(1, 1) jest R(0, 1).
8.2.8 y? ROZDELEN{
Znaceni: X~ x?
Parametry: r € N, stupné volnosti
Nosic: X € (0, )
1
Hustota: x) = ———xTD2e=x/27 ( (x
f(x) 22T 2) (0,00) (%)
Stredni hodnota: EX=r
Rozptyl: varX = 2r
Poznamky: e Specidlni pfipad I'-rozdéleni s parametry %, 5

¢ Rozdéleni souctu kvadrathi r nezavislych normovanych normal-
nich velicin.

39



8 Prehled pravdépodobnostnich rozdéleni

Kvantily:

8.2.9 STUDENTOVO T-ROZDELENT

Znaceni:
Parametry:

Nosic:
Hustota:

Stredni hodnota:
Rozptyl:

Poznamky:

a
r 0.9 0.95 0.99  0.999
1 2.706 3.841 6.635 10.828
2 4605 5991 9210 13.816
3 6251 7.815 11.345 16.266
4 7779  9.488 13.277 18.467
5 9236 11.070 15.086 20.515
6 10.645 12.592 16.812 22.458
7 12.017 14.067 18.475 24.322
8 13.362 15.507 20.090 26.124
9 14.684 16919 21.666 27.877
10 15.987 18.307 23.209 29.588
15 22307 24.996 30.578 37.697
20 28.412 31.410 37.566 45.315
30 40.256 43.773 50.892 59.703
40 51.805 55.758 63.691 73.402
50 63.167 67.505 76.154 86.661
X ~ tg
k € N, pocet stupnti volnosti
XeR
. r (%) (1 xz)—(k+l)/2
X) = + —
r (%) Vkn k
EX =0 pro k > 2, neexistuje pro k = 1.
varX:k 2prok23,varX=ooprok=1,2.

e t; jest C(0, 1)

* Jsou-li X ~ N(0,1) a Z ~ x% nezavislé, pak

8.2.10 (F1IsHEROVO) F-ROZDELENT

Znaceni:
Parametry:
Nosic:

Hustota:

X ~Fmn

m, n € N, stupné volnosti

X € (0, 00)

f) = =
B (%,

40

/2
E)m xm/2-1 (1 + ﬂx

n

X t
~
VZ/k
—(m+n)/2
) 10,009 (%)



8 Prehled pravdépodobnostnich rozdéleni

. . n R
Stredni hodnota: EX = 5 pron > 3, neexistuje pro n = 1, 2.
n —_—
Rozptyl ar X 2n*(m + n—2) ro n > 5, var X ron <4
: varX = n >5,varX = oo n < 4.
Pty mn—22(n—4) P p
p: . 2 2 e 12 Zl/m
Poznamky: e Jsou-li Z; ~ x4, a Z, ~ x4, nezdavislé, pak 7] ~Fmn
2/ n
n Y
e Je-liY ~ B(m/2, n/2), pak — —— ~ Fj,, »,
ml-Y ’
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8 Prehled pravdépodobnostnich rozdéleni

8.3 MNOHOROZMERNA DISKRETNI ROZDELEN{

8.3.1 MULTINOMICKE ROZDELENT

Znaceni:
Parametry:
Nosic:

Hustota:

Stredni hodnota:

Rozptyl:

Poznamky:

X ~ Multg(n; p)

k > 2 pocet piihradek, n € N pocet pokusi, p € {(0, 1)* : ;.“:1 p; =
1} pravdépodobnosti prihradek.
X e{{0o,1,...,n)F: 35, X; = n)
PlXy=r X—r]—L”--- T Ta(r)
1 =11y Ak — k_r]!"’rk!pl pk A ’
kde A={re{0,..., n}*: Z;.Czlrj = n}
EX =np
var X = n[diag (p) —pp']

¢ Rozdéleni poctu kouli padlych do kazdé z k prihrddek pfi n ne-
zavislych pokusech.
* Margindlni rozdéleni X; jest Bi(n, p;), j=1,..., k

8.4 MNOHOROZMERNA SPOJITA ROZDELEN{

8.4.1 MNOHOROZMERNE NORMALNI ROZDELEN{

Znaceni:
Parametry:
Nosic:

Hustota:

Stredni hodnota:

Rozptyl:

Poznamky:

X ~ Ni(p, X)

p € RF stfedni hodnota, £ > 0 positivné semidefinitni rozptylova
matice

X e R
1 1
f(x) = ———exp {——(:c )"z (- p)}, x € R* Pokud
(2m)k/2+/det = 2
je X singularni, hustota vzhledem k Lebesgueové mife neexistuje.
EX =pu
var X =X

2

Je-li k = 2, miZeme vyjadiit X = ( Q((fj;l(fz QO;ZO-Z ), kde o = cor (X1, X3).
2

Pak

f(xl’ x2) =

et [
2n4/1 — 0?0107 2(1-0%) o
(x1 = p1)(x2 — p2) N (x2 — Mz)z]}

g102 0'%

—ZQ
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podminény, 23

smérodatnd odchylka, 13
stfedni hodnota, 12, 17

podminénd, 22

Sikmost, 13
Spicatost, 13
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33
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33

o x? rozdéleni, 30

o F rozdéleni, 30

o konvoluci, 26

o rozdéleni podilu, 27

o spojité transformaci, 32

o t rozdéleni, 30

o transformaci, 24, 25

Radon-Nikodymova, 10
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Cisel, 33

Sluckého, 32

zékon velkych cisel
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