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Matematicka statistika
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Uvod
®
Co je statistika?

Prehled témat Co je statistika?

Statistika = véda o ziskavani, zpracovani a interpretaci informace
obsazené v empirickych pozorovanich skutecného svéta
(v namérenych datech, priizkumech apod.)

@ (vod

(co je to statistika, motivaéni priklady z chemie)
@ popisna statistika

(popis vysledku experimentalniho méreni) Statistika = véda o zkoumani reality na zakladé napozorovanych
o zaklad pravdépodobnosti (pravdépodobnost, nahodné veliiny, dat

jejich charakteristiky, nezavislost)
Cil pfednasky= porozumét zakladnim principéim statistickych

@ principy statistické indukce
principy metod a pochopit feseni vybranych jednoduchych problémd.

@ principy testovani hypotéz
(Dulezité je osvojeni si hlavnich principt, pojmi, zakladnich metod.

@ vybrané statistické test 0o _
y y Nikoliv ueni se vzorecki.)

Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 3/ 56 Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 4/ 56



Uvod
®
Co je statistika?

Uvod
®
Co je statistika?

Zakladni deleni statistiky Kde, kdy a proc se pouziva statistika?

@ popisna (deskriptivni) Zkoumame slozity systém
o popis konkrétnich dat
o nékolika &isly a obrazky struéné vystihnout dilezité
o zavéry pouze o danych datech, nelze zobecnovat

@ nelze jednoduse pochopit nebo popsat pouze na zakladé teorie
(tj. potfebujeme empirické zkuSenosti)

@ za stejnych nebo podobnych podminek se miize projevovat

@ induktivni (konfirmatorni) odlignym zpiisobem = nahoda

o na zakladé dat umoziuje odpovidat na obecné otazky o
populaci « zavéry lze zobecnit o priklady: védecky experiment (méreni), lidska spolecnost,

o odhady populaénich parametri ekonomika, lidské télo, ekosystém, sport, ...

o predpoklady, znalost statistickych metod

e @ chceme odhalit souvislosti, zakonitosti, systematické chyby atd.
o dilezita je interpretace
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Uvod
®
Co je statistika?

Uvod
®
Co je statistika?

Druhy statistickych Gloh (alohy statistické
indukce)

Oblasti aplikace statistiky

o Prirodni védy
o biologie, chemie, fyzika, meteorologie, klimatologie,
environmentalni védy
o medicina, genetika, farmakologie

@ Ekonomie

o makro & mikroekonomie, bankovnictvi, pojistovnictvi, . .. @ odhady parametrli «~» vypocet Ciselnych charakteristik

o Technické védy @ testovani hypotéz «~» ovérovani pravdivosti vyroki
o telekomunikace, doprava, pocitace, strojirenstvi, kontrola o predikce «~ predpovédi
jakosti, fizeni a organizace vyroby, ...
@ Spolecenské védy
e sociologie, behavioralni védy, archeologie, lingvistika,
antropologie . ..

@ optimalizace «~» hledani optimalnich parametri

@ A mnoho dalsich (sport, marketing, préizkum verejného minéni

)
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Uvod Uvod

S .
Co je statistika? Statistika v chemii
Priklad Statistika v chemickych oborech
Na zakladé adajii z predchozich let Ize usuzovat Experiment
@ Ze by tu dnes mélo byt 60 % zen a 40% muzi o dilezity nastroj vyzkumu
@ pritomné studentky budou v priiméru 168 cm vysoké, o slozité fyzikalné-chemické modely — experimentalni zjisténi,
s hmotnosti 60 kg a velikosti bot asi 38,5 ovéreni
@ pritomni studenti budou v priiméru 183 cm vysoci s hmotnosti o prakticky veskery moderni vyzkum — statistické zpracovani
76 kg a velikosti bot asi 43 vysledkii

@ pres 30 % pritomnych bude z Prahy, kolem 11 % ze
stfedoCeského kraje a jen velmi malo studenti bude ze

Slovenska a Moravy (statisticky vyznamné méné nez napf. na @ nahodné chyby
MFF) omezena presnost méficich pristrojti, proménlivost

podminek,. . . kolisaji nahodné kolem skutec¢né hodnoty

Chyby méreni

Optimalizace: zména poslucharny z M1 — M2 — CH1 @ systematické chyby
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Uvod
®
Statistika v chemii

Uvod
o
Statistika v chemii

Statistické alohy

]
)]
]
]
]
()]
()]
]

Priklady

Kontrola Cistoty (kvality) chemikalie

planovani experimenti Porovnani dvou (nebo vice) metod méreni

detekce systematickych chyb o koncentrace oxidu fosfore¢ného v hnojivu — vyuziti citronanu
nebo vyuziti kyseliny sirové

e stanoveni obsahu dinitrokresolu v postfikovacim pfipravku —

analyticka chemie polarografickd metoda (pracna) nebo titraéni stanoveni
(levngjsi, rychlejsi)

o stanoveni zlata v klenotnickych slitinach

kalibra¢ni primka

optimalizace

rimyslova vyroba: kontrola kvality, atd. )
priimy Y Y Porovnani vytézku z chemické reakce za rtiznych podminek

mnohorozmérna data (obor chemometrie i
( ) Porovnani Cistoty vody na riiznych mistech reky

°
_ °

dalsi: porovnani riiznych laboratofi, pfistrojii, podminek atd. L . . .
@ Vliv riiznych hnojiv na riist rostlin
°
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Uvod
°
Statistika v realném zivote

Statistika v realném zivote

@ volebni prizkumy, prizkumy vefejného minéni
volba prezidenta: urceni platnych podpisi

@ zpravy v médiich (,,americti védci prokazali ... ", globalni
oteplovani, procenta)

o statistika v mediciné (klinické studie, prevence, prenatalni

diagnostika, koufeni, ...)

Realny zivot studenta PfF UK

@ odborné ¢lanky (pojmy: p-hodnota, statisticka vyznamnost,
interval spolehlivosti atd.)

@ pravdépodobnostni modely ve fyzice (kineticka teorie plynt
apod.)
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Popisna statistika

@ vysledek pozorovani (méreni)
@ pozorovani provadime na nezavislych subjektech
o chemické vzorky, osoby, staty, pacienti, rostliny, opakovani
mé&Feni . ..
@ méfime (zjistujeme) hodnoty znakii (veli¢in, vlastnosti)
o koncentrace urcité latky, hmotnost, teplota, zabarveni . ..

@ na jednom subjektu mizeme méfit vice znaki

@ datova tabulka (napf. Excel): pozorovani na jednotlivych

subjektech jsou vétsinou v fadcich, jednotlivé mérené veliciny

ve sloupcich
@ statisticka analyza pomoci specializovanych statistickych
softwarl (napf. program R, Statistica, SPSS, SAS atd.)
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Popisna statistika

Popisna statistika

Univerzita Karlova v Praze

Data

experimentalni méfeni «w data
chceme popsat vysledek méfeni strucné a vystizné

o Ciselné charakteristiky, obrazky
o zavislost mezi mérenymi veli¢inami

deskriptivni charakter (popisuje pouze dany vzorek)

za dodatecnych predpokladii slouzi jako odhady a Ize je
zobecnit (statisticka indukce)

popis konkrétniho datového souboru je nedilnou soucasti kazdé
analyzy
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Popisna statistika
(]

Priklad datového souboru

id pohl wvyska vaha n.sour v.ot v.mat bydliste

23 1 183 70 3 49 50 Vysocina

24 1 192 85 2 51 53 Jizni Morava

25 1 178 90 1 45 41 Karlovy Vary

26 0 168 55 1 53 53 Praha
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Popisna statistika
L]

Popisna statistika
L]

Data Data

Jiné deleni meritek

Meritka, na kterych merime znaky

@ nominalni
o hodnoty jsou pouze oznaceni riiznych kategorif @ kvalitativni «~ kategorialni «~ faktory
o pohlavi, politicky nazor, barva, odrida, ... o jen nékolik moznych hodnot (kategorii)
@ ordinalni o zajimaji nas Eetnosti jednotlivych kategorif

o usporadané nominalni hodnoty o uvazovat charakteristiky jako priimér nema smysl

o vzdélani, spokojenost v praci (stupnice 1 az 5), stupen bolesti, @ kvantitativni «~ spojité
o hodnoty jsou cisla

@ intervalové o zajimaji nas charakteristiky polohy (pramér), variability atd.

o lze uvazovat jejich rozdily, ale nelze se ptat ,kolikrat"

o napf. rok narozeni, teplota ve stupnich Celsia, ... = odlisné metody pro popis kvalitativnich a kvantitativnich veli¢in
@ pomérové

o Vétsina velicin, kterée méfime Zarazeni daného znaku nemusi byt jednoznaéné (napf. pocet sourozencil)
o hmotnost, koncentrace, velikost, ¢as, suma v K¢ . ..
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Popisna statistika Popisna statistika
@ @

Kuvalitativni veliciny Kuvalitativni veliciny

Kvalitativni veliciny Kvalitativni veliciny

Vhodné grafické znazornéni
@ sloupcovy graf (obdelnikovy diagram, barplot)
o kolacovy graf (vysecova diagram, pieplot)

Politicky nazor pred 2. kolem prezidentskych voleb «~
priizkum u 11 nadhodné vybranych osob:
S,S,Z,N,S,7Z,Z N,S,Z,Z

Vhodné popisné charakteristiky

@ tabulka Cetnosti jednotlivych kategorii ¥ y .
o tabulka relativnich Eetnosti jednotlivych kategorii
@ modus = nej€astéjsi hodnota .
Tabulka ¢etnosti Tabulka relativnich Eetnosti | . >
N S z

S Z N | celkem S Z N celkem
4 5 2 1 1 0 . 364 0 455 0 . 18 1 1 Politicky nazor Politicky nazor

3
|
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Popisna statistika
o

Popisna statistika
L

Kuvalitativni veliciny Miry polohy

Kvalitativni veliciny Kvantitativni veliciny

Stejny priizkum na jiném misté CR: Z,Z,N,Z,S,Z,S\N,Z,Z,S,Z Priklad
Tabulka Zetnosti Tabulka relativnich cetnosti \I/Eiizt.erlmentalnl méreni koncentrace alkoholu ve 30 rtiznych vzorcich
5 2 N celkem > z N | celkem 13.20, 13.16, 14.37, 13.24, 14.20, 14.39, 14.06, 14.83, 13.86,
3.7 2| 12 0.250 0.583 0.167 1 14.10, 14.12, 13.75, 14.75, 14.38, 13.63, 14.30, 13.83, 14.19,

13.64, 14.06, 12.93, 13.71, 12.85, 13.50, 13.05, 13.39, 13.30,
13.87, 14.02, 13.73

Chceme vystizné popsat vysledek méreni
@ miry polohy
o charakteristika Grovné «~ jakych hodnot veli¢ina nabyva?
@ miry variability
o jak velmi se lisi hodnoty veli¢iny u jednotlivych vzorki?

S,
© 4
w o N
< 4
|
~ 4
-
z
N S z

Politicky nazor jinde v CR Politicky nazor jinde v CR

o grafické znazornéni
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Popisna statistika
®

Popisna statistika
®

Miry polohy Miry polohy

Miry polohy — pramer Variancni rada

Pozorujeme hodnoty xi, ..., X,
o priimér @ pavodni hodnoty xi, ..., x,
. oox3+ X, 1< @ varianéni rada
X:f:;izlx" X1) < Xx2) < < X(n)
@ minimum, maximum neklesajici posloupnost vytvorena z namérenych hodnot
® X(1) je minimum, x(,) je maximum
V nékteré aplikacich (ne velmi Casté): o dilezity rozdil mezi x; a x(j
@ vazeny priimér: nezaporné vahy w;
., Priklad:
M Namérena data: 5,3,2,7,10

Xw =
Do Wi

e priklad: vazeny primér znamek (vahy = kredity)

Varianéni rada: 2,3,5,7,10
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Popisna statistika
L

Miry polohy

Miry polohy — median

(Vybérovy) median x
@ déli data na dvé poloviny: polovina je mensi (nebo rovna) nez
% a polovina vétsi (nebo rovna) nez X
@ prostfedni hodnota

@ vypocet

X( n+1) je-li n IlChé
% (X(g) + X(g+1)> je-lin sudé

Piklad:
0532710 ~ % =5
0 53,27,101 ~ % =4
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Popisna statistika
®

Miry polohy

Miry polohy — kvantily

(Vybérové) kvantily (percentily):
@ «a- 100% kvantil je hodnota takova, ze o- 100% hodnot
v datech je mensi nebo rovno a zbytek je vétsi nebo rovno
@ napf. 50 % kvantil je median (polovina pod a polovina nad)

@ dolni kvartil Q1 = 25% kvantil
Ctvrtina hodnot je mensich (nebo rovnych) a tfi tvrtiny jsou
Vvétsi (nebo stejné)

@ horni kvartil Q3 = 75% kvantil
tfi Ctvrtiny hodnot jsou mensi (nebo rovné) a ¢tvrtina je vétsi
(nebo stejna)
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Popisna statistika
L

Miry polohy

Primer vs. median

o CSU: median plati v CR, nikoliv praimérny plat
o Priklad: plat 5 osob (v tis. K¢&)

18,23, 35,28, 21,

pak
primér x = 25, median X = 23

@ Navic jedna Gsp&sna osoba:

18, 23, 35, 28, 21, 160,

pak
primér x = 47.5, median X = 25.5
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Popisna statistika
®

Miry polohy

Miry polohy — kvantily

Priklady vyuziti:

@ na VS budou brat pouze 10 % nejlepsich studentii ~~ kolik
musite dosahnout bodii v testu, abyste byli prijati?

@ jaky obsah vapniku v krevnim séru se povazuje za nizky
(vyskyt max u 5 % u zdravych lidi)?

o riistové kfivky u déti — neni dité extrémné malé nebo
extrémné velké?

@ jak silné srazky lze ocekavat v 1% extrémnich pripadi?
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Popisna statistika
L

Miry polohy

Vypocet kvantila

@ pouze pro zajimavost
@ vice moznych definic (napf. v R devét riznych metod vypoctu)

Hledame a- 100% kvantil g(«)

@ oznacime
ne=1+(n—-1)a, k=|ny|

(k je dolni cela ¢ast z ny,)
@ - 100% kvantil lezi mezi x(4) a X(k41), Spocitdme jej linearni
interpolaci

q=nNq — LnaJa

q(a) = (1 — q)xk) + aX(k+1)

o priklad: 30 pozorovani, chceme 10% kvantil
o logicky bychom chtéli vzit 1+ (30 — 1) - 0.1 = 3.9-ty ¢len varian¢ni
fady
o vezmeme vazeny priimér ze tretiho a Ctvrtého s vahami 0.1 a 0.9
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Popisna statistika
®

Miry polohy

Priklad hmotnost studenti v minulych letech

Data z let 2006-2011 (269 pozorovani, 2 studenti hmotnost
neuvedli):

@ primérna hmotnost 66.2 kg, median 64 kg, minimum 43 kg,
maximum 113 kg
@ 5% kvantil 50 kg, 95% kvantil 90 kg

Studenti (109 hodnot a 1 chybégjici):

@ priimérna hmotnost 76 kg, median 75 kg, minimum 56 kg,
maximum 113 kg

@ 5% kvantil 60 kg, 95% kvantil 94 kg

Studentky (158 hodnot a 1 chybéjici):
@ primérna hmotnost 59.5 kg, median 59 kg, minimum 43 kg,
maximum 85 kg
@ 5% kvantil 49.9 kg, 95% kvantil 71 kg
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Popisna statistika

L
Miry polohy

Priklad vino

@ primér
x =13.814
@ varianéni fada
12.85,12.93,13.05, 13.16, 13.20, 13.24, 13.30, 13.39, 13.50, 13.63, 13.64,
13.71,13.73,13.75,13.83, 13.86, 13.87, 14.02, 14.06, 14.06, 14.10, 14.12,
14.19,14.20,14.30, 14.37, 14.38, 14.39, 14.75, 14.83

@ minimum 12.85, maximum 14.83
@ median
X = 13.845
o kvartily
Q1 =13.47, Q3 =14.14
@ 5% kvantil je 12.99
95% kvantil 14.55
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Popisna statistika

®
Miry polohy

Vlastnosti charakteristik polohy

@ miry polohy charakterizuji iroven méfené spojité veliciny

@ pricteme-li ke viem hodnotam stejnou konstantu a (posunuti)
— zmeéni se stejné i charakteristika polohy

@ vynasobime-li viechny hodnoty konstantou b > 0
— charakteristika polohy se zvysi b-krat

@ je-li m(x) mira polohy, pak
m(a+x)=a+m(x), m(b-x)=b-m(x)

proacR,b>0.
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Popisna statistika

Miry variability

Miry variability

@ méfi rozptyleni (variabilitu, nestejnost)
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Popisna statistika

®
Miry variability

Dalsi miry variability

@ rozpéti X(n) — X(1)

@ mezikvartilové rozpéti R = Q3 — Q1

Vlastnosti charakteristik variability

@ posunutim se mira variability nezméni (nezavisi na poloze)
s(a+ x) = s(x)
@ reaguje na vynasobeni kladnou konstantou

s(b-x)=b-s(x), b>0.
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Popisna statistika

®
Miry variability

Miry variability

(Vybérovy) rozptyl

@ primérny ¢tverec vzdalenosti od priiméru

I 1 .
2 _ =2 2 22
@ v jednotkach?
(Vybérova) smérodatna odchylka
@ odmocnina z rozptylu
1 n
s=Vs2 = n_lzl(x,-—yy
1=

o stejny fyzikalni rozmér jako plivodni data
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Popisna statistika

®
Miry variability

Priklad vino

Priklad

Experimentalni méreni koncentrace alkoholu ve 30 riiznych vzorcich
vina:

13.20, 13.16, 14.37, 13.24, 14.20, 14.39, 14.06, 14.83, 13.86,
14.10, 14.12, 13.75, 14.75, 14.38, 13.63, 14.30, 13.83, 14.19,
13.64, 14.06, 12.93, 13.71, 12.85, 13.50, 13.05, 13.39, 13.30,
13.87, 14.02, 13.73

Minule: X = 13.814, X = 13.845 atd. (miry polohy)
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Miry variability

Priklad vino

Popisna statistika
®

Popisna statistika
®

Miry variability

Priklad hmotnost studenti

@ rozptyl
30
D X7 =5732319, X*=190.817
i=1
’ Charakteristika Studenti  Studentky
a tedy
, rozptyl [kg?] 127.51 54.57
T (5732.319 — 30 190.817) = 0.269 smérodatna odchylka [kg]  11.29 7.39
@ smérodatna odchylka rozpéti [kg] 57 42
s =+/0.269 = 0.519 mezikvart. rozpéti [kg] 14 10
@ rozpéti
X(30) — X(l) = 14.83 — 12.85 = 1.98
@ mezikvartilové rozpéti
Q3 — @ = 14.14 — 13.47 = 0.67
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Miry variability

Poznamky

Popisna statistika Popisna statistika
® L]

Grafické nastroje

Grafické nastroje popisné statistiky

@ existuje fada dalsich popisnych charakteristik (Sikmost,
Spicatost, specializované popisné statistiky . .. )

@ ve statistické indukci slouzi popisné statistiky jako odhady ©

neznamych parametrii «~ uvidime pozdéji

(je tfeba zavést predpoklady, zvazit reprezentativnost atd.)

@ histogram
@ krabicovy diagram (boxplot)

Histogram of vino

o :
- ©
o
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> o
3 4
S © o -
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Popisna statistika Popisna statistika
® @

Grafické nastroje Grafické nastroje

Histogram Priklad vino

12.85,12.93,13.05, 13.16, 13.20, 13.24, 13.30, 13.39, 13.50, 13.63, 13.64,

@ dava nahlédnout, jak jsou jednotlivé hodnoty znaku v nasich 13.71,13.73,13.75,13.83,13.86, 13.87,14.02, 14.06, 14.06, 14.10, 14.12,
datech rozlozeny (které hodnoty se objevuji Casto a které 14.19,14.20,14.30,14.37,14.38,14.39, 14.75, 14.83
ojedinéle)

@ interval | = [a, b] pokryva celé rozmezi dat Zvolime a =125 b=15 K=5 —h=05

o rozdélime jej na K navazujicich stejné velkych podintervald k interval A, Cetnost ny
Ak, k = 1, ey K, v§echny délky h = b;(a 1 [125 13] 2
bereme napf. zprava uzaviené s vyjimkou prvniho ’
(bereme T ) 2 (13,13.5] 7
@ ny pocet pozorovani, které padly do A 3 135 14 g
@ histogram = grafické znazornéni intervalovych Cetnosti ny: (13.5,14]
4 (14,145 11
kazdému Ay odpovida obdelnik, jehoz vyska je rovna ny ( ]
5 (14.5,15] 2
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® L]
Grafické nastroje Grafické nastroje
Histogram
Histogram of vino Histogram se mize lisit podle volby K
o Histogram of vino Histogram of vino
9 -
< — B
o -
> T o -
o
T © > _n
=] 2 g
g S A ]
& g g
< - i I
w
" m
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L N | T T T T T T 1

o
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I T T T T 1
125 13.0 135 14.0 14.5 15.0 vino vino

Sturgesovo pravidlo:
K=~1+logy,n
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®

Grafické nastroje Grafické nastroje

Histogram Histogram

Normovana verze histogramu (plocha =1) Hmotnost studenti

Histogram of vino
Muzi Zeny

0.6

Density

0.4
L
Density
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
|
Density
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
|
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0.0
L
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vino
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® L]
Grafické nastroje Grafické nastroje
Krabicovy diagram Krabicovy diagram
@ nema (plné zavaznou definici (mize se lisit v réiznych Hmotnost studenti
programech

@ obvykle zakreslen vybérovy median a kvartily
o krabice: horni a dolni okraj uréuji vybérové kvartily Q1 a Q3

o uprostred Cara urcujici vybérovy median 9 | °
“ ., . . .. . —
o ,vousy" ukazuji rozmezi dat «~ od kvartilu k minimu/maximu 5
(neni-li odlehlé) Sl :
o odlehlé pozorovani «~ je dal nez 3/2- (@3 — Q1) od blizsiho g - :
kvartilu ° 5
8 - o
o 5
N~ : -
o | ' :
© '
Rt I N R 1 o | :
0 1
T T T T T T
13.0 135 14.0 145 zena muz
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Vztah dvou velicin Vztah dvou velicin

Popis zavislosti dvou velicin Vztah kategorialni a spojité veliciny

Priklad: vztah hmotnosti a pohlavi
@ ciselny popis ve skupinach — porovnani

@ odlisnosti svédéi pro zavislost znaki
@ jednou ze zakladnich otazek je vySetfovani zavislosti (vztahu)

dvou velicin

@ na kazdém subjektu méfime dva znaky 2

@ statisticka indukce: testovani nezavislosti, modelovani g 1 -
zavislosti atd. 8 - .

@ prvni krok = popisna statistika 8 S

@ metody zavisi na méfitkach znakd

m
|

50
|
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®

Vztah dvou velicin Vztah dvou velicin

Vztah dvou spojitych velicin Vztah dvou kategorialnich velicin

Priklad: Vztah mezi vyskou a hmotnosti
@ bodovy graf
o Ciselny popis — tzv. korelace (korelacni koeficient) — bude Priklad: Pouzivani bezpecnostnich pasii a charakter zranéni
pozdéji (vyzkum z roku 1988 na Floridg)
@ regresni primka (kalibrace) — bude pozdéji (7)

Zranéni

1

Bezpecnostni pas fatalni nefatalni  celkem

1

| ne 1601 162527 164128
] ano 510 412368 412878
| celkem 2111 574895 577006

L

50 60 70 80 90 100 110

150 160 170 180 190 200

vyska
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Vztah dvou velicin Vztah dvou velicin

Relativni cetnosti |

0
=3
T -
o
<

Relativni cetnosti |

Zranéni
Bezpe€nostni pas  fatalni nefatalni  celkem
ne 098 % 99.02% 100 %
ano 0.12% 99.88 % 100 %

0.8

3e+05
|

0.6

NE ANO

Pocty
2e+05
Il
Relativni pocty
0.4

1e+05
1
0.2

0e+00
L
0.0

non-fatal fatal non-fatal fatal NE ANO NE ANO
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Vztah dvou velicin Vztah dvou velicin

Relativni cetnosti |l

0
S
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o
<

Relativni cetnosti |l

Zranéni
Bezpecnostni pas fatalni  nefatalni
ne 7584 % 2827 %
ano 24.16% 7173 %
celkem 100 % 100 %
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