Nahodna velicina

Nahodna velicina

Nahodna velicina — motivace NEY T s T ERCUTSE

o ciselné vyjadreny vysledek nahodného pokusu

@ predem nezname jeji hodnotu
Casto Ize vysledek nahodného pokusu vyjadFit Eislem:

o Cislo, které padlo na kostce,

o vyzka ndhodné vybraného studenta, Nahodna velicina je funkce, kterad zobrazuje elementarni jevy w € Q

. . L. na realna cisla.
@ Cas straveny ¢ekanim na metro,

o délka Zivota ¢lovéka, o . .

3 ) ] @ vétsinou znaéime pismenky X, Y, Z atd.
@ pocet goéla v zapase, s VI T
o kazdému elementarnimu jevu w pfifadi realné Cislo

© pocet zkousek, které dopadnou na vyborné, ... (prevadi elementarni jevy (abstraktnimi objekty) na &isla)

@ jeji hodnota X(w) se lisi podle toho, ktery elementarni jev
w € Q nastal
@ vime-li, ktery w nastal, zndme hodnotu ndhodné veliciny X(w)
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Nahodna velicina

Nahodna velicina

Priklad deti Priklad deti — pokrac.
Priklad (Deti) w | X)) YW
_ _ o , SSS 0 2
U,\IaZUJT’?e nih.odne vybranou rodinu, ktera ma tfi déti. Zaved me SSp 1 5
nahodné veliciny
@ X urcuje pocet dcer a sbs 1 1
@ Y je pocet starsich bratrii nejmladsiho ditéte. DsS 1 1
Prozkoumejme nahodné veliciny X a Y. DDS 2 0
’ DSD | 2 1
Prostor elementarnich jevii © je dan vyétem pohlavi déti od
o : e A SDD 2 1
nejstarsiho do nejmladsiho (usporadané trojice).
DDD 3 0
Q = {S§SS,S5SD, SDS, DSS, DDS, DSD, SDD, DDD'}
(S je syn. D je dcera) Vidime, jakych hodnot X a Y nabyvaji, a uméli bychom spoditat,

s jakymi pravdépodobnostmi.
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Rozdéleni nahodné veliciny Rozdéleni nahodné veliciny

Rozdeleni ndhodné veliciny Distribucni funkce

Rozdéleni nahodné veli¢iny X charakterizuje

@ jakych hodnot mize nahodna veli¢ina X nabyvat — — .
Distribucni funkce F nahodné velic¢iny X je funkce R — (0, 1)

@ a s jakymi pravdépodobnostmi. definovana predpisem

Znaceni F(x) =P[X < x] pro x € (—o0,00).
PIX=x]=P{weQ: X(w)=x}) proxeR,
PIX <x]=P({w e Q: X(w) <x}) proxeR,
PIXeBl=P{weQ: X(w)eB}) proBCR

@ hodnota F(x) je pst, ze X neprekroci x

@ distribucni funkce jednoznacné urcuje rozdéleni X
zname-li F(x) pro kazdé x ~~ dokazeme spocitat P[X € B]
pro libovolnou B C R

Predpis, ktery nam pro kazdou B C R udava P[X € B], se nazyva @ nékdy znaceni Fx

rozdéleni nahodné veliciny X.
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Rozdéeleni nahodné veliciny Rozdéeleni nahodné veliciny

Vlastnosti distribucni funkce

- 0.8 -
Veta
0.6 -

Distribuéni funkce F spliuje

F(x)

0.4 —

Q je neklesajici; tj. 02

0.0 —

X1 < Xp = F(Xl) S F(X2)a -2 -1 0 1 2 3 4 5

@ je zprava spojita,
© F(x) se blizi k 0 pro x — —o0, tj.

XILmC>O F(x) =0, :::
Q F(x) se blizi k 1 pro x — o0, tj. ¥ 0ad
XIL>mOO F(X) e 007 T T T T T T T
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Rozdéleni nahodné veliciny Rozdéleni nahodné veliciny

Vyznam predchozi véty
Q Proa<bije

Pla < X < b = F(b) — F(a) Ze znalosti distribuéni funkce F jsme schopni okamzité spocitat
- ' @ pravdépodobnost konkrétni hodnoty

@ P[X = b] rovna velikosti skoku funkce F v bodé b.

. . .. P[X = a]’ P[X = b]’
Specialng, je-li F v bodé b spojita, pak P[X = b] = 0.

@ pravdépodobnost, ze je X vétsi (mensi, vétsi rovno, mensi
rovno) nez dané Cislo

1.0 4

PX <a], P[X<a], P[X>a], P[XZ>a,

0.8 1

06 @ pravdépodobnost, s jakou X lezi v néjakém intervalu

P(a<X<=b)

F(x)

0.4 4

Pla< X <b], Pla<X<b], Pla<X<bh], Pla<X<b]

0.2 4

0.0 1
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Rozdéeleni nahodné veliciny Rozdéeleni nahodné veliciny

Vyznam nahodnych velicin Razné ,,druhy” ndhodnych velicin

Diskrétni nahodna veliéina
Nahodne veliciny @ mize nabyvat jen konecné nebo spocetné mnoha riiznych
@ prevadéji abstraktni a vétsinou neznamou 2 na Cisla ~~ hodnot

pracuje se s nimi lepe @ pocty (Cetnosti), indikatory jevii apod.

ve slozitéjsich situacich je tézké rozumné popsat w «~ nevadi o pocet gélii v zapase, pocet bodil na testu, ...

nam to, staCi nam znat rozdéleni X a pracovat na realnych

Cislech Spojita nahodna velicina
@ slouzi jako model pro nase empiricka pozorovani (data) @ miize nabyvat nespocetné mnoha riiznych hodnot — hodnoty
@ v teorii pravdépodobnosti s nimi pracujeme teoreticky « jejich z néjakého intervalu v R nebo celé R

rozdéleni povazujeme za dané a zkouméame jejich vlastnosti o kazda konkrétni hodnota méa nulovou pravdépodobnost (nelze
@ ve statistice se snazime cosi usoudit o jejich neznamém mluvit o pravdépodobnosti konkrétni hodnoty)

rozdéleni na zakladé konkrétnich realizaci @ vysledek méreni: koncentrace latku ve vzorku, vyska nahodné

vybraného ¢lovéka . ..
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Diskrétni rozdeleni Diskrétni rozdeleni

Rozdeleni diskrétni nahodné veliciny Distribucni funkce diskrétni veliciny

@ mluvime o diskrétnim rozdéleni

@ rozdéleni charakterizovano vyctem moznych hodnot xi, xo, . .. Distribuéni funkce
a jejich pravdépodobnostmi py, po, ..., kde
pk =P[X =x] >0 F)= > p
o tabulka rozdéleni Ji x<x
hodnota ‘ X1 Xo ... @ je po castech konstantni mezi jednotlivymi x;,
pravdépodobnost ‘ p1 P ... o v kazdém bodé x; ma skok o velikosti p; ,

_ @ je nulova pro pro x < min;j x;.
@ musi platit

> pi=1, p(0,1)
J

Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 13/ 48 Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 14/ 48

Diskrétni rozdeleni Diskrétni rozdeleni

Priklad deti Priklad deti

. . . . Ly Znazornéni pravdépodobnosti (rozdéleni
Pripomenuti: Uvazujeme rodinu se tfemi détmi, X je pocet dcer. P P ( )

Rozdéleni X: Nahodna veli¢ina X mize nabyvat hodnot 0,1,2,3, a
to s nasledujicimi pravdépodobnostmi

x o1 2 3 o |
PX=x) 5 3 3 3 ]
Vypocet: -
Sssy 1 SSD,SDS,DSS}| 3
op o) USSSH Loy HSSD.SDS. D55} _3 5
atd. M 0 ) ) ) ‘
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Diskrétni rozdeleni Spojité rozdeleni

Priklad deti

Spojitd nahodna velicina

Distribucni funkce veliciny X: Spojita nahodna velicina maze nabyvat nespocetné mnoha riiznych
@ ma skoky v bodech 0,1, 2,3 o velikostech %, %, %,% hodnot

® je nulova pro x < 0 a rovna jedné pro x > 3. — hodnoty z néjakého intervalu realnych Cisel, nebo jakékoli

realné ¢islo

— kazda konkrétni hodnota ma nulovou pravdépodobnost

1.0
— Priklady
0.8 . . - P . ) -
o vysledek néjakého méreni, ktery mize nabyvat velkého poctu
_ 0.6 hodnot uvnitf néjakého kone¢ného &i nekonecného intervalu
® —
= ooa @ vyska, hladina cholesterolu v krvi, rychlost molekuly plynu
o - @ nelze mluvit o pravdépodobnost jednotlivych hodnot (je jich
' S nespocetné)
0.0 &tSi I é Q ¢i nam ale chovani X
, , , , , , , , @ vétsinou nelze rozumné popsat w a €2, staci nam ale chovani
-2 -1 0 1 2 3 4 5
X

Spojité rozdeleni

Spojité rozdeleni

Vyznam hustoty

Necht X je spojitd nahodna veli¢ina. Pak jeji distribu¢ni funkce F je o hustota popisuje, jakych hodnot X nabyva a s jakymi
spojita a také diferencovatelna (skoro vsude). pravdépodobnostmi,

o f(x) ukazuje, jak €asto pada X do tzkého okoli bodu x

Definice

Pro spojitou nadhodnou veli¢inu X s distribuéni funkci F existuje
funkce f takova, ze

()

F(x) = /_X f(t) dt.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Funkci f nazyvame hustota nahodné veli€iny X.

T T T T T T
150 160 170 180 190 200

Plati

f(x) = F'(x), o velké hodnoty v oblastech, kam X pada castéji, malé hodnoty
tj. hustota je derivaci distribuéni funkce (a naopak, distribuéni v oblastech, kam X pada m_éné ¢asto, a nulové hodnoty v
funkce je primitivni funkci k hustoté). oblastech, kam X nepada nikdy.
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Spojité rozdeleni

Spojité rozdeleni

Vlastnosti hustoty

Vlastnosti hustoty
Pro spojitou nahodnou velic¢inu X plati:
veta
© Pravdépodobnost, ze X nabude konkrétni hodnoty je nulova,

tj. P[X = a] = 0 pro v3echna a € R.

Kazda hustota f musi splhovat
@ Prol a < b plati
]

@ je nezaporna, tj.
Pla<X<b=Pla<X<b=Pla<X<b=Pla<X<hb

f(x) > 0 pro vsechna x € R,

@ celkova plocha pod hustotou je rovna jedné, tj.
/'fuyu:L @ b
oo Pp<X<M:H®-H@:/f@Mm
a
tj. pravdépodobnost, ze X padne do néjakého intervalu, je
dana plochou pod hustotou mezi krajnimi body intervalu.
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Spojité rozdeleni

Vlastnosti hustoty (pokrac.)
Hustota
Veta |

© Podobng,
b
PM<M:HX§M:HM:/ Aodidbe

PM>ﬂ:PM2ﬂ:1—Hﬂ:/mﬂ@&

Pla<X<b]
o | ! : © Hustota je na intervalu (a, b) nulova pravé tehdy, kdyz X do
a b tohoto intervalu nemiize padnout, tj.
f(x) = 0 pro véechna x € (a,b) < Pla< X <b]=0.

Matematicka statistika 24/ 48

Univerzita Karlova v Praze

Matematicka statistika 23/ 48

Univerzita Karlova v Praze



Spojité rozdeleni Spojité rozdeleni

Priklad — Maxwellovo rozdeleni

Hustota

Maxwellovo rozdéleni udava rozdéleni rychlosti ¢astic idealniho
plynu (rychlost = spojitd nahodna veli¢ina) v trojrozmérném

(x)

ppoa) prostoru.
° T
¢ Hustota je dana vzorcem
. a0 2 X2
- . f(x) = ——x%e 222
- - ‘ ad\/2n
::.IHI.::‘I... s
T pro x > 0 (f(x) =0 pro x < 0), kde a =/ —, k je Boltzmannova
Bi(508) 8i(100.3) m
- konstanta, T je teplota [K] a m je hmotnost molekuly [kg].
S ‘ ‘ |mll
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Spojité rozdeleni Spojité rozdeleni

Hustota Maxwellova rozdeleni Distribucni funkce

Hustota rychlosti molekuly O, pfi 25°C. Distribuéni funkce ma tvar
1 x 2 /502
FxX)=P(X<x)= —— 22e 22 4y
() (X< x) 33\/277/0

(pocita se numericky)

o
I3Y
o
Q
o
st o
g — —
o o ©
4 L2
S o 4 ®
< o L ©
o = o |
(=}
- 3 < |
g z
A «
S 8
o
=} ' o |
o o

T
o
< 0 200 400 600 800 1000 1200

200 —
600 —
800 —
1000 —

rychlost v m/s rychlost v m/s

Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 27/ 48 Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 28/ 48



Spojité rozdeleni Spojité rozdeleni

Urceni pravdepodobnosti daného rozmezi Shrnuti

o
-
@
5}
©
S

R P Nahodna velicina je diilezity pojem, se kterym se budeme ve
PI400<V<600] = 0.36 ‘ zbytku prednasky Casto setkavat.

Distribucni fce F

Kazda nahodna veli¢éina ma distribucni funkci, ktera umoznuje
spocitat pravdépodobnost, s jakou ndhodna veli¢ina padne do
20 00 00 . 1000 libovolného zadaného intervalu (pfipadné néjaké slozitéjsi oblasti).

rychlost v m/s

0.0 02 04

o

Nahodné veliciny (zjednodusené) délime na:
diskrétni: pravdépodobnosti jednotlivych hodnot udava
pravdepodobnostni funkce,

0.0015

spojité: pravdépodobnosti jednotlivych hodnot jsou nulové,
Plocha ale pravdépodobnost intervalu snadno spocitame jako
integral hustoty.

hustota

0.0000

r T T T 1
200 400 600 900

o

rychlost v m/s
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Charakteristiky nahodnych velicin Charakteristiky nahodnych velicin
®
Stredni hodnota

Charakteristiky nahodnych velicin Stredni hodnota nahodné veliciny

@ Hustota a distribuéni funkce popisuji celé rozdéleni nahodné @ Stredni hodnotou diskrétni nahodné veli¢iny X, ktera nabyva
veliiny se vsim vsudy. «~ To je €asto prilis mnoho hodnot x1, X2, ... s pravdépodobnostmi p1, py, . . ., rozumime
podrobnosti soucet

o Nékdy nas zajima jen né&jaky aspekt rozdéleni nahodné veliciny, EX = Z Pi Xi;
ktery se da popsat jednim Cislem i

< ocekavana hodnota @ Stredni hodnotou spojité ndhodné veliciny X s hustotou f(x)
< variabilita mOZHYCh hodnot, rozumime integrél
— hodnota, nad niz lezi jen malé procento moznych hodnot apod.
o
@ cCiselné charakteristiky rozdéleni EX — / x f(x) dx,
—0oQ
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Charakteristiky nahodnych velicin
®

Stredni hodnota

Stredni hodnota

Stfedni hodnotu EX lze chapat

@ jako ,priimérnou” (ocekavanou) hodnotu veli¢iny X, kolem niz
nahodna veli¢ina nahodné kolisa,

@ miru polohy, populaéni primér,

° véieny prﬂmér vsech moznych hodnot

Poznamka:
@ stiedni hodnota existuje, je-li pfislusny integral (soucet)
konecny

@ budeme pracovat jen s nahodnymi veli¢inami, pro které stfedni
hodnota existuje
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Charakteristiky nahodnych velicin
®

Stredni hodnota

Priklad — Maxwellovo rozdeleni

Sttedni rychlost molekuly

o 8
EX:/0 Xf(X)dX_a:“\/% x3e 22 dv—\/;a.

Pro a = % dostaneme

EV = §k_T7
T m

tedy stfedni rychlost molekul je pfimo imérna odmocniné z teploty
a nepfimo imérna odmocniné z hmotnosti molekul.
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Charakteristiky nahodnych velicin
®

Stredni hodnota

Priklad — deti

Priklad: Pfipomenuti: Uvazujeme rodinu s tfemi détmi a ndhodnou
velic¢inu X (pocet dcer). Spocitejme stiedni pocet dcer EX.

MEéli jsme: X je diskrétni, nabyva hodnot 0, 1,2, 3 (to jsou x;)

s pstmi po fadé % % % é (to jsou pj).

1 3 3 1 3+6+3
EX = =0--+1--4+2--43. - =—7—=15
Z piXi = 8 8 + 8 + 8 8
Stfedni pocet dcer v rodiné se tfemi détmi je 1.5.
Ocekavany pocet dcer v rodiné je 1.5.
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Charakteristiky nahodnych velicin
®

Stredni hodnota

Stredni hodnota — poznamky

Poznamky:

@ Nahodna veli¢ina nemusi nikdy nabyvat své stfedni hodnoty.

Priklad: priklad déti (EX = 1.5 dcer), hod kostkou ...

@ Podobné Ize pocitat Eg(X), kde g je néjaka funkce (tj. napf.
EX2, EvX apod.).

F g(x,-)p,- pro diskrétni n.v.,
Eg(X) =
f g dX pro SpOJItOU n.v.
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Charakteristiky nahodnych velicin Charakteristiky nahodnych velicin

Rozptyl Rozptyl
Rozptyl nahodné veliciny Vypocet rozptylu
Plati
_Ey2 2
Rozptylem nahodné veli¢iny X rozumime hodnotu vyrazu var X = EX® — (EX)
var X = E(X — EX)? @ pro diskrétni velicinu X

2
@ mira variability var X = ZX,?pi - (Z XiPi> )
i i

o stfedni kvadraticka odchylka X od EX

@ udava velikost kolisani (variabilitu) kolem stfedni hodnoty @ pro spojitou veli¢inu X
o rozptyl je maly «~ X pada s velkou pravdépodobnosti blizko
své stfedni hodnoty © o0 2
o rozptyl je velky «~ X &asto pada daleko od své stredni var X = / x“f(x)dx — (/ Xf(X)dX> .
hodnoty - >
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Charakteristiky nahodnych velicin Charakteristiky nahodnych velicin
® ®

Rozptyl Rozptyl

Smerodatna odchylka ndhodné veliciny

Smeérodatnou odchylkou ox nahodné veliciny X rozumime s : : : ‘ :
. . -2 0 2 4 6
odmocninu z rozptylu, t.j. v/var X.
@ smérodatna odchylka ma stejny fyzikalni rozmér jako
veli¢ina X <
@ rozptyl je vyjadren v jednotkach? g °
g B T T T T T
-4 -2 0 2 4
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Charakteristiky nahodnych velicin
L]

Charakteristiky nahodnych velicin
.

Kvantily

Median ndhodné veliciny

Vlastnosti stredni hodnoty a rozptylu

Vlastnosti stredni hodnoty a rozptylu

Pro nahodnou velicinu X a a, b € R plati Mediznem nahodné veliciny X rozumime kterékoli realné ¢islo my,

Q Jelli X =a, pak EX =aavarX =0. které splhuje

Q Plati ) .
P[X < mx] > 5 @ zaroven  P[X > mx] > 5>

E(a+ bX) =a+ bEX, var(a+ bX) = b?varX.

@ var X > 0 a rovnost nastane pouze, je-li X konstatni. @ mira polohy podobné jako stfedni hodnota
@ median je bod, ktery nahodna veli¢ina v poloviné pripadi

nedosahne a v poloviné pripadi presahne

Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 41/ 48 Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 42/ 48

Charakteristiky nahodnych velicin Charakteristiky nahodnych velicin
® ®
Kvantily Kvantily
Vypocet medianu spojitého rozdeleni Obecna situace
Je-li distribucni funkce F rostouci a spojita, pak Jestlize neni F rostouci, pak miize definici medianu vyhovovat cely
mx = medX = F~1(1/2) interval Cisel ~~ vezmeme jeho stfed
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Charakteristiky nahodnych velicin Charakteristiky nahodnych velicin
L] L]

Kvantily Kvantily

Vlastnosti medianu Kvantil ndhodné veliciny

Kvantil je zobecnéni medianu.

Pro nahodnou veli¢Ginu X a a,b € R plati:

Q Plati Necht je dano cislo a € (0, 1). a-kvantilem nahodné veliciny X
med(a + bX) = a+ b- medX rozumime kterékoli realné Cislo gx(«), které splhuje

@ Je-li g rostouci nebo klesajici funkce, pak P[X < gx(a)] > a azaroven P[X > gx(a)]>1-a.

dg(X) = dX).
med g(X) = g(medX) @ pro a = 1/2 dostaneme median

© Ma-li ndhodna velicina X symetrické rozdéleni (hustota je @ a-kvantil je bod, ktery nahodna velicina ve 100a % pripadii
symetricka kolem né&jakého bodu a € R), pak nedosdhne a v 100(1 — «) % pripadii presahne
@ je to hodnota, pod kterou je 100«x % pravdépodobnosti
EX = a=medX o je-li distr. fce F rostouci a spojita, pak existuje pravé jeden
a-kvantil
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Charakteristiky nahodnych velicin
®

Charakteristiky nahodnych velicin
®

Kvantily Kvantily

Kvantily — priklad Shrnuti: charakteristiky nah. vel.

Priklad (Vyska chlapcii)

Predpokladejme, ze vyska desetiletych chlapci v cm je nahodna Charakteristiky nahodnych veliéin obvykle délime na:
veli¢ina X s normalnim rozdélenim N(136.1,6.42). Jakou vysku by
musel mit Vas desetilety syn, aby patfil k 5 % nejvyssich v populaci?

miry polohy: priimér, median, modus, kvantily, ...,

miry variability (meritka): rozptyl, smérodatna odchylka, rozdily
Zajima nas g takové, ze P(X > ¢) = 0.05. Odtud mezi kvartily, . ...

X —136.1 —136.1
095=P(X<q)=P ( 61 < il 62 ) . Miry polohy obvykle ,,nasleduji* posunuti i vynasobeni konstantou.
Miry variability obvykle reaguji pouze na vynasobeni konstantou
q—136.1 (zménu méritka) a pfi posunuti se obvykle nezméni.

6.4

Proto
1.645 =

a odtud g = 146.6 cm.
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