ZAVISLOST KVANTITATIVNICH VELICIN

Zabyvame se zavislosti dvou ndhodnych velicin (napt. vyska a hmotnost dospélého
muze). Médme k disposici n realizaci ndhodnych velicin X, Y, tedy (Xi1,Y1),..., (X, Ya).
Pokud se omezime na jejich linedrni zavislost, mame k disposici dva modely, které vsak pti
prokazovani zavislosti vedou ke stejnému kritickému oboru.

Korelaéni koeficient.

Predpoklady. (X1,Y1),...,(X,, Yy) jsou nezdvislé realizace ndhodného vektoru (X, Y"). Na-
hodny vektor (X,Y) ma dvourozmérné normadlni rozdéleni. K tomu je nutné (ale
nemusi stacit), aby kazda z velicin X, Y méla normélni rozdéleni. Oznacme

X ~N(px,0%), Y ~N(uy,0%),  pxy =cov(X,Y)/(ox - oy).

Korelacni test. Hy: pxy =0, Hi:pxy #0
Odhadem pxy je (vybérovy) korela¢ni koeficient:
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Na hladiné o nulovou hypotézu zamitame, kdyz plati nékteré z ekvivalentnich tvrzeni
o [T| >ty s(1—a/2), kde T = 2—/n —2;

e 0¢ I, kde I je100(1 — )% interval spolehlivosti pro pxy;

e p-hodnota je nejvyse 5 %.
Plati |rxy| < 1, podobné |pxy| < 1. Jsou-li ndhodné veliciny X, Y nezavislé, potom plati
pxy = 0. Obracené tvrzeni neplati, pxy = 0 jesté nemusi znamenat, ze X, Y jsou nezavislé.
S ndhodnymi velicinami X, Y zachézi korelacni koeficient symetricky.
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Regresni primka.

Predpoklady. Pro nezavislé ndhodné veliciny Y1, ..., Y, plati Y; ~ N(By + B12;, 02) (stfedni
hodnota Y linedrné zavisi na x, rozptyl je konstantni), kde Sy, 81,0 > 0 jsou neznadmé
nendhodné parametry.

Regresni piimka zachazi se dvéma ndhodnymi velicinami nesymetricky. Modelem je
podminéné rozdéleni ndhodné veliciny Y (zavisle proménnd) pro danou hodnotu z
nezavisle proménné X. Kdyz méd ndhodny vektor (X,Y’) dvourozmérné normalni rozdéleni
jak predpoklada korelacni test, pak podminénym rozdélenim nahodné veli¢iny Y pii daném
X = z je normdlni rozdéleni N ((,uy — pxy 2opx) + pxy 2w, (1 - p%Q/)U}Q,))7 coz pii zjed-
noduseném znaceni muzeme zapsat jako N(By + Bix,02). Model lze tedy psit jako Y; =
Bo + Bix; + €, kde ¢; ~ N(0,0?%) jsou nezavislé ndhodné veliciny (ndhodné chyby, které
nelze primo pozorovat). Parametry [y, 31 odhadneme metodou nejmensich ¢tvercu, tj.

minimalizaci vyrazu
n

> (Vi Bo— B’

i=1
tedy minimalizaci sou¢tu druhych mocnin odchylek bodu (z;, Y;) od piimky y = Sy + pi.
Derivovanim minimalizovaného vyrazu podle By a ;1 a polozenim derivaci rovnym nule
dostaneme odhady parametru (1, Sy

b :Sxy/sg(, bOZY—blf.
Bodovy graf (ZE“ Y;) muzeme doplnit regresni primkou y = by + byx, na které lezi body

(xZ,YZ) kde Y; = by + byx; jsou odhady stifednich hodnot Y;. Rozdily e¢; = Y; — Y; se
nazyvaji rezidua.

Test nezdvislosti. Sttedni hodnota EY = [y + iz nezavisi na x pravé tehdy, kdyz je
ﬁl = 0. Zvolime tedy H[) . 51 =0a Hl . 61 7£ 0.
Nulovou hypotézu na hladiné o zamitame, kdyz plati nékteré z ekvivalentnich tvrzeni

o |T| >ty o(l—a/2),kde T =% /> (z;—2)%a S =,/"253" €
e 0¢ I, kde I je 100(1 — )% interval spolehlivosti pro (i;
e p-hodnota je nejvyse 5 %.
Protoze lze ukazat, ze v modelu regresni ptimky je statistika T korela¢niho testu stejna
jako v testu nezavislosti, jsou oba dosud popsané kritické obory totozné.
Koeficient determinace R? = % = 1—2(%—?2?)2
a vyjadruje jaky dil variability zdvisle proménné se podatilo vysvétlit modelem. V piipadé
regresni pifmky plati R? = r%,.
Ovéreni predpokladi se provadi jako analyza rezidui, zpravidla graficky.

nabyva hodnot z intervalu (0, 1)

e Bodovy graf (x;,e;) umoznuje ovérit linearitu zavislosti stiedni hodnoty Y na =z,
pripadné nezavislost rozptylu Y na x.

e Bodovy graf (i, ¢;) nékdy umozni odhalit zavislost mezi hodnotami zavisle proménné.

e Normadlni diagram (gg-plot) rezidui e; slouzi k ovéfeni normality.
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Mnohonasobna linearni regrese.
Prepoklady. Pro nezavislé nahodné velic¢iny Y7, ...,Y,, plati

Y ~ N(Bo + b1z + - + Brin, 07),
kde By, 51, - - -, Bk, 0 > 0 jsou neznamé konstanty. Model umoznuje vysettit zavislost zavisle
proménné Y (ndhodné veli¢ina) na nékolika (zpravidla spojitych) nendhodnych nezavisle
proménnych zq, ..., x.

Model lze psat také jako Y; = By + Biwa + -+ + ez + €, kde ¢, ~ N(0,0?) jsou
opét nezavislé ndhodné veli¢iny (ndhodné chyby, které nelze piimo pozorovat). Parametry

Bo, B, - .., Bi odhadneme metodou nejmensich étverci. Reseni lze vyjadiit maticove.
Ozna¢me
Yi 1 r11 ... X1k
v — Yé ’ X — 1 o1 ... X9k
Y, 1 o1 ... Tk
Odhadem je vektor
bo
by T 1y T
b= [|[=X'X)"X'Y.
by

Dobry statisticky program zpravidla poskytne pro kazdy parametr 3; statistiku 7; s od-
povidajici p-hodnotou pro test hypotézy §; = 0, kterd vyjadiuje moznost vypustit z mo-
delu j-tou nezavisle proménnou. Podobné poskytne odhady stfednich hodnot zavisle
proménné )

Yi:bo—i‘bll’il—i""—i‘bkl’ik
areziduae, =Y, — ffl

Koeficient determinace se pocita stejné jako pro regresni primku, ma také stejnou
interpretaci, jen neni vazan s korelacnimi koeficienty ry,,,..., vy, -

Ovéreni predpokladi se provadi jako analyza rezidui, zpravidla graficky.

e Bodovy graf (ffi,ei) umoznuje oveérit linearitu zavislosti stfedni hodnoty Y na
linearni funkci nezavisle proménnych, ptipadné nezavislost rozptylu na zminéné
linedarni funkei.

e Bodovy graf (7, e;) nekdy umozni odhalit zavislost mezi hodnotami zévisle proménné.

e Normalni diagram (gg-plot) rezidui slouzi k ovéfeni normality.



