
ZÁVISLOST KVANTITATIVNÍCH VELIČIN

Zabýváme se závislost́ı dvou náhodných veličin (např. výška a hmotnost dospělého
muže). Máme k disposici n realizaćı náhodných veličin X, Y , tedy (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn).
Pokud se omeźıme na jejich lineárńı závislost, máme k disposici dva modely, které však při
prokazováńı závislosti vedou ke stejnému kritickému oboru.

Korelačńı koeficient.

Předpoklady. (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) jsou nezávislé realizace náhodného vektoru (X, Y ). Ná-
hodný vektor (X, Y ) má dvourozměrné normálńı rozděleńı. K tomu je nutné (ale
nemuśı stačit), aby každá z veličin X, Y měla normálńı rozděleńı. Označme

X ∼ N(µX , σ
2
X), Y ∼ N(µY , σ

2
Y ), ρXY = cov(X, Y )/(σX · σY ).

Korelačńı test. H0 : ρXY = 0, H1 : ρXY 6= 0
Odhadem ρXY je (výběrový) korelačńı koeficient:

rXY =
SXY

SX · SY
=

∑
(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑

(Xi − X̄)2
∑

(Yi − Ȳ )2
,

kde je

SXY =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi−X̄)(Yi−Ȳ ), S2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi−X̄)2, S2
Y =

1

n− 1

n∑
i=1

(Yi−Ȳ )2.

Na hladině α nulovou hypotézu zamı́táme, když plat́ı některé z ekvivalentńıch tvrzeńı

• |T | ≥ tn−2(1− α/2), kde T = rXY

1−r2XY

√
n− 2;

• 0 /∈ I, kde I je 100(1− α)% interval spolehlivosti pro ρXY ;
• p-hodnota je nejvýše 5 %.

Plat́ı |rXY | ≤ 1, podobně |ρXY | ≤ 1. Jsou-li náhodné veličiny X, Y nezávislé, potom plat́ı
ρXY = 0. Obrácené tvrzeńı neplat́ı, ρXY = 0 ještě nemuśı znamenat, že X, Y jsou nezávislé.
S náhodnými veličinami X, Y zacháźı korelačńı koeficient symetricky.
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Regresńı př́ımka.

Předpoklady. Pro nezávislé náhodné veličiny Y1, . . . , Yn plat́ı Yi ∼ N(β0 + β1xi, σ
2) (středńı

hodnota Y lineárně záviśı na x, rozptyl je konstantńı), kde β0, β1, σ > 0 jsou neznámé
nenáhodné parametry.

Regresńı př́ımka zacháźı se dvěma náhodnými veličinami nesymetricky. Modelem je
podmı́něné rozděleńı náhodné veličiny Y (závisle proměnná) pro danou hodnotu x
nezávisle proměnné X. Když má náhodný vektor (X, Y ) dvourozměrné normálńı rozděleńı
jak předpokládá korelačńı test, pak podmı́něným rozděleńım náhodné veličiny Y při daném

X = x je normálńı rozděleńı N
(

(µY − ρXY σY
σX
µX) + ρXY

σY
σX
x, (1− ρ2

XY )σ2
Y )
)

, což při zjed-

nodušeném značeńı můžeme zapsat jako N(β0 + β1x, σ
2). Model lze tedy psát jako Yi =

β0 + β1xi + εi, kde εi ∼ N(0, σ2) jsou nezávislé náhodné veličiny (náhodné chyby, které
nelze př́ımo pozorovat). Parametry β0, β1 odhadneme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, tj.
minimalizaćı výrazu

n∑
i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2 ,

tedy minimalizaćı součtu druhých mocnin odchylek bod̊u (xi, Yi) od př́ımky y = β0 + β1x.
Derivováńım minimalizovaného výrazu podle β0 a β1 a položeńım derivaćı rovným nule
dostaneme odhady parametr̊u β1, β0

b1 = SXY /S
2
X , b0 = Ȳ − b1x̄.

Bodový graf (xi, Yi) můžeme doplnit regresńı př́ımkou y = b0 + b1x, na které lež́ı body

(xi, Ŷi), kde Ŷi = b0 + b1xi jsou odhady středńıch hodnot Yi. Rozd́ıly ei = Yi − Ŷi se
nazývaj́ı rezidua.

Test nezávislosti. Středńı hodnota EY = β0 + β1x nezáviśı na x právě tehdy, když je
β1 = 0. Zvoĺıme tedy H0 : β1 = 0 a H1 : β1 6= 0.
Nulovou hypotézu na hladině α zamı́táme, když plat́ı některé z ekvivalentńıch tvrzeńı

• |T | ≥ tn−2(1− α/2), kde T = b1
S

√∑
(xi − x̄)2 a S =

√
1

n−2

∑n
i=1 e

2
i ;

• 0 /∈ I, kde I je 100(1− α)% interval spolehlivosti pro β1;
• p-hodnota je nejvýše 5 %.

Protože lze ukázat, že v modelu regresńı př́ımky je statistika T korelačńıho testu stejná
jako v testu nezávislosti, jsou oba dosud popsané kritické obory totožné.

Koeficient determinaceR2 =
∑

(Ŷi−Ȳ )2∑
(Yi−Ȳ )2

= 1−
∑
e2i∑

(Yi−Ȳ )2
nabývá hodnot z intervalu 〈0, 1〉

a vyjadřuje jaký d́ıl variability závisle proměnné se podařilo vysvětlit modelem. V př́ıpadě
regresńı př́ımky plat́ı R2 = r2

XY .
Ověřeńı předpoklad̊u se provád́ı jako analýza rezidúı, zpravidla graficky.

• Bodový graf (xi, ei) umožňuje ověřit linearitu závislosti středńı hodnoty Y na x,
př́ıpadně nezávislost rozptylu Y na x.
• Bodový graf (i, ei) někdy umožńı odhalit závislost mezi hodnotami závisle proměnné.
• Normálńı diagram (qq-plot) rezidúı ei slouž́ı k ověřeńı normality.
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Mnohonásobná lineárńı regrese.

Přepoklady. Pro nezávislé náhodné veličiny Y1, . . . , Yn plat́ı

Yi ∼ N(β0 + β1xi1 + · · ·+ βkxik, σ
2),

kde β0, β1, . . . , βk, σ > 0 jsou neznámé konstanty. Model umožňuje vyšetřit závislost závisle
proměnné Y (náhodná veličina) na několika (zpravidla spojitých) nenáhodných nezávisle
proměnných x1, . . . , xk.

Model lze psát také jako Yi = β0 + β1xi1 + · · · + βkxik + εi, kde εi ∼ N(0, σ2) jsou
opět nezávislé náhodné veličiny (náhodné chyby, které nelze př́ımo pozorovat). Parametry
β0, β1, . . . , βk odhadneme metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Řešeńı lze vyjádřit maticově.
Označme

Y =


Y1

Y2
...
Yn

 , X =


1 x11 . . . x1k

1 x21 . . . x2k
...

...
...

...
1 xn1 . . . xnk


Odhadem je vektor

b =


b0

b1
...
bk

 = (X>X)−1X>Y.

Dobrý statistický program zpravidla poskytne pro každý parametr βj statistiku Tj s od-
pov́ıdaj́ıćı p-hodnotou pro test hypotézy βj = 0, která vyjadřuje možnost vypustit z mo-
delu j-tou nezávisle proměnnou. Podobně poskytne odhady středńıch hodnot závisle
proměnné

Ŷi = b0 + b1xi1 + · · ·+ bkxik
a rezidua ei = Yi − Ŷi.

Koeficient determinace se poč́ıtá stejně jako pro regresńı př́ımku, má také stejnou
interpretaci, jen neńı vázán s korelačńımi koeficienty rY x1 , . . . , rY xk .

Ověřeńı předpoklad̊u se provád́ı jako analýza rezidúı, zpravidla graficky.

• Bodový graf (Ŷi, ei) umožňuje ověřit linearitu závislosti středńı hodnoty Y na
lineárńı funkci nezávisle proměnných, př́ıpadně nezávislost rozptylu na zmı́něné
lineárńı funkci.
• Bodový graf (i, ei) někdy umožńı odhalit závislost mezi hodnotami závisle proměnné.
• Normálńı diagram (qq-plot) rezidúı slouž́ı k ověřeńı normality.


