Interval spolehlivosti

Intervalové odhady

@ méli jsme: bodové odhady (odhadem charakteristiky je Cislo)

@ nevyjadfuje nic o presnosti odhadu

Intervalovy odhad parametru 6

@ konstruujeme z pozorovanych dat tak, aby pokryval neznamou
hodnotu 6 s predepsanou pravdépodobnosti (napf. 95 %)

@ interval s ndhodnymi mezemi, ktery prekryje 6 s predepsanou
pravdépodobnosti

@ napf. 95% interval spolehlivosti, interval na hladiné 99% apod.

@ téz konfidencni interval nebo intervalovy odhad
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Interval spolehlivosti

Interval spolehlivosti pro stredni hodnotu v N(u, 0?)

Situace: Xi,..., X, nahodny vybér z N(u, 0%), kde 02 > 0 zname
@ vime X ~ N(u,0%/n) a proto (uz jsme vidéli dive)

X — ul

g

0.95="P (ﬁ

< U0.975>

@ po Upravé

— o
Pl|X— 1.96— | = 0.95
<’ ul < ﬁ)

a tedy

— o J— g
P{X—-196— X+196— ] =0.95
( N ﬁ)

@ dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro
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Interval spolehlivosti

Interpretace intervalu spolehlivosti

@ 95% interval spolehlivosti prekryje s pravdépodobnosti 95 %
skutenou hodnotu g

@ kdybych postup provadéli opakované, tak cca v 95 % pripadi
interval pokryje skute¢nou hodnotu , ve zbylych 5 % bude
skutecné . mimo

Obecné, interval spolehlivosti pro 1 na hladiné 1 — a:

— g — g
<X - Ul—a/2%ax + U1—a/2%>

pokryje skute¢nou hodnotu p s psti 1 — «
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Interval spolehlivosti
Interval spolehlivosti — ilustrace

@ 100 vybéra z N(10, 1) o rozsahu n = 20
o v kazdém vybéru spocten 95 % interval spolehlivosti pro

@ skutecna hodnota p = 10 neni prekryta v 6 pripadech

interval
. 10.5
|
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Interval spolehlivosti

Interval spolehlivosti pro stredni hodnotu pri
neznameém o

Situace: X1, ..., X, ndhodny vybér z N(y, 02), kde 02 > 0 nezname

@ nezndmé o nahradime odhadem S,

@ kvantily normalniho rozdéleni musime nahradit kvantily
Studentova t-rozdéleni

@ dostaneme

— S, Sn avy _
P(X—ﬁtn—l(l 2)<M<X+\/—t" 1(1_§)>_1_0‘

@ interval s ndhodnymi mezemi, ktery pokryje skutecnou
hodnotu s psti 1 — «
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Interval spolehlivosti

Priklad - pivo (viz minule)

Bylo zakoupeno 10 piv a jejich objem byl (v litrech):
0.510, 0.462, 0.491, 0.466, 0.461, 0.503, 0.495, 0.488, 0.512, 0.505.

Predpokladali jsme, ze data pochazi z N(u, o2).

@ méli jsme n = 10,
X =0.4893, S, =0.0197, t4(0.975) = 2.262

@ 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu natoceného
objemu piva:
(0.475, 0.503)

@ 99% interval spolehlivosti (vyuzijeme t9(0.995) = 3.250 ):
(0.469, 0.510)
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Interval spolehlivosti

Vlastnosti intervalu spolehlivosti

Délka intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu je rovna

ay S,
2t,,_1(]. — _)W

2
Zavisi tedy na pravdépodobnosti pokryti «, po¢tu pozorovani n a
rozptylu pozorovani o2 (skrze jeho odhad S2):

@ vyssi je pozadovana pravdépodobnost pokryti ~ delsi interval
@ vice pozorovani ~ kratsi interval

@ Vétsi rozptyl pozorovani ~~ delsi interval
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Interval spolehlivosti

Poznamka

Lze uvazovat i jednostranné intervaly spolehlivosti

@ napfr. z rovnosti

0.95 =P (\/EXS e tn_1(0.95))

dostaneme po Gpravach 95% levostranny interval spolehlivosti
pro p

(7 _ %t,,_l(o.%), oo)

@ podobné pravostranny 95 % interval spolehlivosti pro u je

(—oo,7+ %tn_1(0.95)>
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Interval spolehlivosti

Predpoklad normality

@ ovéfuje se stejné jako t-testu
@ je-li n dost velké, Ize uvedené intervaly pouzit i pfi poruseni
normality
o interpretace: asymptotické intervaly spolehlivosti e~

intervalové odhady se spolehlivosti, ktera se blizi k 1 — « pro
n— oo
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Interval spolehlivosti

Souvislost mezi testy a intervaly spolehlivosti

@ oboustranny interval spolehlivosti pro p

<x - j"ﬁt,,_l(l - %),Y+ j”ﬁt,,_l(l - ‘;))

@ 1o patfi do intervalu spolehlivosti < plati

Sn

| X — pol < ﬁfn—l(l @/2)
@ tj. ug patfi do intervalu spolehlivosti < nezamitame
Ho : p = po proti Hy : pu # 1o
@ interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty s, pro které
bychom nezamitli Hy : ;1 = po ~ intervaly spolehlivosti Ize
pouzit pro testovani hypotéz

@ podobna souvislost mezi jednostrannymi intervaly spolehlivosti
a jednostrannymi alternativami H;
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Interval spolehlivosti

Priklad — pivo

@ 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu natoeného
objemu piva byl
(0.475, 0.503)

~» nezamitame Ho : u = 0.5 proti Hy # 0.5 na hladiné 5%

@ 95% pravostranny interval spolehlivosti
(—o0,0.501)

~» nezamitame Ho : u = 0.5 proti H; < 0.5 na hladiné 5%

Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 11/ 36



Interval spolehlivosti

Poznamka

Intervalovy odhad

@ interval spolehlivosti se pocita i pro jiné parametry nez u

@ lze uvazovat interval spolehlivosti pro pravdépodobnost,
rozptyl, rozdil stfednich hodnot dvou vybéri ...

@ vzdy je to interval, ktery s pozadovanou pravdépodobnosti
prekryje skute€nou hodnotu odhadovaného parametru

@ (zka souvislost s pfislusnym testem
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Parovy t-test

Parovy problém

@ na kazdém subjektu méfimé dvé veliciny

@ otazka: Maji tyto dvé veliciny stejnou stfedni hodnotu? Neboli,
jsou co do polohy stejné?

Priklady:

@ Veék rodicti: Jsou otcové starsi nez matky?

@ Ucinnost redukéni diety: Je hmotnost po dieté nizsi nez pred
ni?

o Vyska rodicii a déti: Jsou synové vyssi nez jejich otcové?

o Uspésnost reklamni kampané: Je prodejnost vyrobku vyssi po
kampani nez pred ni?

@ Jsou dvojcata stejné inteligentni?
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Parovy t-test

Matematicky zapis

@ parova pozorovani (X1, Y1),...,(Xn, Ya)
nezavislé dvojice ndhodnych veliéin
nahodny vybér z dvourozmérného rozdéleni

@ X; a Y; méFeny na stejném subjektu i

o priklady: vék matky a vék otce, ...
@ ux = EX;, py = EY; ~» chceme otestovat hypotézu
Ho : pux = py proti Hi @ pux # py.

(pfip. proti jednostrannym Hjy)
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Parovy t-test

Parovy t-test

@ zavedeme Z; = X; — Y; rozdily
(napf. rozdil véku rodici)
o predpoklad 73, ..., Z, stejné rozdéleni «~ normalni

@ zjevné uy = ux — fby, a proto
Ho : ux = py plati < plati uz =0

@ stredni hodnota X; a Y; je stejnd < X; kolisaji kolem nuly ~~
uloha prevedena na jednovybérovy test
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Parovy t-test

Parovy t-test

o definujeme Z;=X;—Y;, i=1,...,n
e predpoklad: Z, ..., Z, nahodny vybér z N(uz, 0?)
@ hypotézy
Ho:puz=0 proti Hi:uz+#0
o jednovybérovy t-test: spocteme Z odhad piz, S? odhad 02 ~
testova statistika
Z X-Y

Ho zamitame, pokud

| Th| > th—1(1 — a/2)

Univerzita Karlova v Praze Matematicka statistika 16/ 36



Parovy t-test

Dalsi varianty testu

Ho:pz=0proti Hy : uz >0
@ zamitame Hy, pokud

T, > t,,_l(l — a)

Ho:pz=0proti Hy : uz <0
@ zamitame Hy, pokud

T, < —tn_l(l — a)

Obecnéjsi hypotézy:

@ |ze testovat obecnéji Hp : ux — py =0
Z,—6

S
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Parovy t-test

Predpoklad normality

Poruseni predpokladii:
@ test dodrzuje pozadovanou hladinu «, pokud

e Z; maji normalni rozdéleni, nebo
e pocet pozorovanych dvojic n je dost velky (n > 50)
@ jestlize normalitu nelze predpokladat
o je-li n dost velké ~~ lze parovy t-test
o je-li n malé ~» parovy test mize davat nespravné vysledky
nutné pouzit jiny postup (Wilcoxonlv parovy test)
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Parovy t-test

Priklad — vek otce vs. vek matky

Otazka: Jsou otcové studentil starsi nez matky student?

@ n = 256 studentil z let 2006—2011 ~~ sledujeme vék otce a
vék matky

@ X - vék otce, Y - vék matky, Z = X — Y rozdil véki

@ test Hy : uz = 0 proti Hy : uz > 0 na hladiné a = 0.05

@ vypolteme X = 48.88, Y = 46.60, Z =2.28, S = 4.12
testova statistika

2.28
Th = V256 i1 8.85

@ kritickad hodnota t»55(0.95) = 1.65
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Parovy t-test

Priklad — vek otce vs. vek matky

@ T,=28,85> tys5(0.95) = 1.65 = zamitame hypotézu
Ho : ux = py ve prospéch Hy : pux > puy

@ p-hodnota < 10716

@ Zaveér: Prokazali jsme, ze stfedni vék otcli je statisticky
vyznamné vyssi nez stfedni vék matek

Ovéreni predpokladu normality:
o graficky— histogram, QQ graf
@ Shapirtiv-Wilkav test: p-hodnota 6 - 10714
@ normalitu dat nelze pfedpokladat; nicméné n dostatecné
vysoké ~~ parovy t-test lze pouzit
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Parovy t-test

Priklad — Vek otce vs. vek matky

95 % intervalovy odhad rozdilu véku rodica:

@ obecny vzorec

_ s _ s
(z — Zetea(1-a/2), 7+ Zotaa(1- a/z)>

dosadime:
(1.771,2.784)

interval, ktery s pravdépodobnosti 95 % pokryje skutecny
rozdil stfednich hodnot véku rodica

@ levostranny 95% interval spolehlivosti
(1.855, c0)

0 zde nelezi ~~ vysledek testu
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Dvouvyberovy t-test

Dvouvyberovy problém

@ jedna veli¢ina mérena ve dvou nezavislych skupinach

@ m nezavislych pozorovani X; a n nezavislych pozorovani Y;
navzajem nezavislé

@ zajima nas porovnani jejich stfednich hodnot
Priklad:
@ vyska muzil a Zen «~ jsou muzi vy3si nez zeny?
(je v jejich priimérné vysce systematicky rozdil?)
@ plat muzi a Zen «w je plat muzi stejny jako plat zen?

(je v platech muzi a zen rozdil, ktery se projevuje ve stredni
hodnoté?)

@ lisi se vyse cholesterolu u kufaki a nekuraki?
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Dvouvyberovy t-test

Matematicky zapis

Model:
@ dva nezavislé nahodné vybéry
Xi,..., Xm z norméalniho rozdéleni N(,ux,a§<)
Y1,..., Y, z normalniho rozdéleni N(uy,0?%)

e predpoklad: shodné rozptyly 0% = o3

Chceme otestovat

Ho : pux = py proti Hy : ux # py
(resp. proti jednostrannym alternativam)

Test: dvouvybérovy t-test
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Dvouvyberovy t-test

Dvouvyberovy t-test: odvozeni

Idea:
@ porovhame priméry XaY
velky rozdil ~» zamitnuti hypotézy Hy

@ je tfeba brat v Gvahu také rozsahy vybéri a rozptyl

Testova statistika:

X-Y mn Xm— Yo
TZTZ y
SE(X-Y) m+n S

kde S je spoleény odhad rozptylu o2 spocitany z obou vybérii

1

a S.E.() znaci odhad smérodatné odchylky
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Dvouvyberovy t-test

Dvouvyberovy t-test: odvozeni

Spole¢ny odhad rozptylu:

e umime odhadnout 2 z kazdého vybéru zvlast pomoci
vybérovych rozptyla

i=1
n
2 ].

5Y = n—1 Z(Yi_?n)2
i=1

@ vezmeme vazeny primér

Sn= s [(m = 1) + (- 1)S}]

m+n—
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Dvouvyberovy t-test

Rozdeleni testové statistiky

Pak za Hp : 1x = py ma testova statistika
mn Xm—Yn

T =
m-+n S

tm+n—2 rozdéleni, tj. t-rozdéleni s m + n — 2 stupni volnosti

Ho : ux = py zamitame ve prospéch Hy : ux # py, pokud
a
1- =
5)

‘T’ > tm+n—2(
zamitame-li Hy, fikame, ze rozdil ve vybérovych priimérech je

statisticky vyznamny
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Dvouvyberovy t-test

Dvouvyberovy t-test:

Ho : ux = py zamitdme ve prospéch alternativy
@ Hy:pux > py, pokud T > tm+,,_2(1 - a)
o Hi:px < py, pokud T < —tmip2(l—a)

Poznamka

@ lIze obecnéjsi hypotéza Hy : ux — py = d ~- testova statistika

T =
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Dvouvyberovy t-test

Overeni predpokladii

Normalita
@ ovéreni normality pro kazdy vybér zvlast
@ pro velkad n, m poruseni normality velmi nevadi
Shoda rozptyli
° 5)2< a 5%, podobné
@ F-test shody rozptyld ~~ Hp : ai = a%, proti Hj : ai =+ a%,
@ pochyby o shodé ~~ Welchiv test (modifikace t-testu pro
nestejné rozptyly)
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Dvouvyberovy t-test

Welchiiv t-test:

o Model: nezavislé vybéry Xi,..., X, z N(ux,ai) aYy,..., Y,
z N(py,0%)
@ testova statistika

Xm—Y
T: :2 Sr;
R

(jiny jmenovatel ~ jiny odhad S.E.(X — Y))

@ za nulové hypotézy ma T priblizné t-rozdéleni s v stupni
volnosti, kde v je (necelé &islo), které se pocitd z S /m a
S2/n

@ je-li rozptyl ve vybérech shodny, je vhodnéjsi pouzit standardni
dvouvybérovy t-test
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Dvouvyberovy t-test

Priklad — plat

Problém: Je plat muzi vyssi nez plat zen?
@ 100 nahodné vybranych zaméstnanct ~» mésicni plat v K¢

@ 35 zen a 65 muzi

@ X - plat zen, Y - plat muzi

rozsah primér smér. odchylka
Zeny 35 20686 5180
muzi 65 21 364 4 334

Predpoklady:
@ normalita muzi ~» p-hodnota 0.134
@ normalita zeny ~~ p-hodnota 0.310
@ test shody rozptylt ~~ p-hodnota 0.218
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Dvouvyberovy t-test

Priklad — grafické znazorneni
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Dvouvyberovy t-test

Priklad — predpoklady
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Dvouvyberovy t-test

Priklad — reseni

@ Ho:pux = py proti Hy : ux < py
@ spole¢ny odhad rozptylu
351 65 — 1
S2— > ° 518024+ "~ 43342 = 21574090
35465 —1 35+65—1

@ testova statistika

;_ [35-65 2008621364 _
~V 100 21574000
kriticka hodnota —tgg(0.95) = —1.661
na zakladé nasich dat nelze zamitnout Hg
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Dvouvyberovy t-test

Priklad — reseni

Reseni v programu R:

> t.test(zeny,muzi,var.equal=T,alternative=‘‘less‘¢)
Two Sample t-test
data: zeny and muzi
t = -0.6971, df = 98, p-value = 0.2437
alternative hypothesis: true difference in means is less
than 0O
95 percent confidence interval:
-Inf 938.2113
sample estimates:
mean of x mean of y

20685.51 21364.37
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Dvouvyberovy t-test

Shrnuti

Testy o stfedni hodnoté
O jeden vybér
e jednovybérovy t-test
o normalita
(neni nezbytné pfi dostateéné velkém rozsahu vybéru)
@ parova pozorovani
@ parovy t-test
e normalita rozdilu
(neni nezbytné pfi dostateéné velkém rozsahu vybéru)
© dva nezavislé vybéry
e dvouvybérovy t-test
o nezavislost
e normalita

(neni nezbytné pfi dostateéné velkém rozsahu vybéru)
shoda rozptyld

(neplati-li, Ize pouzit Welshav test)
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Dvouvyberovy t-test

Poruseni normality

Jestlize nelze normalitu predpokladat a rozsah vybéru je maly
@ nutné pouzit jiné testy, které pfedpoklad normality nepotfebuji
@ neparametrické testy

@ zalozeny na poradi ~~ poradové testy

Uvedeme si
@ jednovybérovy Wilcoxoniv test
@ dvouvybérovy Wilcoxoniiv test
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