LINEARNI REGRESNI MODEL

Dvourozmérny ndhodny vybér: nezavislé dvojice (X1,Y3), ..., (Xp,¥),
Jsou nezavislé kopie nahodného vektoru (X, Y),

X aY jsou spojité nahodné veliciny,

napf. vyska X a hmotnost Y vysokoskolského studenta.

Data: pozorované (namétené) ¢iselné hodnoty (x1,y1), ...y (X5, V1),
naptiklad vysSka a hmotnost n studentil.

Silu linearni zavislosti veli¢in X a Y m¢éii korela¢ni koeficient pxy.
Plati |pxy| <1,

pxy =1<=>Y=a+pX,>0,pxy =-1<=>Y=a+ pX, <0,

X, Y nezavislé => X, Y nekorelované ( pxy = 0).

Sxy _ _ XXi=X)(¥i=¥)

SxSy  JXXi=X)2XR(ri-7)? '
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Sxy = — L& =X, = YV) =— (XX 1) - n XY),

SE = ﬁZ(Xi —X)? = ﬁ(le? —n X?), SZ analogicky.

Vybérovy Korelaéni koeficient ryy, =

Teoreticky je ryy nahodna veli¢ina, prakticky Cislo vypocitané z dat.
Nabyva hodnot z intervalu (—1,1), |[ryy| = 1=2Y = a + BX,
neboliY = a + X + ¢, kde Y je zavisle proménna,

X je nezavisle proménna a ¢ je nahodna chyba.

Model LINEARNI REGRESE (regresni piimka) ma piredpoklady:

(i) pro jednotlivé dvojice (X1,Y7), ..., (X,,,Yy) Je
Yi=a+BX;,+¢&,i=1,..,n,

(if) nahodné chyby ¢; jsou nezavislé, normaln¢ rozdélené
s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem ¢,

(i) X; = x;,i = 1, ...,nJsou nenahodné.



Z ptedpokladi plyne:

Yi=a+ BX;+¢;, i =1,..,n maji podminéné

pri znamych X; = x;,i = 1, ..., n normalni rozdéleni

se stitedni hodnotou EY; = a + Bx;, nebot E¢; = 0,i =1, ...,n
a s rozptylem var Y; = 62, nebot pficteni konstanty a + Bx;

k nahodné¢ veli¢in€ ¢; rozptyl neovlivni.

Prace s modelem regresni primky:
- odhad parametra a, 5,

- testovani nulovosti parametrt,

- ovéfeni predpokladd,

- posouzeni kvality modelu.

Odhady parametri a, §: metoda nejmenSich ¢tverc ...
minimalizujeme soucet ¢tvercl odchylek &;,..., &,

bodu o soufadnicich (x4,Y;), ..., (x,,Ys)

od prolozené piimky y = a + Sx, tedy feSime tlohu

minZ(Yi —a — fx;)>.

To 1ze ucinit derivovanim podle «, f a poloZzenim derivaci rovnych 0.

Reseni: odhad parametru Bje b = =%¢
odhad parametrua jea =Y — bx.

Piedpovédi: Y; = a + bx; ... odhady pro EY; = a + px;i=1,..,n.
Rezidua: e = Yi — ?i'i =1,..,n.

Odhady a, b stejné jako predpovédi ¥; a rezidua e; jsou
teoreticky nahodné veli¢iny, prakticky ¢isla spocitana z dat.

Body (x;,Y;), i = 1, ...,n lezi na odhadnuté regresni pfimce.
Y; 1ze chapat jako predpovéd hodnoty veli¢iny Y; linearnim regresnim

modelem pti zndmém x;. To se uplatni napt. pti prichodu nového
studenta s vyskou x,,, 1, jehoZ hmotnost nemame moznost zmg¢fit.



Testy hypotéz o0 parametrech:

Héa): a =0 ... regresni ptimka prochazi pocatkem,

H (()ﬂ ). f =0 ... Y nezavisi formou modelu linearni regrese na X.
(plati: f =0 <=>pxy =0.)

Héﬁ ) zamitame na hlading 5 %, kdyz:

-|b| je dostate¢né velké (odtud testova statistika a kriticky obor),
- 0 nelezi v 95 % - nim intervalovém odhadu pro £,

- p-hodnota je mensi nez 5 %.

Pro H.® analogicky.

Analyza rezidui vypocitanych zdate; =y, — a — bx;,i = 1,..,n
znamena grafické ovéreni predpokladii:
- bodové¢ grafy dvojic (x;, e;), (i, e;), i = 1, ..., n by mély mit body
rovnomeérné roztrousené v roviné kolem nulové trovng,
jinak graf (x;, e;) naznacuje nelinearni zavislost EY; na x;,
piipadn€ nekonstantni rozptyl veli¢in ¢; a Y},
graf (i, ;) nékdy umozni odhalit zavislost mezi veliCinami ¢;,
a tedy 1 mezi veli¢inami Y}
-normalita veli¢in g; aY; i = 1, ..., n:
histogram rezidui - mél by byt jednovrcholovy symetricky,
normalni diagram (Q-Q-plot) - mél by mit linearni prab¢h,
ptipadn¢ testy normality aplikované na rezidua (p-hodnota > 0,05).

Koeficient determinace: nastroj pro posouzeni shody modelu s daty.
R2 — Z(?i—f)z_

Y(Yi—Y)?
Teoreticky nahodna veli¢ina, prakticky ¢islo vypocitané z dat.
Nabyva hodnot z intervalu (0,1), interpretuje se jako procento
variability zavisle proménné Y, které se podaiilo vysvétlit
modelem. V modelu regresni ptimky plati: R? = 74
Dobra shoda modelu s daty = predpovédi ¥; jsou blizké
pozorovanym hodnotam Y; = R? blizky 1.
Cim mensi je R?, tim spiSe paisobi na Y jestd jiné vlivy nez X
nebo se Y chova zcela ndhodné.



MNOHONASOBNA LINEARNI REGRESE

Rozsitfuje model regresni ptimky na vice nezavisle proménnych.
Uvazujme n nezévislych kopii ndhodnych veli¢in Y, X3, ..., Xj:

Y I Xip.. Xk
Y=i{], X=1: .

Yn 1 an R -Xnk
Pracujeme s daty, ktera piedstavuje

n pozorovanych realizaci zavisle proménné Y
a nezavisle proménnych (regresort) Xy, ..., Xj.

Napi. Y ... krevni tlak, X; ... v€k, X, ... hmotnost,
X3 ... hladina cholesterolu v Krvi apod., v§e méfeno u n 0sob.

Predpoklady:
(i) Yi=Pot+ B1 Xy + -+ PBr X+ &,i=1,..,n,

(ii ) ndhodné chyby &; jsou nezavislé, normalné rozdelené
s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem ¢,

(iii) X;; = x;5,i = 1,...,n,j =1, ..., k jsou nendhodné,
(iv) matice X ma linearn¢ nezavislé sloupce.

Y je spojita ndhodna veliCina, regresory Xj, ..., X} vétSinou spojite,
ojedinéle diskrétni. Napt. X, ... pohlavi (0 muz, 1 Zena)
=> model ma pro muze konstantu S, a pro zeny Sy + [4.

Z ptedpokladi plyne: nahodné veli¢iny

Yi = BO + ﬁ1Xi1 + -+ ﬁkXik + &, [ = 1, e, n
podminéné pfi znamych X;; = x;; normalné rozdélené,
EYi = ﬁo + ﬁlxil + -+ ﬂkxik, var Yi = 0'2



Odhady parametrii: metoda nejmensich ctverct ...

min Y,(Y; — Bo — Bixin — - — Brxix)
by

Reseni lze spocitat maticové: | | | = (XTX)"1(XTY).
by

Testy hypotéz 0 parametrech:
Héo): Bo =0 ... model neobsahuje konstantu (intercept),

H (()’): B; =0 ... Y nezavisi formou modelu
mnohonasobné linearni regrese na X I j=1,..,k.

Piredpovédi: Y; = by + byxj; + -+ b Xjp, i = 1,..., 1.
Rezidua: e = Yi — ?i,l‘ =1,..,n.

Y; jsou odhadem stiednich hodnot EY; = By + BiXxi1 + * + LrXik,
reprezentuji predpoveéd hodnoty veliiny Y; modelem.

Analyza rezidui = ovéfeni piredpokladi,

probiha analogicky jako v modelu regresni pfimky, k odhaleni
nelinearity zavislosti EY; na x; a nekonstantniho rozptylu ¢; a ¥;
se kresli graf dvojic (Y, €;),i = 1, ..., n.

Normalita nahodnych chyb ¢;, atedy i velicin Y;,i =1, ...,n
neni potieba pro odhad parametrii modelu metodou neymensich
Ctvercl, ale je potieba pro testovani hypotéz o parametrech
K ur¢eni kritickych obort, intervalovych odhadii parametri

a p-hodnot.

Nesplnéni normality rezidui: vysledky testovani nulovosti
parametri 1 B} |ze zkontrolovat pomoci koeficientu
determinace R? (poéita se stejné jako v modelu regresni piimky):
malé sniZeni koeficientu determinace v modelu s vylou¢enym
regresorem X; oproti pivodnimu modelu = X; v modelu

mnohonasobné linedrni regrese neprispiva zasadné k vysvétleni
variability zavisle proménné Y (8; lze povaZovat za nulovy).



