Ulohy k cviceni

Rovinné grafy.

Pripomenuti: Eulerova formule pro rovinné grafy ika, ze je-li G = (V, E) souvisly rovinny
graf a s pocet jeho stén v néjakém rovinném nakresleni, potom plati |V| — |E| + s = 2.
Déle libovolny rovinny graf s n > 3 vrcholy ma nejvyse 3n — 6 hran. Pokud je navic
bez trojtuhelniki, tak mé nejvyse 2n — 4 hran. Kazdy rovinny graf obsahuje vrchol stupné
nejvyse 5. Princip sudosti lze aplikovat i na stény: 2[E| = 3, deg f, kde suma je pres
vSechny stény f v néjakém rovinném nakresleni a deg f je stupen prislusné stény.

Uloha 1: Rozhodnéte, jestli graf na obrdzku je rovinny, ¢ nikoliv.
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Uloha 2:

(a) Urcete maximélni mozny pocet stén v rovinném nakresleni rovinného grafu s n vrcholy.
(b) Urcete maximélni mozny pocet stén v rovinném nakresleni rovinného grafu s n vrcholy

pri dodatecné podmince, ze vnéjsi sténa je ohranicena kruznici délky k.

Uloha 3: Dokazte, ze doplnék rovinného grafu s 11 vrcholy nemiize byt rovinny.

Uloha 4: Existuje kubicky (tedy 3-reguldrni) rovinny graf, ktery obsahuje:

(a) prave 12 sestithelnikovych stén (a zadné dalsi)?
(b) prave 12 pétithelnikovych stén (a zadné dalsi)?

(¢) jednu dvacetithelnikovou sténu, deset pétidhelnikovych stén (a zadné dalsf)?

Uloha 5 Dokazte, ze kazdy eulerovsky rovinny graf lze nakreslit do roviny jednim uzavienym
nekiizicim se tahem. (Tah se muze pouze “dotykat” ve vrcholech.)

Barevnost.

Pripomenuti: Je-li G = (V, E) graf a k € N, pak zobrazeni b: V' — [k] je obarveni k barvami,
pokud b(u) # b(v) pro kazdou hranu {u,v} € e. Chromatické ¢islo (téz barevnost) grafu G
je nejmensi k takové, ze G ma obarveni k barvami.

Uloha 6: Dokazte vétu o étyfech barvéch pro rovinné grafy bez trojihelniki. (Tj. ze graf ma
obarveni ¢tyimi barvami.) Ndpovéda: Nejprve ukazte existenci vrcholu omezeného stupné.

Uloha 7: Je-li ddn graf G, potom jeho k-tou mocninou rozumime graf znaceny G* se stejnou
mnozinou vrcholii s tim, Ze hrana v G* vede mezi vrcholy u a v, pravé kdyz jsou u a v spojeny
cestou délky nejvyse k v G. (Specialné G' je ptivodni graf G.)
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(a) V zévislosti na n > 3 pfirozeném urcete barevnost (chromatické ¢islo)
(b*) V zévislosti na n > 3 pfirozeném urcete barevnost (chromatické éislo) C?

Uloha 8*: Ukazte, ze ma-li rovinny graf sudé stupné, pak je barevnost jeho dualu rovna
dvéma. Ndpovéda: Graf je dvoubarevny pravé tehdy, kdyzZ neobsahuje lichy cyklus.

Uloha 9" : Ukazte, ze neexistuje eulerovsky rovinny graf jehoz stény by tvoril jeden péticyklus
a samé trojuhelniky. (Muzete vyuzit predchozi priklad, i kdyz ho neumite vyfesit.)



