Ijlohy k cviceni

Vyrokova logika
Uloha 1: Doplite tabulku pravdivostnich hodnot
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Uloha 2: Pro libovolné vyroky a, b jsou nasledujici vyroky ekvivalentni. Zduvodnéte pomoci
tabulky pravdivostnich hodnot a dobfe si zapamatujte, pii chapani dukazu se vam to bude
hodit! (i) a = b, (ii) =b = —a (iii) —~a V b (iv) =(a A —b).

Uloha 3: Reknéte bez pouziti implikace: Nebude-li prset, nezmoknem. Kdo se bude snazit,
dostane zapocet. Pokud je pes v boudé, neni tam kocka. Pokud prsi a je pod nulou vznika
naledi.

Uloha 4: Znegujte: Kdyz prsi, nevychazim z domu. Nebude-li prset, nezmoknem. Zmokneme,
pravé kdyz bude prset.

Uloha 5: Zapiste pomoci kvantifikatoru a znegujte: Vsechna prirozena ¢isla jsou suda. Kazdé
prvocislo je liché. Nékteré prirozené cislo je délitelné vSemi prvocisly. Mezi n a 2n vzdy
najdeme néjaké prvocislo.

Matematicka indukce

Princip matematické indukce: Chceme dokazat néjaké tvrzeni kvantifikované piirozenymi
¢isly, tedy chceme dokézat néjaky vyrok V(n) zavisejici na n prirozeném. Matematickd
indukce ma nasledujici dva kroky.

1. indukcnd krok. Dokézeme tvrzeni pro pocateéni hodnotu, tedy dokdzeme V' (1).

2. indukéni krok. Chceme dokazat V' (n), ale muzeme predpokladat, ze vyrok plati pro mensi
hodnoty, tedy plati V(1),V(2),...,V(n — 1). Formélné feceno tedy dokazujeme implikaci
VIOAV(2)A---AV(n—1)= V(n) pro vSechna pfirozend n > 2.

Pokud jsme zvladli 1. i 2. indukéni krok, muzeme odvodit, ze vyrok plati pro vsechna
ptirozend n. Intuitivné to funguje tak, ze diky 1. indukénimu kroku plati V' (1). Pak diky
implikaci V(1) = V(2) odvodime i V(2). Kdyz vime, ze plati V(1) i V(2), tak z impli-
kace V(1) A V(2) = V(3) v druhém indukénim kroku odvodime V'(3). Nésledné stejnym
zpusobem odvodime V' (4), V' (5) atd. Odtud vidime, ze vyrok plati pro vSechna pfirozend
¢isla. (Jen varuji, ze toto zduvodnéni je pouze intuitivni. Pfi budovéni zékladu matematiky
z axiomu se postupuje trochu jinak.)

Pozndmky: Matematicka indukce m4 razné variace. Casto se Vam v konkrétnich piikladech
podaii dokézat implikaci V' (n — 1) = V(n), ze které pozadovana implikace v druhém in-



dukénim kroku plyne. (Byvéa to tedy zjednoduseni ale nefunguje to vzdy, kdyz je potteba.)
Obcas se pomoci indukce nedokazuje tvrzeni, které zacind od jednicky (tedy V(1)) ale
tfeba dvojky, trojky, nuly, nebo jen pro suda ¢isla apod. Takové modifikace obvykle netvoii
problém, pokud pochopite zdkladni princip.

Uloha 6: Dokazte matematickou indukef:
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Uloha 7: Dokaizte matematickou indukei, 7ze 4|(6n% + 2n) pro kazdé n prirozené. (Slovy: 4 je
delitelem vyrazu 6n% + 2n.)

Uloha 8: Kde je chyba v nésledujicim dukazu (nepravdivého) tvrzeni, ze 5" = 1 pro vSechna
prirozenda n: Je ziejmé, ze pro n = 0 tvrzeni plati. Nyni predpokladejme, ze tvrzeni plati
pro vSechna cela ¢isla m, kde 0 < m < k a dokazujeme ho pro k + 1. Médme
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Uloha 9: Dokazte, ze pro Fibonacciho posloupnost danou predpisem F}, = Fy =1 a F,, =
F, 1+ F,_> pron > 3 plati:

n—1
(a) Fo < (155)"
(b) 22 Fi = Fops = 1,
=1

(c) Y F! = FoFun
i=1

Uloha 10%*: Dokazte, ze kazdé piirozené &fslo n lze jednoznaéné napsat jako soucet riznych
Fibonacciho ¢isel pocinaje F3 takovych, ze v souctu nejsou zadna dvé po sobé jdouci Fibo-
nacciho ¢isla.

k
Formalné: n lze jednoznacné napsat ve tvaru n = ) Fy, kde iy > 2 a i; > i;_, + 2 pro

7j=1
je{2,...,k}.
Uloha 11*: Je déno redlné &islo takové, ze x + % je celé. Dokazte, ze pro kazdé prirozené
n je i ¢islo 2" + fn celé.

Uloha 12*: Na Sachovnici 2" x 2" jedno libovolné vybrané policko chybi. Ukazte, ze zbylou
plochu lze vydlazdit dlazdicemi, ktera maji tvar “L” a pritom zabiraji tii policka.



