Ulohy k cviceni

Stupné vrchola

Pripomenuti: Je-li G = (V, E) graf a v € V, potom stuperi vrcholu v, znaceny deg v, je pocet
hran z v vychazejicich. Skore grafu G je posloupnost stupnu (deg vy, deg vy, ..., degv,) pro
néjaké poradi vy, . .., v, vSech vrcholu z V.

Princip sudosti iikd, ze 2|E| = )" ., degw.

Uloha 1: Najdéte priklad dvou grafil (dvou stromi; stromu a grafu, co nenf strom) se stejnym
skore, které nejsou izomorfni.

Uloha 2: Dokazte, ze graf se vSemi stupni sudymi neobsahuje most, tedy hranu takovou,
jejiz odebranim se graf stane nesouvislym.

Uloha 3: Ukazte, ze pokud ma 2k-regularni graf G sudy pocet hran, tak potom k£ nebo
[V (@)] je sudé. (Graf je t-regularni, pokud kazdy jeho vrchol mé stupen t.)

Uloha 4*: Pro kazda dvé prirozena ¢isla k a n takovd, ze k < n a 2|kn najdéte priklad
k-regularniho grafu na n vrcholech.

Eulerovské grafy

Ptipomenuti: Tah je wzavreny, pokud jeho pocatecni a koncovy vrchol splyvaji. Tah je
eulerovsky, pokud pokryva vsechny hrany. Graf je eulerovskyj, pokud v ném existuje uzavieny
eulerovsky tah. Podle charakterizace eulerovskych grafu, graf je eulerovsky, pravé kdyz je
souvisly a vSechny vrcholy maji sudy stupen.

V orientovaném grafu, definice vyse jsou analogické, jen se u orientovaného tahu vyzaduje,
aby vSechny hrany byly souhlasné orientované (kdyz prochdzime tah). Orientovany graf
je silne souwisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u, v vede orientovana cesta z u do v, je
slabe souwvisly, pokud pro kazdé u, v vede cesta z u do v jejiz hrany mohou byt orientované
libovolné (po sméru i proti sméru cesty).

Uloha 5: Charakterizujte vSechny grafy, které maji (ne nutné uzavieny) eulerovsky tah.

Uloha 6: Uvazujme graf G, jehoz vrcholy jsou posloupnosti 0 a 1 délky d, tedy V(G) =
{0,1}¢ a hrany vedou mezi dvojicemi posloupnosti, které se lisi pravé v jedné souiadnici.
(Tomuto grafu se nékdy fika graf hyperkrychle.) V zdvislosti na d urcete, zda je tento graf
eulerovsky.

Uloha 7*: Dokazte, ze kazdy eulerovsky graf je hranové disjunktni sjednoceni kruznic.

Uloha 8 : Necht G je souvisly 2k-regularni graf se sudym poc¢tem hran. Dokazte, ze obsahuje
dva hranoveé disjunktni k-faktory, tedy k-reguldrni podgrafy se stejnou mnozinou vrcholu.

Uloha 9: Dokazte, ze nésledujici tvrzenf jsou ekvivalentni pro orientovany graf G-

(i) G ma uzavieny (orientovany) eulerovsky tah.



(ii) G je silné souvisly a vstupni stupen kazdého vrcholu je roven vystupnimu stupni

(iii) G je slabé souvisly a vstupni stupen kazdého vrcholu je roven vystupnimu stupni

Matice sousednosti

Piipomenuti: Je-li G = (V, ) graf a ozna¢ime-li vy, ..., v, vSechny vrcholy z V' (v néjakém

potad{). Potom matice sousednosti G je matice A = (ay;)7,—;, kde a;; = 1, pokud {v;,v;} €
(k

F aa;; = 0 jinak. Podle véty o poctu sledu, prvek aij) v k-té mocniné A¥ matice A odpovida

poctu sledu délky k z v; do v;.

Uloha 10: Necht G je graf a A = (a;;);;—; jeho matice sousednosti. V zdvislosti na poctu
vrcholu a hran G urcete soucet vsech prvku A, tj. vyraz

n
E Clij.

1,j=1

Uloha 11: Necht G je graf bez trojuhelniki a A jeho matice sousednosti. Jaké prvky ma na
hlavni diagonéle A3, tj. tieti mocnina matice A?



