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Lineárńı rovnice prvńıho řádu

Př́ıklad 1. Nalezněte řešeńı procházej́ıćı bodem [0, 1] rovnice

(1− x2)y′ + xy = 1.

Řeš́ıme na intervalu (a, b) = (−1, 1).

y′ +
x

1− x2
· y =

1

1− x2

To je lineárńı rovnice prvńıho řádu. Použijeme metodu integračńıho faktoru. Primitivńı funkce p(x) =
x

1−x2 je P (x) = − 1
2 log(1− x2). Vynásob́ıme rovnici eP (x) = 1√

1−x2
.(

y√
1− x2

)′
=

1

(1− x2)
√

1− x2
(1)

Primitivńı funkci k pravé straně nalezneme pomoćı Eulerovy substituce

t =

√
1− x
1 + x

, x =
1− t2

1 + t2
, dx =

−4t

(1 + t2)2
dt.

Vyjádř́ıme √
1− x2 = t(1 + x) =

2t

1 + t2
1− x2 =

4t2

(1 + t2)2
,

∫
1

(1− x2)
√

1− x2
dx = −

∫
1 + t2

2t2
dt =

1

2

(
1

t
− t
)

+ c =
x√

1− x2
+ c.

Z (1) dostáváme

y√
1− x2

=
x√

1− x2
+ c

y = x+ c
√

1− x2

Chceme, aby řešeńı splňovalo y(0) = 1, proto voĺıme c = 1.

Závěr. Řešeńı procházej́ıćı bodem [0, 1] je y(x) = x+
√

1− x2, x ∈ (−1, 1).

Poznámka. Nalezené řešeńı je maximálńı, protože pro derivaci y′(x) = 1− x√
1−x2

plat́ı

lim
x→1−

y′(x) = −∞, lim
x→−1+

y′(x) = +∞.

Neexistuje prodloužeńı, které by mělo vlastńı derivaci v bodě 1 nebo −1 (podle věty o limitě derivaćı).
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Řešte rovnice.

1. y′ = y
x − 1

2. y′x = y + x2

3. y′ + 2y
x = e−x2

x

4. y′ cosx− y sinx = sin 2x

5. xy′ + y = log x+ 1

6. (a2 + x2)y′ + xy = 1 (a ∈ R)

7. (2x+ 1)y′ + y = x

8. y′ − y tg x = cotg x

9. y′ + y cosx = sin 2x

10. y′ + x+1
x y = 3xe−x

Výsledky. 1. y = −x log |x| + cx, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,+∞), c ∈ R 2. y = x2 + cx, x ∈ R,

c ∈ R 3. y = − 1
2x2 e

−x2

+ c
2x2 , x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,+∞), c ∈ R 4. y = − cos 2x

2 cos x + c
cos x ,

x ∈ (−π2 + kπ, π2 + kπ), k ∈ Z, c ∈ R. Pro c = −1/2 lze slepit, t́ım dostaneme řešeńı y(x) = − cosx,

x ∈ R. 5. y = log x + c
x , x ∈ (0,+∞), c ∈ R 6. Pro a = 0: y = log |x|

x + c
x , x ∈ (−∞, 0)

nebo x ∈ (0,+∞), c ∈ R; pro a 6= 0: Hint: 1/
√
x2 + a2 integrujte pomoćı Eulerovy substituce, např.√

x2 + a2 = −x + t. y = log(x+
√
x2+a2)√

x2+a2
, x ∈ R, c ∈ R. 7. y = 1

3 (x − 1) + c√
|2x+1|

, x ∈ (−∞,− 1
2 )

nebo x ∈ (− 1
2 ,+∞), c ∈ R. Pro c = 0 lze slepit, dostaneme řešeńı y(x) = 1

3 (x − 1), x ∈ R. 8.
y = 1 + 1

2 cos x log 1−cos x
1+cos x + c

cos x , x ∈ (k π2 , (k + 1)π2 ), k ∈ Z, c ∈ R. 9. y = 2(sinx − 1) + ce− sin x,

x ∈ R, c ∈ R 10. y = x2e−x + c
xe
−x, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,+∞), c ∈ R


