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• 
vièení na poèítaèí
h

− od ètvrtka 23. února ve Vinièné 7, 1. patro B5

− nutno se pøihlásit, pøednost mají studenti bez zápoètu

− zápoèet za aktivní úèast (vèetnì odevzdávání souborù)

− nutno mít aktivní úèet v uèebná
h, znát svoje heslo

− NCSS 2001 (Number Crun
her Statisti
al System)

• zkou¹ka v B5

− jen se zápoètem, pøihla¹ování pøes SIS

− kombina
e písemného a ústního zkou¹ení

• literatura

− K. Zvára: Biostatistika. Karolinum

• konzulta
e asi ètvrtek 9:50{10:20 ÚAMVT, Albertov 6, II. pa-tro nebo ètvrtek 12:30-13:00, Sokolovská 83, Karlín (pøípadnì podohodì jindy) 2

statistika:

• popisná (deskriptivní): data struènì popsat, nì
o z dat þvydolo-vatÿ)

• induktivní (kon�rmatorní): tvrdit nì
o nového, zobe
nit na vìt¹ísoubor, zále¾í na interpreta
ipøíklady dat:

• vý¹ky: vý¹ka desetiletý
h 
hlap
ù/dívek

• dìti: pohlaví, porodní hmotnost a délka, hmotnost a délka v jed-nom ro
e, vìk ot
e a matky, poèet onemo
nìní otitidou v prvnímro
e vìku

• kojení: hmotnost a délka porodní a ve 24. týdnu, vìk a vý¹kaobou rodièù, zda tìhotenství plánováno, zda dudlík, porodni
e3


o mìøíme (zji¹»ujeme) a kde

• mìøíme na mnoha statisti
ký
h jednotká
h (osoba, obe
, stát,pokusné pole . . . )

• mìøíme (zji¹»ujeme) hodnoty znakù

• znak - vlastnost mìøená na objektu (statisti
ké jednot
e)

• zji¹tìnou hodnotu vyjadøujeme ve zvoleném mìøítku (stupni
i)

• na jedné jednot
e mù¾eme mìøit nìkolik znakù (mo¾ná závislost)

• mìøíme na skupiná
h jednotek { soubore
h

• zajímají nás hromadné vlastnosti (les, ne jednotlivé stromy)

• mù¾eme porovnávat vlastnosti znaku mezi soubory 4



mìøítka
• nula-jednièkové (mu¾/¾ena) pouze dvì mo¾né hodnoty

• nominální (porodni
e, pohlaví, odrùda) seznam v¹e
h rozli¹itel-ný
h hodnot, faktor
• ordinální (vzdìlání matky,. . . , stupeò bolesti) hodnoty nominál-ního mìøítka uspoøádány, uspoøádaný faktor

• intervalové (rok narození, teplota ve oC) stejné vzdálenosti sou-sední
h hodnot, þo kolik je men¹í?ÿ
• pomìrové (hmotnost, vý¹ka, vìk) srovnání se zvolenou jednot-kou, þkolikrát je vìt¹í?ÿ 5

mìøítka (2)

• kvalitativní: nula-jednièkové, nominální, èasto i ordinální

• u kvalitativní
h se zpravidla udávají èetnosti jednotlivý
h hodnot(kolikrát která nastala)

• kvantitativní (spojité): intervalové, pomìrové, nìkdy ordinální(není spojité)

• hodnoty kvantitativní
h { èísla

6

velièina

• èíselnì vyjádøený výsledek mìøení, pokusu

• mo¾né hodnoty znakù v intervalovém, pomìrovém mìøítku jsouhusté { spojitá velièina

• èetnosti hodnot znakù v nula-jednièkovém, nominálním (èi ordi-nálním) mìøítku { diskrétní velièina

• u velièin pou¾íváme 
harakteristiky nìkterý
h hromadný
h vlast-ností (
harakteristiky polohy, variability)

• statistika (té¾) funk
e pozorovaný
h hodnot

7

popisné statistiky

x1, x2, . . ., xn zji¹tìné hodnoty

x∗1, x∗2, . . ., x∗m mo¾né hodnoty (rùzné)

n1, n2, . . ., nm èetnosti hodnot

n1 + n2 + . . . + nm =
m∑

j=1

nj = n

n1
n

,
n2
n

, . . . ,
nm

n

- relativní èetnosti

Nj =
j∑

i=1

ni kumulativní èetnostipro kumulativní èetnosti nutno aspoò ordinální mìøítko 8



histogram (histogram, barplot u kvalitativní velièiny)

• gra�
ké znázornìní èetností (poètù hodnot kvalitativní velièiny)

• plo
ha (vý¹ka) obdélníku úmìrná èetnosti

• relativní èetnosti mají jen jiné mìøítko svislé osy

• podobnì výseèový diagram pro relativní èetnosti (podíly nìja-kého 
elku)pøíklad kojení (vzdìlání 99 matek):vzdìl. zákl. maturita V© 
elkem pozn.

x∗j 1 2 3 mo¾né hodnoty

nj 34 47 18 99 absolutní èet.

nj/n 0,343 0,475 0,182 1,000 relativní èet.

nj/n 34,3 % 47,5 % 18,2 % 100 % relativní èet.

Nj 34 81 99 kumulativní èet.9

výseèový diagram (pie 
hart) barplot

základní
(34.3%)

maturita
(47.5%)

V�
(18.2%)

základní maturita V�
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histogram u spojité velièiny { tøídìní: v¹e
hny hodnoty z danéhointervalu (tj−1, tj〉 nahradíme prostøední hodnotou x∗j = (tj−1 + tj)/2hmotnost dìtí (pøíklad dìti)

j x∗
j tj nj nj/n Nj Nj/n1 7750 8000 42 0,026 42 0,0262 8250 8500 104 0,063 146 0,0893 8750 9000 173 0,106 319 0,1954 9250 9500 225 0,138 544 0,3335 9750 10000 315 0,193 859 0,5266 10250 10500 257 0,157 1116 0,6837 10750 11000 210 0,129 1326 0,8128 11250 11500 133 0,081 1459 0,8939 11750 12000 88 0,054 1547 0,94710 12250 12500 47 0,029 1594 0,97611 12750 13000 28 0,017 1622 0,99212 13250 ∞ 11 0,007 1633 1,000 11

absolutní a kumulativní èetnostikumulativní èetnost: podíl dìtí, jeji
h¾ hmotnost ve 12. mìsí
i jenejvý¹e rovna tj

0100200300poèet
7 8 9 10 11 12 13hmot.42104

173225
31525721013388472811 050010001500poèet

7 8 9 10 11 12 13hmot.42146319544
85911161326

14591547159416221633
12



empiri
ká distribuèní funk
e:relativní èetnost hodnot, které jsou nejvý¹e x

Fn(x) =

poèet (xi ≤ x)

n
0,00,20,40,60,81,0
7 8 9 10 11 12 13 hmot. 13

x { vý¹ky desetiletý
h ho
hù

i 1 2 3 4 5 6 7 8

x(i) 127 130 133 136 136 138 139 139

i 9 10 11 12 13 14 15

x(i) 139 140 141 142 147 149 151

125 130 135 140 145 150

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

vysky chlapcu

x

Fn(x
)
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uspoøádaný seznam hodnot, variaèní øada

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n)poøadí: místo, na které se dané pozorování dostane v uspoøádanémseznamu (shodné hodnoty dostanou prùmìrné poøadí)míry polohypo¾adavky na míry polohy:

µ(a +X) = a + µ(X)

µ(b · X) = b · µ(X) b > 0

− pøièteme-li ke ka¾dé hodnotì X konstantu a, pøiète se stejná kon-stanta k míøe polohy

− vynásobíme-li ka¾dou hodnotu X kladnou konstantou b, vynásobíse míra polohy stejnou konstantou 15
• prùmìr

x̄ =
1

n
(x1 + x2 + . . . + xn) =

1

n

n∑

i=1

xi

• vá¾ený prùmìr s vyu¾itím èetností (n = ∑j nj)

x̄ =
1

n
(n1x

∗
1 + n2x

∗
2 + . . . + nmx∗m) =

1

n

m∑

j=1

njx
∗
j

• obe
nìji s nezápornými vahami wj hodnot x∗j

x̄ =

∑
j wjx

∗
j∑

j wj 16



pøíklad: vá¾ený prùmìr známek, vá¾eno kredityznámka kreditù souèin

x∗j wj x∗j · wj1 6 62 4 82 2 43 4 12
elkem 16 30
x̄ =
1 · 6 + 2 · 4 + 2 · 2 + 3 · 4

6 + 4 + 2 + 4
=
30

16
= 1,875

17

• medián (prostøední hodnota, NIKOLIV støední hodnota)

x̃ =





x
(n+12 )

n li
hé

1
2

(
x(n2 )
+ x(n2+1)

)
n sudé

• minimum, maximum

xmin =x(1)

xmax =x(n)

• variaèní prùmìr

1

2

(
x(1) + x(n)

)
=
1

2
(xmin + xmax) 18

• p-tý per
entil (èíslo, které oddìluje dolní
h 100p % hodnot)øada postupù, NCSS pou¾ívá interpola
i:

r = [(n + 1)p] 
elá èást (n + 1)p
q = (n + 1)p − r zlomková èást (n + 1)p

xp = (1− q)x(r) + qx(r+1)

• dolní kvartil (hodnota oddìlují
í dolní ètvrtinu): Q1 = x1/4

• horní kvartil (hodnota oddìlují
í dolní tøi ètvrtiny): Q3 = x3/4

• modus x̂ nejèastìj¹í hodnota (s nejvìt¹í èetností) 19

0.
0

0.
4

0.
8

i
p

1 2 3 4 5 6
pøíklad: výpoèet kvartilù pro n = 6

p = 1/4 r = [(6 + 1) ∗ 1/4] = [7/4] = [1 + 3/4] = 1 q = 7/4− 1 = 3/4
p = 1/2 r = [(6 + 1) ∗ 1/2] = [7/2] = [3 + 1/2] = 3 q = 7/2− 3 = 1/2
p = 3/4 r = [(6 + 1) ∗ 3/4] = [21/4] = [5 + 1/4] = 5 q = 21/4− 5 = 1/420



krabi
ový diagram (box-plot, box and whisker plot)

Q1 Q3x̃

odlehlé pozorování>

x(1) x(n−1) x(n)

pozorování je odlehlé, je-li vzdáleno od bli¾¹ího kvartilu o ví
e ne¾

3

2
(Q3 − Q1)

21

pøíklad vý¹ky dívek (n=12)

j 1 2 3 4 5 6 7 8

y∗j 131 132 135 141 142 143 146 151

nj 1 1 1 4 1 1 2 1poøadí 1 2 3 5,5 8 9 10,5 12

ȳ =
1

12
(131 + 132 + . . . + 151) = 140,83

ỹ =
1

2

(
y(6) + y(7)

)
=
1

2
(141 + 141) = 141

r = [(12 + 1)/4] = 3 q = (12 + 1)/4− 3 = 1/4

Q1 =
(
1− 1
4

)
y(3) +

1

4
y(4) = 0,75 · 135 + 0,25 · 141 = 136,5

Q3 = 0,25 · 143 + 0,75 · 146 = 145,25

22

míry variabilitypo¾adavky na míry variability (mìøítka):

σ(a +X) = σ(X)

σ(b · X) = b · σ(X) b > 0

− pøiètení konstanty míru variability neovlivní

− vynásobení v¹e
h hodnot X kladnou konstantou b znamená vyná-sobení míry variability stejnou konstantou

• smìrodatná od
hylka

sx =

√√√√ 1

n − 1
n∑

i=1

(xi − x̄)2 23
• rozptyl s2x (nesplòuje druhý po¾adavek, platí s2b·x = b2s2x)

• rozpìtí R = xmax − xmin

• kvartilové rozpìtí RQ = Q3 − Q1

• variaèní koe�
ient (nesplòuje ani jeden po¾adavek)porovnání variability pøi rùzný
h úrovní
h

Vx =
sx

x̄

• entropie (pro nominální, po¾adavky nemají smysl)

H = −
m∑

j=1

nj

n
ln

nj

n(nezávisí na oznaèení hodnot, jen na jeji
h relativní
h èetnoste
h)24



pøíklad vý¹ky dívek
s2y =

1

11

(
(131− 140,83)2 + . . . + (151− 140,83)2

)

.
= 33,788

sy =
√
33,788

.
= 5,813

R = 151− 131 = 20
RQ = 145,25− 136,5 = 8,75

25

pøíklad ICHS: vztah mu¾ù ke kouøení (pro
enta pro dané vzdìlání)vztah ke kouøenívzdìl. nekuøák bývalý støední silný 
elk. Hzákl. 14 12,0 % 11 9,4 % 14 12,0 % 78 66,7 % 117 1,001odb. 55 18,6 % 28 9,5 % 24 8,1 % 189 63,9 % 296 1,026stø. 55 18,5 % 44 14,8 % 24 8,1 % 175 63, % 298 1,110V© 73 30,7 % 42 17,6 % 17 7,1 % 106 44,5 % 238 1,217mu¾i se základním vzdìláním:

H = −
(
14

117
ln
14

117
+
11

117
ln
11

117
+
14

177
ln
14

177
+
78

117
ln
78

117

)
= 1,000689vìt¹í vyrovnanost ⇒ vìt¹í entropie

26

z-skór (normovaná velièina)

zi =
xi − x̄

sx
⇒ z̄ = 0, sz = 1hodno
ení vlastností nezávislý
h na poloze a variabilitì

• ¹ikmost (prùmìr 3. mo
nin z-skórù)

g1 =
1

n

n∑

i=1

z3i =
1

n

n∑

i=1

(
xi − x̄

sx

)3

• ¹pièatost (prùmìr 4. mo
nin z-skórù, nìkdy bez −3)

g2 =
1

n

n∑

i=1

z4i − 3 = 1
n

n∑

i=1

(
xi − x̄

sx

)4
− 3

g1, g2 se pou¾ívají k posouzení normality 27
• normální diagram

− k ovìøování pøedpokladu normálního rozdìlení

− pomo
í srovnání bodù s pøímkou

− reakèní doba (policie): g1 = 0,521, g2 = −0,321
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nahoøe porodní délka: g1 = −0,893, g2 = 3, 511dole vìk matek: g1 = 0,760, g2 = 0,013
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srovnání souborù dat (spojitá velièina)

• lze 
hápat jako závislost spojité velièiny na nula-jednièkové

• krabi
ové diagramy resp. empiri
ké distribuèní funk
e

• pøíklad: hmotnost 
hlap
ù a dívek (vlevo) v jednom ro
e

d h
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závislost dvoji
e znakù

• dvoji
e znakù { (není toté¾ 
o dva znaky!)

− mo¾nost porovnání 
hování jednoho znaku pøí rùzný
h hodno-tá
h druhého znaku

− zkoumání závislosti

• kontingenèní tabulka

− (sdru¾ené) èetnosti v¹e
h kombina
í dvou kvalitativní
h znakù

− øádkové/sloup
ové marginální èetnosti { øádkové/sloup
ové souètypøíslu¹ný
h sdru¾ený
h èetností

− v pro
ente
h v dané skupinì (pro danou hodnotu jednohoznaku) { podmínìné relativní èetnosti 31

pøíklad kouøení u mu¾ùsdru¾ené a marginální èetnosti

vzdìlání zákl. odb. mat. V© 
elk.nekuøák 14 55 55 73 197bývalý kuøák 11 28 44 42 125kuøák 14 24 24 17 79silný kuøák 78 189 175 106 548
elkem 117 296 298 238 949(zdola: nekuøák, bývalý kuøák, kuøák,silný kuøák)
zákl. odb. stø. V�

0
50
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0

15
0

20
0

25
0

32



pøíklad kouøení u mu¾ùsdru¾ené a marginální relativní èetnostivzdìlání zákl. odb. mat. V© 
elk.nekuøák 1,5 % 5,8 % 5,8 % 7,7 % 20,8 %bývalý kuøák 1,2 % 3,0 % 4,6 % 4,4 % 13,2 %kuøák 1,5 % 2,5 % 2,5 % 1,8 % 8,3 %silný kuøák 8,2 % 19,9 % 18,4 % 11,2 % 57,7 %
elkem 12,3 % 31,2 % 31,4 % 25,1 % 100,0 %marginální relativní èetnosti jsou v¾dy souètem pøíslu¹ný
h(v øádku/sloup
i) sdru¾ený
h relativní
h èetností

33

vzdìlání zákl. odb. mat. V© 
elk.nekuøák 12,0 % 18,6 % 18,5 % 30,7 % 20,6 %bývalý kuøák 9,4 % 9,5 % 14,8 % 17,6 % 13,2 %kuøák 12,0 % 8,1 % 8,1 % 7,1 % 8,3 %silný kuøák 66,7 % 63,9 % 58,7 % 44,5 % 57,8%
elkem 100% 100% 100% 100% 100%marginální rel. èetnosti nejsou prùmìrem podmínìný
h rel. èetností!

zákl. odb. stø. V�

0.0
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0.4
0.6

0.8
1.0

total

0.0
0.2

0.4
0.6

0.8
1.0

(zdola: nekuøák, bývalý kuøák, kuøák, silný kuøák) 34

• závislost spojitý
h velièin (bodový diagram)
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Náhodné jevy

• náhodný pokus výsledek pøedem neurèitý, s opakováním rostestabilita frekven
e mo¾ný
h výsledkù

• náhodný jev tvrzení o výsledku náhodného pokusu (podmno¾inamno¾iny Ω)

• jistý jev Ω nastává v¾dy

• nemo¾ný jev ∅ nenastává nikdy

• podjev: B ⊂ D znamená B ⇒ D

• jev opaèný: D ⇔ neplatí D

• prùnik jevù B ∩ D nastaly oba jevy

• sjedno
ení jevù D ∪ B nastal aspoò jeden

• nesluèitelné jevy B ∩ D = ∅ 36



B ⊂ D ⇒ P(B) ≤ P(D)
D B

Ω

P(B) = 1− P(B)
BB

Ω

velikost plo
hy odpovídá pravdìpodobnosti

37

B ∩ D = ∅ ⇒P(B ∪ D) = P(B) + P(D)
B

D

Ω

obe
nì platíP(B ∪ D) = P(B) + P(D)− P(B ∩ D)

B

D

D ∩ B

Ω

velikost plo
hy odpovídá pravdìpodbnosti 38

Pravdìpodobnost P(B)
• objektivní èíselné vyjádøení þnadìjeÿ, ¾e nastane B

• modelový protìj¹ek relativní èetnosti

• vlastnosti psti

− 0 ≤ P(B) ≤ 1
− P(Ω) = 1,P(∅) = 0
− B ∩ D = ∅ ⇒ P(B ∪ D) = P(B) + P(D) (sèítání pravdìpodobností)

− P(B ∪ D) = P(B) + P(D)−P(B ∩ D)

− B ⊂ D ⇒ P(B) ≤ P(D)
− P(B) = 1−P(B) 39

• klasi
ká de�ni
e psti

− m stejnì pravdìpodobný
h elementární
h jevù ω1, . . . , ωm

− mB elementární
h jevù pøíznivý
h jevu B (tj. takový
h ωi, ¾e

ωi ∈ B, je právì mB) P(B) = mB

m

• pøíklad
− hází se dvìma kostkami (modrá, zelená)

− B { souèet aspoò 10
m = 6 · 6 = 36; mB = 6 ⇒ P(B) = 6

36pøíznivé mo¾nosti: (6 ,4), (6 ,5), (6 ,6), (5 ,5), (5 ,6), (4 ,6)40



pøíklad rodina: tøi sourozen
i, 
elkem 8 elementární
h jevù ω1, . . . , ω8

ωi D B B ∩ D B ∪ D C
(m, m, m) +

(f, m, m) + + + + +

(m, f, m) + + +

(f, f, m) + + +

(f, f, f) + +

(m, f, f)
(f, m, f) + +

(m, m, f) + +
D nejmlad¹í je dívka, P(D) = 4/8 = 1/2
B v rodinì je jediná dívka, P(B) = 3/8
B ∩ D jediná dívka je nejmlad¹í, P(B ∩ D) = 1/8P(B ∪ D) = P(B) + P(D)−P(B ∩ D) = 38 +

4
8 −

1
8 =

6
8

C nejstar¹í je ho
h, P(C) = 4/8 = 1/2 41

Kdy¾ víme, ¾e nejstar¹í je ho
h (C), jaká je pak pst, ¾e nejmlad¹í jedívka (D)? Dva ze ètyø elementární
h jevù, tedy

mD∩C/mC = 2/4 = 1/2 = 4/8 = mD/mzde pst jevu D nezávisí na tom, zda platí Cnezávislost: pst jevu D nezávisí na tom, zda C nastal èi nenastalobe
ná de�ni
e: nezávislost D, CP(D ∩ C) = P(D)P(C) (násobení pravdìpodobností)

D, C nezávislé jevypodmínìná pst (pst D za podmínky B)

P(D|C) = mD∩C

mC
=

mD∩C/m

mC/m
=

P(D ∩ C)P(C) 42

pøíklad rodina: (B { v rodinì je jediná dívka, D { nejmlad¹í je dívka)P(B ∩ D) =
1

8
6= 3
8
· 4
8
= P(B) · P(D)⇒ B, D závisléP(B|D) = P(B ∩ D)P(D) =
1/8

4/8
=
1

4P(B|D) = P(B ∩ D)P(D) =
2/8

4/8
=
1

2P(B) = 3
8P(B|D) < P(B) < P(B|D)

43

pøíklad HWE (zákon Hardyùv-Weinbergùv)

• diploidní popula
e

• na daném lokusu dvì alely: A, a

• pst dominantní alely A v popula
i: p

• pst re
esivní alely a v popula
i: q = 1− p

• nezávislé sdru¾ování alel znamenáP(AA) = P(A) · P(A) = p2P(aa) = P(a) ·P(a) = q2P(Aa) = P(A) · P(a) + P(a)P(A) = 2pq 44



dìti (otitidy a zánìty HCD)podmínìno HCDHCD bez HCD 
elkembez otitidy 5168 2088 7256otitida 2747 163 2910
elkem 7915 2251 10166HCD bez HCD 
elkembez otitidy 0,508 0,205 0,714otitida 0,270 0,016 0,286
elkem 0,779 0,221 1,000HCD bez HCD 
elkembez otitidy 0,653 0,928 0,714otitida 0,347 0,072 0,286
elkem 1,000 1,000 1,000 34,7 %
65,3 % 92,8 %

otitida
bezotitidy

HCD bez HCD
45

dìti (otitidy a zánìty HCD)podmínìno otitídouHCD bez HCD 
elkembez otitidy 5168 2088 7256otitida 2747 163 2910
elkem 7915 2251 10166HCD bez HCD 
elkembez otitidy 0,508 0,205 0,714otitida 0,270 0,016 0,286
elkem 0,779 0,221 1,000HCD bez HCD 
elkembez otitidy 0,712 0,288 1,000otitida 0,944 0,056 1,000
elkem 0,779 0,221 1,000 94,4 %
71,2 % 28,8 %

otitida
bezotitidy HCD bez HCD

46

vzore
 pro úplnou pst, Bayesùv vzore


H1

H2

H3H4

C

P(H1) = 0,231P(H2) = 0,175P(H3) = 0,219P(H4) = 0,375P(C|H1) = 0,262P(C|H4) = 0,161P(C) = P(C ∩ H1) + P(C ∩ H4) = 0,121P(H1 ∩ C) = P(H1|C)P(C)P(H1|C) = P(H1 ∩ C)P(C) =

P(C|H1)P(H1)P(C|H1)P(H1) + P(C|H4)P(H4) = 12 47

vzore
 pro úplnou pst: ne
h» se jev jistý rozpadá na jevy H1, . . . , Hk:

• H1, . . . , Hk jsou nesluèitelné (tj. Hi ∩ Hj = ∅ pro i 6= j)

• sjedno
ení H1, . . . , Hk dá jev jistý (tj. H1 ∪ . . . ∪ Hk = Ω)z de�ni
e podmínìné psti je P(C ∩ Hj) = P(C|Hj) · P(Hj)P(C) = P(C ∩ Ω) = P(C ∩ (H1 ∪ H2 ∪ . . . ∪ Hk))

= P((C ∩ H1) ∪ (C ∩ H2) ∪ . . . ∪ (C ∩ Hk)) (nesluèitelné jevy)

= P(C ∩ H1) + P(C ∩ H2) + . . . + P(C ∩ Hk)

= P(C|H1)P(H1) + P(C|H2)P(H2) + . . . + P(C|Hk)P(Hk)tedy obe
nì P(C) = k∑

j=1

P(C|Hj)P(Hj)

48



Bayesùv vzore
 (stejné pøedpoklady)P(Hi|C) =

P(Hi ∩ C)P(C) , P(C|Hi) =

P(C ∩ Hi)P(Hi)odtud lze P(Hi ∩ C) = P(C ∩ Hi) vyjádøit dvìma zpùsoby:P(Hi ∩ C) = P(Hi|C)P(C)
= P(C|Hi)P(Hi)proto pro ka¾dé i, i = 1, . . . , k platíP(Hi|C) =

P(C|Hi)P(Hi)P(C) =

P(C|Hi)P(Hi)∑k
j=1P(C|Hj)P(Hj)

H1, . . . , Hk { hypotézyP(H1), . . . ,P(Hk) { apriorní psti (nutnì je P(H1) + . . . + P(Hk) = 1)P(H1|C), . . . ,P(Hk|C) { aposteriorní psti 49

primitivní pøíklad: zkou¹ení

Hj P(Hj) P(C|Hj) P(Hj)P(C|Hj) P(Hj|C) P(Hj|C2) P(Hj|C3)1 0,20 1,00 0,2000 0,2694 0,3451 0,42302 0,35 0,80 0,2800 0,3771 0,3865 0,37903 0,25 0,65 0,1625 0,2189 0,1822 0,14524 0,20 0,50 0,1000 0,1347 0,0863 0,0529suma 1,00 0,7425 1,0000 1,0000 1,0000

C { správná odpovìï na známku, P(C) = 0,7425podobnì C2, C3 správné odpovìdi na dal¹í stejnì obtí¾né otázky, kdy¾pou¾ijeme pøed
hozí aposteriorní psti jako apriorní 50

pøíklad dìti C { otitida

Hj { výskyt zánìtu HCD

Hj P(Hj) P(C|Hj) souèin

H1 bez HCD 0,221 0,072 0,016

H2 jednou HCD 0,223 0,276 0,061

H3 opakovanì HCD 0,555 0,376 0,208souèet 1,000 0,286P(C) = 0,286 P(H3|C) = 0,376 · 0,555
0,286

= 0,728pst opakovaného zánìtu HCD u otitid P(H3|C) = 0,728

pst opakovaného zánìtu HCD u v¹e
h P(H3) = 0,555

pst opak. zánìtu HCD u NEotitid P(H3|C) = 0,48551

pøíklad: senzitivita, spe
i�
ita testu

D, D { nemo
ná/zdravá osoba

P, P { pozitivní/negativní výsledek testuP(P |D) { senzitivita testu (0,98)P(P |D) { spe
i�
ita testu (0,99)P(D) { prevalen
e nemo
i (apriorní pst) (0,001)

P(D|P ) = P(P |D)P(D)P(P |D)P(D) + P(P |D)P(D) = P(P |D)P(D)P(P )
=

0,98 · 0,001
0,98 · 0,001 + 0,01 · 0,999 =

0,00098

0,01097
= 0,089P(D|P ) = 0,99 · 0,999

0,99 · 0,999 + 0,02 · 0,001 = 0,99998 52



náhodná velièina
• èíselnì vyjádøený výsledek náhodného pokusu (pøedem nevíme, 
ovyjde, známe jen mo¾né hodnoty a jeji
h pravdìpodobnosti)

• ka¾dému elementárnímu jevu pøiøadíme reálné èíslo

• diskrétní rozdìlení náhodné velièiny X

− model pro poèty pøípadù (èetnosti)
− mo¾né hodnoty x∗1, x

∗
2, . . .

− psti hodnot P(X = x∗1),P(X = x∗2), . . . (pstní funk
e)

• spojité rozdìlení náhodné velièiny X

− model pro spojitou velièiny (délka, váha, kon
entra
e . . . )

− obor (mno¾ina) mo¾ný
h hodnot X

− hustota f(x) 53

Pøíklad rodina: náhodná velièina X { poèet dìvèatrozdìlení X dáno hodnotami x∗j a pstmi tì
hto hodnot P(X = x∗j)

ωi xi x∗j
(m, m, m) 0 0

(m, m, f) 1

(m, f, m) 1 1

(f, m, m) 1

(f, f, m) 2

(f, m, f) 2 2

(m, f, f) 2

(f, f, f) 3 3

j x∗j mj P(X = x∗j)1 0 1 1/82 1 3 3/83 2 3 3/84 3 1 1/8souèet 8 8/8

m =
4∑

j=1

mj = 8

54

distribuèní funk
e FX(x) = P(X ≤ x)

• diskrétní rozdìlení F (x) =
∑

t≤x

P(X = t)

• spojité rozdìlení F (x) =
∫ x
−∞ f(t)dt zøejmì pak: f(x) = dF (x)dx

• vlastnosti distribuèní funk
e

0 ≤ F (x) ≤ 1neklesají
í: x1 < x2⇒ F (x2) ≥ F (x1)P(x1 < X ≤ x2) = F (x2)− F (x1)P(X ≤ x2) = P(X ≤ x1) + P(x1 < X ≤ x2)

F (x2) = F (x1) + P(x1 < X ≤ x2) 55

pøíklad diskrétního rozdìlení: rozdìlení poètu dìvèat X

j x∗
j P(X = x∗

j) FX(x∗
j)1 0 1/8 1/82 1 3/8 4/83 2 3/8 7/84 3 1/8 8/8souèet 8/8 0

1
4

1
2

3
4

1

0 1 2 3 x

F (x)

56



geometri
ký význam distribuèní funk
e
x

y

0
y = F (x)

.......
x1

F (x1) = P(X ≤ x1)........... .............
.............

.........

x2

F (x2) = P(X ≤ x2).........................................

︸ ︷︷ ︸
(x1 < X ≤ x2)





P(x1 < X ≤ x2)

P(X ≤ x2) = P(X ≤ x1) + P(x1 < X ≤ x2)

F (x2) = F (x1) + P(x1 < X ≤ x2)P(x1 < X ≤ x2) = F (x2)− F (x1) 57

význam hustoty spojitého rozdìlení:

f(x) ≥ 0,
∫ ∞

−∞
f(x)dx = 1

y

y = f(x)

x2x1 x
0

P(x1 < X < x2) y

y = f(x)

x1 x1 + δ x2 x2 + δ x
0

P(x2 < X < x2 + δ)P(x1 < X < x1 + δ)

58

p-kvantil xp je urèen po¾adavkem P(X ≤ xp) = p

x

1

0

y = F (x)-

?

p

xp xxp
0

y

p

	
1− p

�

y = f(x)

59

kriti
ká hodnota x(α) je urèena po¾adavkem P(X ≥ x(α)) = α

x

1
0

y = F (x)-

?

1− α

x(α)
0

xx(α)

y

1− α

	 α

�

y = f(x)

x1−α = x(α), xp = x(1− p) 60



støední hodnota µ náhodné velièiny X

• míra polohy, populaèní prùmìr

• metoda výpoètu se znaèí EX

• vypoètená hodnota se znaèí µ nebo úplnìji µX

• vá¾ený prùmìr mo¾ný
h hodnot
• diskrétní rozdìlení: vahami jsou pravdìpodobnosti

µX =
∑

j

x∗jP(X = x∗j)

• spojité rozdìlení: místo vah je hustota fX(x)

µX =
∫ ∞

−∞
xfX(x)dx 61

pøíklad rodina, X { poèet dìvèat

j x∗j P(X = x∗j) x∗j · P(X = x∗j1 0 0,125 0,0002 1 0,375 0,3753 2 0,375 0,7504 3 0,125 0,375souèet 1,000 1,500

µX = 0 ·
1

8
+ 1 · 3

8
+ 2 · 3

8
+ 3 · 1

8
= 0 · 0,125 + 1 · 0,375 + 2 · 0,375 + 3 · 0,125
= 1,5 62

rozptyl σ2 náhodné velièiny X (smìrodatná od
hylka σ)
• míra variability, populaèní rozptyl, popul. smìr. od
hylka
• udává velikost kolísání (variabilitu) kolem støední hodnoty

• metoda výpoètu se znaèí varX

• vypoètená hodnota σ2, úplnìji σ2X

• pomo
í støední hodnoty

σ2X = E (X − µX)
2 = E (X2)− (µX)

2

• diskrétní rozdìlení σ2X =
∑

j

(
x∗j − µX

)2P (X = x∗j
)

• spojité rozdìlení σ2X =
∫∞
−∞(x − µX)

2fX(x)dx 63
j x∗j pj x∗j − µX

(
x∗j − µX

)2 (
x∗j − µX

)2
pj1 0 0,125 -1,5 2,25 0,281252 1 0,375 -0,5 0,25 0,093753 2 0,375 0,5 0,25 0,093754 3 0,125 1,5 2,25 0,28125∑ 1,000 0,0 0,75000

µX = 1,5

σ2X =
∑

j

(x∗j − µX)
2pj

= (0− 1,5)2 · 0,125 + (1− 1,5)2 · 0,375
+(2− 1,5)2 · 0,375 + (3− 1,5)2 · 0,125

= 0,75

σX =
√
0,75 = 0,866025 64



sdru¾ené rozdìlení:aby
hom mohli popsat závislost náhodný
h velièin, zajímáme se o spo-leèné 
hování dvoji
e (troji
e,. . . ) náhodný
h velièin, tedy 
hovánínáhodného vektoruPøíklad rodina
X { poèet dìvèat v rodinì s tøemi dìtmi
Y { poèet dìvèat mezi dvìma star¹ími dìtmi
Z { poèet ho
hù v rodinì s tøemi dìtmirozdìlení náhodného vektoru (X, Y )proè nemá smysl vy¹etøovat vektor (X, Z)? 65

sdru¾ené rozdìlení { popisuje spoleèné 
hování X, YP(X = x∗i , Y = y∗j ) resp. fX,Y (x, y)marginální rozdìlení: 
hování jedné bez ohledu na hodnotu druhéP(X = x∗i ) =
∑

j

P(X = x∗i , Y = y∗j ) ∀x∗iP(Y = y∗j ) =
∑

i

P(X = x∗i , Y = y∗j ) ∀y∗j

podmínìné rozdìlení: 
hování jedné pøi dané hodnotì druhéP(X = x∗i |Y = y∗j ) =

P(X = x∗i , Y = y∗j )P(Y = y∗j ) 66

Pøíklad rodina

X poèet dìvèat v rodinì s tøemi dìtmi

Y poèet dìvèat mezi dvìma star¹ími dìtmi

ωi xi yi

(m, m, m) 0 0

(m, m, f) 1 1

(m, f, m) 1 1

(f, m, m) 1 0

(f, f, m) 2 1

(f, m, f) 2 1

(m, f, f) 2 2

(f, f, f) 3 2

y∗
j

x∗
i 0 1 2 
elkem0 1/8 0 0 1/81 1/8 2/8 0 3/82 0 2/8 1/8 3/83 0 0 1/8 1/8
elkem 2/8 4/8 2/8 1

y∗
j

x∗
i 0 1 2 
elkem0 1 0 0 11 1/3 2/3 0 12 0 2/3 1/3 13 0 0 1 1pravdìpodobnosti: sdru¾ené, marginální, podmínìné P(Y |X = x)67

kovarian
e vyjadøuje vzájemnou závislost náhodný
h velièin:

σX,Y = E (X − µX)(Y − µY )

σX,Y =
∑

i

∑

j

(x∗i − µX)(y
∗
j − µY )P(X = x∗i , Y = y∗j )

oznaèení metody výpoètu: 
ov(X, Y )zøejmì platí 
ov(X, X) = varX tj. σX,X = σ2Xpro nezávislé náhodné velièiny platíP(X = x∗i , Y = y∗j ) = P(X = x∗i ) ·P(Y = y∗j ), ∀(x∗i , y∗j )jsou-li X, Y { nezávislé ⇒ σX,Y = 0 (nikoliv obrá
ená implika
e)68



pøíklad dìti: výpoèet støední hodnoty, rozptylu a kovarian
e

y∗
j

x∗
i 0 1 2 
elkem0 0,125 0 0 0,1251 0,125 0,250 0 0,3752 0 0,250 0,125 0,3753 0 0 0,125 0,125
elkem 0,250 0,500 0,250 1,000

µX = 0 · 0,125 + 1 · 0,375 + 2 · 0,375 + 3 · 0,125 = 1,5
µY = 0 · 0,250 + 1 · 0,500 + 2 · 0,250 = 1
σ2X = (0− 1,5)2 · 0,125 + . . . + (3− 1,5)2 · 0,125 = 0,75
σ2Y = (0− 1)2 · 0,25 + (1− 1)2 · 0,5 + (2− 1)2 · 0,25 = 0,5

σXY = (0− 1,5) · (0− 1) · 0,125 + (1− 1,5) · (1− 1) · 0,250 + . . . = 0,5

X, Y jsou závislé, nebo» napø. 0,25 · 0,125 6= 0,125 69

vlastnosti populaèního prùmìru a rozptylu(srovnej s po¾adavky na míry polohy a míry variability)

µα+X = α + µX, µβX = β · µX,

σ2α+X = σ2X , σ2βX = β2 · σ2X,

σα+X = σX , σβX = |β| · σX ,pro souèet náhodný
h velièin X + Y platí

µX+Y = µX + µY

σ2X+Y = σ2X + σ2Y + 2σXY obe
nì

σX,Y = 0 pro nezávislé X, Y

σ2X+Y = σ2X + σ2Y pro nezávislé X, Y 70

ukázka dùkazu:

µα+βX = E (α + βX)

=
∑

i

(α + βx∗i )P(X = x∗i )

=
∑

i

αP(X = x∗i ) +
∑

i

βx∗iP(X = x∗i )

= α
∑

i

P(X = x∗i ) + β
∑

i

x∗iP(X = x∗i )

= α + β · EX = α + β · µXnormování náhodné velièiny X (populaèní obdoba z-skórù)

Z =
X − µX

σX

(bezrozmìrné!)

⇒ µZ = 0, σZ = 1 71

normovaná verze velièiny umo¾òuje vy¹etøovat vlastnosti nezávislé napoloze µX a variabilitì (mìøítku) σ2X:(populaèní) korelaèní koe�
ient (
orrelation 
oeÆ
ient)

ρXY = 
ov(X − µX

σX
,
Y − µY

σY

)
=

σXY

σXσY(populaèní) ¹ikmost náhodné velièiny X (skewness)

γ1 = E (
X − µX

σX

)3
=

E (X − µX)
3

σ3X(populaèní) ¹pièatost náhodné velièiny X (kurtosis, nìkdy se neode-èítá 3)
γ2 = E (

X − µX

σX

)4
− 3 = E (X − µX)

4

σ4X
− 3 72



Dùle¾itá diskrétní rozdìlení

• alternativní (nula-jednièkové) rozdìlení X ∼ alt(π)
− zdar nebo nezdar (pouze dvì mo¾né hodnoty: 0 a 1)

− P(X = 1) = π, P(X = 0) = 1− π, (0 < π < 1)

− µX = 1 · π + 0 · (1− π) = π

− σ2X = (1− π)2 · π + (0− π)2 · (1− π) = π(1− π)

• binomi
ké rozdìlení Y ∼ bi(n, π)

− n nezávislý
h pokusù takový
h, ¾e
− P(zdar) = π, P(nezdar) = 1− π, (0 < π < 1)
− Y je poèet zdarù v tì
hto pokuse
h
− P(Y = k) =

(n
k

)
πk(1− π)n−k, k = 0, 1, . . . , n 73

• vyjádøení binomi
kého rozdìlení pomo
í alternativního

− Y =
∑n

i=1Xi, Xi ∼ alt(π) (poèet zdarù v i-tém pokusu)

− µY = µ(
∑n

i=1Xi)
=
∑n

i=1 µXi
= nπ

− σ2Y = σ2
(
∑n

i=1Xi)
=
∑n

i=1 σ
2
Xi
= nπ(1− π) (nezávislost Xi!)

• Poissonovo rozdìlení X ∼ Po(λ), λ > 0

− zákon vzá
ný
h (øídký
h) jevù

− kolikrát nastal jev bìhem jednotkového èasového intervalu, najednotkové plo¹e, v jednotkovém objemu . . .

− P(X = k) =
λk

k!

e−λ , k = 0, 1, . . .

− µX = λ, σ2X = λ

− pro velké n a malé π lze rozdìlení bi(n, π) aproximovat pomo
írozdìlení Po(nπ) 74

0 1 2 3 4 5 6

0.0
0.1

0.2
0.3

0.4

k

P(X
=k)

bi(10, 0,1) (úseèky) aproximované pomo
í Po(1) (teèky) 75

pøíklad: kouøení

• víme, ¾e mezi dva
etiletými mu¾i je (øeknìme) 35 % kuøákù

• je-li dva
etiletý
h 70 tisí
, pak je kuøákù asi0,35 · 70 000 = 24 500, ale nevíme, kteøí to jsou

• vyberme náhodnì 60 dva
etiletý
h mu¾ù, oznaème jako X poèetkuøákù mezi nimi, je tedy X ∼ bi(60, 0,35)
•

µX = 60 · 0,35 = 21 σ2X = 60 · 0,35 · 0,65 = 13,65
.
= (3,7)2

• ukázky pravdìpodobností mo¾ný
h hodnot

k 15 17 19 21 23 25P(X = k) 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059 76



pøíklad Poissonova rozdìlení

• do pasti padá za no
 v prùmìru 8 broukù (λ = 8)

• s jakou pravdìpodobností ji
h tam ráno najdeme 10 (resp. 8)?P(Y = 10) = 810
10!

e−8 = 0,099, P(Y = 8) = 88
8!

e−8 = 0,140
• vezmeme-li past s polovièním obvodem, oèekáváme polovièní prù-mìr za no
 (λ = 4) P(Y = 10) = 410

10!

e−4 = 0,005P(Y = 5) = 45
5!

e−4 = 0,156 77

pøíklady

• s jakou pravdìpodobností neudìlá 12 z 50 stejnì pøipravený
hstudentù zkou¹ku, kdy¾ je pst neúspì
hu = 0,2?

• binomi
ké rozdìlení bi(50, 0,2)P(X = 12) = (50
12

)
· 0,212 · 0,838 = 0,103

• aproxima
e pomo
í Poissonova rozdìlení Po(50 · 0,2)=Po(10)P(Y = 12) = 1012
12!

e−10 = 0,095

78

• normální (Gaussovo) rozdìlení X ∼ N(µ, σ2
)

− µX = µ, σ2X = σ2

− N(0, 1): ϕ(x) = 1√
2π

e−x2/2, Φ(x) = ∫ x
−∞ ϕ(t)dt (hustota, distr. f
e)

− X ∼ N(µ, σ2
), pak Z = X−µ

σ ∼ N(0, 1)

P(a < X < b) = P(a − µ

σ
< Z <

b − µ

σ

)
= Φ

(
b − µ

σ

)
− Φ

(
a − µ

σ

)

− V (musí být P(V > 0) = 1!!) má rozdìlenílogaritmi
ko-normální, platí-li lnV ∼ N(µ, σ2
)

− aproxima
e binomi
kého rozdìlení bi(n, π) normálnímN(nπ, nπ(1− π)) (pou¾itelné, pokud nπ(1− π) > 9) 79

hustota N(µ, σ2
)

µ − 3σ µ − 2σ µ − σ µ µ + σ µ+ 2σ µ + 3σ

34,13 % 34,13 %13,59 % 13,59 %2,14 %
U

2,14 %

�

80



normální (Gaussovo) rozdìlení N(µ, σ2
)

−3 −2 −1 0 1 2 3

0.
0

0.
2

0.
4

0.
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0.
8

N(0,1)
N(1,1)
N(0,0.25)
N(−1,0.25)
N(0,4)

• spojité rozdìlení, symetri
ké okolo støední hodnoty µ

• maximální hodnota hustoty úmìrná 1/σ

• model vzniku: souèet velkého poètu nepatrný
h pøíspìvkù 81

výpoèet pstí tvrzení o X ∼ N(µ, σ2
)

X ∼ N(µ, σ2
)
⇒ Z =

X − µ

σ
∼ N(0, 1)P(X ≤ x) = P(X − µ

σ
≤ x − µ

σ

)

= P(Z ≤ x − µ

σ

)
= Φ

(
x − µ

σ

)

P(a < X < b) = Φ
(

b − µ

σ

)
− Φ

(
a − µ

σ

)

pøíklad: X ∼ N(136,1, 6,42) (vý¹ky 10letý
h ho
hù v ro
e 1951)P(134,5 < X < 140,5) = Φ

(
140,5− 136,1

6,4

)
−Φ

(
134,5− 136,1

6,4

)
= 0,754−0,401 = 0,353tedy v rozmezí 135 
m a¾ 140 
m vèetnì bylo asi 35,3 % ho
hù82

kriti
ké hodnoty

• normální rozdìlení N(0, 1)
Z ∼ N(0, 1) : P(Z > z(α)) = αze symetrie platí P(|Z| > z(α/2)) = α

• Studentovo t-rozdìlení tk (podobné normálnímu, ale pou¾íváodhad s parametru σ, proto má vìt¹í rozptyl)

T ∼ tk : P(|T | > tk(α)) = α

α 0,10 0,05 0,01

z(α/2) 1,645 1,960 2,576

t100(α) 1,660 1,984 2,626

t20(α) 1,725 2,086 2,845

t5(α) 2,015 2,571 4,032 83

srovnání normálního a Studentova t-rozdìlení:èárkovanì t1, teèkovanì t10, plná èára N(0, 1))

−3 −2 −1 0 1 2 3
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0.4
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y

84



porovnání binomi
kého rozdìlení bi(n, π) a jeho aproxima
e normálnímrozdìlením N(nπ, nπ(1− π))bi(60, 1/6), bi(60, 3/6), bi(60, 4/6)
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4

k

P(X
=k)

85

dal¹í rozdìlení souvisejí
í s normálním

• Fisherovo F -rozdìlení Fk,m

F ∼ Fk,m : P(F > Fk,m(α)) = α

• rozdìlení 
hí-kvadrát χ2k

X2 ∼ χ2k : P(X2 > χ2k(α)) = αspe
iálnì platí:

− χ21(0,05) = 1,960
2 = 3,841 (viz z(0,025) = 1,960)

− F1,m(α) = (tm(α))
2

86

popula
e { výbìr (základ pro statisti
kou induk
i)

• popula
e (základní soubor) soubor jednotek, o jeji
h¾ hromad-ný
h vlastnoste
h 
h
eme vypovídat (v¹e
hny mo¾né výsledky po-kusu, v¹i
hni ho¹i zvoleného vìku, v¹i
hni èol
i v rybníèku) ⇒rozdìlení náhodné velièiny

• výbìr náhodnì vybraná vy¹etøovaná èást popula
e (vzorek)

• reprezentativní výbìr obrá¾í pomìry v popula
i (nutná vlastnostvýbìru, aby mohl vypovídat o popula
i)

• náhodný výbìr nezávislé náhodné velièiny se stejným rozdìlením(model pro mìøení na výbìru)

• parametr neznámé èíslo popisují
í nìjaký rys popula
e, 
harakte-ristika rozdìlení náhodné velièiny

• statistika funk
e náhodného výbìru (pozorování)

• odhad statistika pou¾itá k odhadu parametru 87

vlastnosti výbìrového prùmìru

• X1, . . . , Xn nezávislé, stejné rozdìlení náhodný výbìr

µXi
= µ populaèní prùmìr

σ2Xi
= σ2 populaèní rozptyl

• X̄ =
1

n

n∑

i=1

Xi výbìrový prùmìr

• µX̄ = E X̄ = µ

− výbìrový prùmìr je nestranným odhadem (unbiased estima-tor) populaèního prùmìru

− kdy¾ poøizujeme výbìry opakovanì, prùmìry kolísají kolem sku-teèné hodnoty populaèního prùmìru 88



• σ2X̄ = var X̄ =
σ2

n
=

(
σ√
n

)2
= (S.E.(X̄))2

− S.E.(X̄) { støední 
hyba prùmìru (standard error of mean)

− variabilita prùmìrù (mìøená rozptylem) z výbìrù rozsahu n je

n-krát men¹í, ne¾ variabilita jednotlivý
h pozorování σ2

− støední 
hyba prùmìru je √
n-krát men¹í ne¾ σ

− èím jsou rozsahy výbìru vìt¹í, tím ménì výbìrové prùmìry ko-lísají (kolem populaèního prùmìru)
• pro normální rozdìlení, kde Xi ∼ N(µ, σ2

), platí X̄ ∼ N(µ, σ2/n
);normování prùmìru vede k normovanému normálnímu rozdìlení

Z =
X̄ − µ√

σ2/n
=

X̄ − µ

σ

√
n ∼ N(0, 1) 89

pøíklad: vìk matek

• velká popula
e rodièù (11 tisí
)

populace
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0
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pøíklad: vìk matek

• náhodnì vybráno 100 matek (prùmìry rozsahu n = 1)

n=1
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35
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pøíklad: vìk matek

• náhodnì vybráno 100 krát po n = 10 matká
h, 100 prùmìrù:

n=10

15 25 35 45

0
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15
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25

92



pøíklad: vìk matek
• náhodnì vybráno 100 krát po n = 100 matká
h, 100 prùmìrù:

n=100

15 25 35 45

0
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25

30
35
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pøíklad: vìk matek { shrnutí

• velká popula
e rodièù (11 tisí
)

• náhodnì vybráno 100 matek (vlastnì prùmìry výbìrù rozsahu

n = 1), nakreslen histogram

• 100 krát náhodnì vybráno v¾dy n = 10 matek, spoèítán prùmìr,nakreslen histogram prùmìrù

• 100 krát náhodnì vybráno v¾dy n = 100 matek, spoèítán prùmìr,nakreslen histogram prùmìrù

• podle teorie by ka¾dý dal¹í rozptyl ze 100 prùmìrù mìl být 10 krátmen¹í

• skuteènost (odhady ze 100 realiza
í): 23,5; 2,20; 0,21 94
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entrální limitní vìta (CLT)

• Ne
h» X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné velièiny se stejnýmrozdìlením, se støední hodnotou µ a rozptylem σ2 > 0 (nemusí mítnormální rozdìlení). Potom pro velké n má prùmìr z ni
h pøibli¾nìrozdìlení N(µ, σ2

n

), jeji
h souèet pak rozdìlení N(nµ, nσ2
).

• prakti
ky: pro dost velká n má prùmìr normální rozdìlení s roz-ptylem n-krát men¹ím ne¾ jednotlivá pozorování, a to bez ohleduna vý
hozí rozdìlení jednotlivý
h pozorování

• CLT vysvìtluje, proè se èasto s normálním rozdìlením: výslednáhodnota je ovlivnìna souètem velikého poètu nahodilý
h malý
hvlivù
• pøíklad: prùmìrný vìk matek z velký
h výbìrù má u¾ (témìø) nor-mální rozdìlení 96
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prùmìrný vìk matek v opakovaný
h výbìre
h:rozsah prùmìr smìr. od
h. ¹ikmost ¹pièatostvýbìru prùmìrù prùmìrù prùmìrù prùmìrù

n 1 24,74 4,848 0,682 -0,04010 25,14 1,482 0,743 -0,199100 25,40 0,455 0,087 -0,0761000 25,40 0,146 0,156 -0,212popula
e µ =25,41 σ =4,932 γ1 =0,771 γ2 =0,189
98

interval spolehlivosti pro výbìr z N(µ, σ2
)víme, ¾e platí X̄ ∼ N(µ, (σ/

√
n)2

), tedy po normováníP(∣∣∣∣∣X̄ − µ

σ/
√

n

∣∣∣∣∣ < 1,96
)
= 0,95
o¾ je toté¾, jako P(X̄ − 1,96 · σ√

n
< µ < X̄ + 1,96 · σ√

n

)
= 0,95dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro µ

X − 1,96
σ

n
X + 1,96

σ

n
X

99

interval spolehlivosti (2)

• základní vlastnost: 95% interval spolehlivosti pøekryje s pravdì-podobností 95 % neznámé µ (odhadovaný parametr)

• kdyby
hom postup provádìli opakovanì, pak asi v 95 % pøípadùinterval pøekryje skuteènou hodnotu µ, ve zbylý
h asi 5 % zùstaneskuteèné µ mimo interval spolehlivosti

• pro velké n lze neznámé σ nahradit odhadem Sx =
√
1

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2

• pro obe
né α (spolehlivost 1− α):P(X̄ − σ√
n
· z(α/2) < µ < X̄ +

σ√
n
· z(α/2)

)
= 1− α

100



interval spolehlivosti (3)
• pro malé n (asi do 50) a pro Xi s normálním rozdìlením lépe pou¾ítkriti
ké hodnoty Studentova t-rozdìlení (pozor na jinak znaèenékriti
ké hodnoty Studentova t-rozdìlení)P(X̄ − Sx√

n
tn−1(α) < µ < X̄ +

Sx√
n

tn−1(α)
)
= 1− α

• interval spolehlivosti lze poèítat i pro jiné parametry

• je to interval, který s po¾adovanou pravdìpodobností pøekryje od-hadovaný parametr { intervalový odhad

101

pøíklad: vìk matek (normální rozdìlení dáno CLT)

• 95% interval spolehlivosti pro populaèní prùmìr vìku v¹e
h matekna základì výbìru 99 matek

(
25,7− 1,98 · 4,1√

99
; 25,7 + 1,98 · 4,1√

99

)
= (24,9; 26,5)

• 99% interval spolehlivosti pro populaèní prùmìr vìku v¹e
h matekna základì výbìru 99 matek (bude u¾¹í nebo ¹ir¹í?)

(
25,7− 2,63 · 4,1√

99
; 25,7 + 2,63 · 4,1√

99

)
= (24,6; 26,8)

• vìt¹í jistota zpùsobí del¹í interval spolehlivosti (ménì vypovídají
ítvrzení) 102

pøíklad: simulované výbìry pro n = 100 (vìk matek)

0 20 40 60 80 100

23
24

25
26

27
28

znázornìno 
elkem 100 95% intervalù spolehlivosti pro µ (ve skuteè-nosti mimoøádnì víme, ¾e µ = 25,4), v 7 pøípade
h µ nepøekryto 103

statisti
ké rozhodování

• nulová hypotéza H0 tvrzení o popula
i (parametru), o jeho¾ plat-nosti 
h
eme rozhodnout (není rozdíl, nezávisí . . . )

• alternativní hypotéza H1 (alternativa) zbývají
í mo¾nost (k H0)èasto þvìde
ká hypotézaÿ

• kriti
ký obor mo¾né výsledky pokusu, kdy H0 zamítáme;zpravidla popsán pomo
í statistiky (napø. |Z| ≥ z(α/2))

• obor pøijetí mo¾né výsledky pokusu, kdy H0 nezamítáme

• 
hyba prvního druhu rozhodnutí zamítnout H0, kdy¾ platí H0fale¹nì prokázat þvìde
kou hypotézuÿ

• 
hyba druhého druhu rozhodnutí nezamítnout H0, kdy¾ platí H1
• hladina testu α (zpravidla 5 %, 1 %) maximální dovolená pst
hyby prvního druhu; volí pøed pokusem, nezávisle na výsledku104



• síla testu 1− β pravdìpodobnost zamítnutí neplatné H0pst, s jakou proká¾eme platnou þvìde
kou hypotézuÿ

• dosa¾ená hladina testu p (p-hodnota) za platnosti H0 urèenápst, ¾e dostaneme statistiku, která stejnì nebo je¹tì ménì pod-poruje H0 (nejmen¹í hladina α, na které lze je¹tì H0 zamítnout),napø. p = P(|T | ≥ t), kde t je skuteènì realizovaná hodnota statis-tiky T

• H0 se zamítá, kdy¾ p ≤ α skuteènostrozhodnutí H0 platí H0 neplatíH0 zamítnout 
hyba správné(reje
t) 1. druhu rozhodnutí(≤ α) (1− β)H0 nezamítnout správné 
hyba(a

ept) rozhodnutí 2. druhu(≥ 1− α) (β) 105

rozhodování o populaèním prùmìru normálního rozdìlení, σ známé

• X1, . . . , Xn ∼ N(µ, σ2
) nezávislé; σ > 0 známe

• X̄ ∼ N(µ, σ2/n
), tedy S.E.(X̄) = σ/

√
n

• H0 : µ = µ0 (dané èíslo, jiný zápis H0 : µ − µ0 = 0)

• platí-li H0, pak Z =
X̄ − µ0
σ/

√
n
=

X̄ − µ0
σ

√
n ∼ N(0, 1)

• H1 : µ 6= µ0 ⇒ kriti
ký obor: |Z| velké, tj. |Z| ≥ z(α/2)

• H1 : µ > µ0: zamítnout pro Z ≥ z(α)

• H1 : µ < µ0: zamítnout pro Z ≤ −z(α) 106

Hustota Z za platnosti H0

...............
...............

...............
...............

.
0-1-2 1

z(0,05)−z(0,05) z(0,025)

−z(0,025)

2,5%2,5%2,5% 2,5%

y1Y
M

/

�w

j

107

pøíklad: vý¹ky desetiletý
h ho
hù ([
m℄) mìøené v ro
e 1961

σ = 6,4 
m (známo z døívìj¹ka), α = 0,05,H0 : µ = 136,1 
m (pøed 10 lety, v ro
e 1951), H1 : µ 6= 136,1 
m130 140 136 141 139 133 149 151138 142 127 139 147 139 136

x̄ =
1

15
(130 + 140 + . . . + 147) = 139,133

z =
139,133− 136,1

6,4

√
15 = 1,835

|z| = 1,835 < z(0,05/2) = 1,960 ⇒ H0 nelze na 5% hladinì zamítnoutale |z| ≥ z(0,10/2) = 1,645 ⇒ H0 se na 10% hladinì zamítá

⇒ p-hodnota mezi 5 % a 10 %výpoèet p-hodnoty:

p = P(|Z| ≥ 1,835) = 2 · P(Z ≥ 1,835) = 0,067, tedy p = 6,7 % 108



vý¹ky desetiletý
h ho
hù (rozdìlení Z a X̄)

a) Hustota Z za platnosti H0.............................
.............................

...
0-1-2 1

z(0,05)−z(0,05) z(0,025)
−z(0,025) z = 1,835

2,5%2,5%2,5%2,5%

O
y1Y

M

/
�w

j b) Hustota X̄ pøi H0 a pøi H1 : µ = 140, σ = 6,4

132 134 136 138 140 142 144.............................
.............................

.............
.............................

.............................
.............

132,86 139,34

µ = 136,1
n = 15

µ = 140
n = 1565,5%2,5% 2,5%

6 6

j q

�

S.E.(X̄) =√6,42
15
= 1,6525⇒ 136,1− 1,6525 · 1,96 = 132,86

⇒ 136,1 + 1,6525 · 1,96 = 139,34 109

síla testu 1− β jako funk
e skuteèné hodnoty µpravdìpodobnost, ¾e zamítneme nulovou hypotézu, kdy¾ testovanýparametr je roven µ (závisí na skuteèné hodnotì parametru)pøíklad vý¹ky, n = 15, µ0 = 136,1, σ = 6,4

µ

1− β

0,000,250,500,751,00
130 135 140

(0,655)

6136,1

�
6

110

volba rozsahu výbìru:pro zvolenou hodnotu µ1 po¾adujeme sílu 1 − β (pravdìpodobnost,s jakou odhalíme neplatnost H0, je-li skuteènost µ = µ1):

n ≥
(

z(α/2) + z(β)

µ1 − µ0

)2
σ2aby pro µ1 = 140 byla síla 90 % (tj. 1− β = 0,9, β = 0,1, z(0,1) = 1,282),bude tøeba aspoò

n ≥
(
1,96 + 1,282

140− 136,1

)2
6,42 = 28,3(místo 15 pozorování ji
h potøebujeme aspoò 29)

111

výpoèet p-hodnoty:vy¹lo nám z = 1,835, proto p = P(|Z| ≥ 1,835) = 2 · P(Z ≥ 1,835) = 0,067,tedy p = 6,7 %v na¹í úloze je rozumnìj¹í pøedem zvolená jednostranná alternativa(víme toti¾, ¾e po nìjakou dobu platí, ¾e ka¾dá následují
í genera
e jevìt¹í ne¾ ta pøed
házejí
í; pokou¹íme se toto tvrzení dokázat i z tì
htodat):H1 : µ > 136,1: z = 1,835 ≥ 1,645 = z(0,05) tedy na 5 % zamítnout

p = P(Z ≥ 1,835) = 0,033 (< 0,05), tedy p = 3,3 %

112



jednovýbìrový t-test (σ neznáme)

• n nezávislý
h pozorování X1, . . . , Xn z normálního rozdìlení N(µ, σ2
)

• H0 : µ = µ0 (populaèní prùmìr roven dané konstantì)

• nutno odhadnout neznámý rozptyl σ2

S2 =
1

n − 1
n∑

i=1

(Xi − X̄)2

• statistika (místo σ pou¾ijeme S) T =
X̄ − µ0

S

√
n =

X̄ − µ0S.E.(X̄)
• H1 : µ 6= µ0 zamítat pøi |T | ≥ tn−1(α)

• H1 : µ > µ0 zamítat pøi T ≥ tn−1(2α)

• H1 : µ < µ0 zamítat pøi T ≤ −tn−1(2α) 113

interval spolehlivosti pro µ
(

X̄ − S√
n

tn−1(α), X̄ +
S√
n

tn−1(α)
)

pøíklad vý¹ky ho
hù pro pøípad neznámého rozptylu (H1 : µ 6= 136,1)

n∑

i=1

(xi − x̄)2 =
n∑

i=1

x2i − n · x̄2 = 1302 + . . . + 1472 − 15 · 139,1332 = 601,733

s2 =
601,733

15− 1 = 42,981 = 6,556
2

t =
139,133− 136,1

6,556

√
15 = 1,792 < 2,145 = t14(0,05)

p = P(|T | ≥ 1,792) = 0,0948 ( tj. 9,48 %)H0 se na 5% hladinì nezamítá 114

95% interval spolehlivosti (t14(0,05) = 2,145):

(
139,133− 6,556√

15
· 2,145, 139,133 + 6,556√

15
· 2,145

)

(135,5, 142,8)interval obsahuje µ0 = 136,1 ⇒ H0 se na 5% hladinì nezamítájednostranná alternativa H1 : µ > 136,1:

t ≥ t14(2 · 0,05) = 1,761 ⇒ zamítnout H0 (α = 5%)
t < t14(2 · 0,01) = 2,624 ⇒ nezamítnout H0 (α = 1%)
p = P(T > t) = 0,0474 tj. p = 4,74 %

115

párové testy

• (U1, V1), . . . , (Un, Vn) { párová pozorovánínezávislé dvoji
e (mo¾ná) závislý
h náhodný
h velièin

• výhodná je tìsná závislost uvnitø dvoji


• Xi = Ui − Vi (oznaèení rozdílù)

X1, . . . , Xn mají stejné rozdìlení (pøedpoklad)

• Ui, Vi { dvoji
e mìøení na stejný
h jedin
í
h (napø. hodnota pøedo¹etøením a po nìm)
• vìk ot
e a vìk matky
• vý¹ka ot
e a vý¹ka syna 116



• párový t-test
− normální rozdìlení: Xi = Ui − Vi ∼ N(µ, σ2

) nezávislé

− S2 =
1

n − 1
n∑

i=1

(Xi − X̄)2

− T =
X̄S.E.(X̄) = X̄

S

√
n =

Ū − V̄S.E.(Ū − V̄ )
− H0 : µ = 0 (pak je µU = µV )
− ve prospì
h H1:µ 6= 0, kdy¾ |T | ≥ tn−1(α)
− ve prospì
h H1:µ < 0, kdy¾ T ≤ −tn−1(2α)
− ve prospì
h H1:µ > 0, kdy¾ T ≥ tn−1(2α)
− vlastnì jednovýbìrový t-test pro Xi = Ui − Vi 117

pøíklad: vý¹ky rodièù (párová pozorování!)

• U { vý¹ka ot
e, V { vý¹ka matky

• α = 0,05,H0 : µU − 10 = µV resp. µU − µV = 10

• n = 99, ū = 179,267, v̄ = 166,970

• x̄ = ū − v̄ − 10 = 2,293, sX = sU−10−V = sU−V = 8,144

• t = 2,2938,144

√
99 = 2,801, tedy |t| > t98(0,05) = 1,9845 ⇒ zamítnout H0

• p = P(|T | ≥ t) = 0,0061 (0,61 %)

• 95% interval spolehlivosti pro µU − µV :

(
12,293− 8,144√

99
1,9845 ; 12,293 +

8,144√
99
1,9845

)
= (10,67; 13,92)

• 99% interval spolehlivosti: (10,14; 14,44) 118

• znaménkový test

− staèí znát znaménka rozdílù Xi = Ui − Vi

− pozorování s Ui = Vi (tj. Xi = 0) se vyne
hají, upraví se n

− Y { poèet kladný
h znamének Xi = Ui − Vi

− H0 : rozdìlení U a V jsou stejná, pak je nutnì P(Xi > 0) = 1/2,tedy Y ∼ bi(n, 1/2)

− H0 zamítáme pro velká nebo malá Y :

Z =
Y − n/2√

n/4
, |Z| ≥ z(α/2)

− H0 zamítáme pro velká nebo malá Y (Yatesova korek
e):

Z =
|Y − n/2| − 0,5√

n/4
, |Z| ≥ z(α/2) 119

• párový Wil
oxonùv test

− nutné symetri
ké rozdìlení Xi = Ui − Vi

− opìt vylouèíme pøípady Ui = Vi (tj. Xi = 0)

− urèíme poøadí R+i hodnot |Xi| = |Ui − Vi|
− W souèet poøadí, kde bylo Ui > Vi (tj. Xi > 0)

Z =
W − n(n + 1)/4√

n(n + 1)(2n + 1)/24

− nìkdy pod odmo
ninou je¹tì oprava na výskyt shodný
h poøadí

− nìkdy (nové verze NCSS) ponìkud jinak s nulovými Xi

120



pøíklad porovnání dvou metod uèení nazpamì», zji¹tìné rozdíly:

5,−1, 2, 3,−1, 4, 3,−3

• H0 : populaèní medián rozdílù = 0

• znaménkový test: y = 5; n = 8; z = |5−8/2|−0,5√
8/4

= 0,3536; p = 0,7237

• Wil
oxonùv test (pøedpokládáme symetrii)

ui − vi 5 -1 2 3 -1 4 3 -3
r+i 8 1,5 3 5 1,5 7 5 5

w = 8 + 3 + 5 + 7 + 5 = 28

z =
28− 8 · 9/4√
8 · 9 · 17/24

=
10√
51
= 1,4

p = 0,1614 p = 16,1 % 121


entrální limitní vìta pro èetnosti

• (CLT obe
nì:) Ne
h» X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veli-èiny se stejným rozdìlením, se støední hodnotou µ a rozptylem

σ2 > 0. Potom pro velké n má prùmìr z ni
h rozdìlení N(µ, σ2

n

),jeji
h souèet rozdìlení N(nµ, nσ2
).

• absolutní èetnost Y výskytu jevu s pstí π v n nezáv. pokuse
h

− Y { souèet velièin s alternativním rozdìlením alt(π)
− Y ∼ bi(n, π), proto pøibli¾nì Y ∼ N(nπ, nπ(1− π))

• relativní èetnost π̂ = Y/n

− π̂ { prùmìr velièin s alternativním rozdìlením

− π̂ ∼ N(π, π(1− π)/n) 122

interval spolehlivosti pro podíl (1)

• popula
e: podíl π prvkù s danou vlastností

• π { pravdìpodobnost, ¾e vlastnost má náhodnì vybraný prvek

• výbìr: relativní èetnost ve výbìru π̂ = Y
n

• relativní èetnost je prùmìr nula-jednièkové velièiny { pro velké nmá pøibli¾nì normální rozdìlení

• nula-jednièková velièina má rozptyl π(1− π)

• relativní èetnost (= prùmìr) má rozptyl π(1−π)
n

123

interval spolehlivosti pro podíl (2)

• støední 
hyba relativní èetnosti = smìrodatná od
hylka relativníèetnosti = odmo
nina z rozptylu je tedy √π(1−π)
n

• pravdìpodobnost π neznáme, odhadneme ji pomo
í relativní èet-nosti π̂ = Y
n

• odtud je 100(1− α)% interval spolehlivosti pro π

π̂ − z(α/2) ·

√
π̂(1− π̂)

n
; π̂ + z(α/2) ·

√
π̂(1− π̂)

n




• existuje pøesnìj¹í (pra
nìj¹í) postup 124



pøíklad: hody s hra
í kostkou

• odhadujeme pravdìpodobnost ¹estky, α = 0,05

• kostka A: n = 100, y = 17, π̂A = 0,17

0,17− 1,96 ·

√
0,17 · 0,83
100

; 0,17 + 1,96 ·
√
0,17 · 0,83
100


 = (0,10; 0,24)

• kostka B: n = 100, y = 41, π̂B = 0,41

0,41− 1,96 ·

√
0,41 · 0,59
100

; 0,41 + 1,96 ·
√
0,41 · 0,59
100


 = (0,31; 0,51)

• dùle¾itý rozdíl: u kostky A patøí 1/6 = 0,167 do 95% intervalu spo-lehlivosti; u kostky B nikoliv 125

pst výskytu jevu (binomi
ké rozdìlení) Y ∼ bi(n, π)

• H0 : π = π0: Z =
Y − nπ0√
nπ0(1− π0)

=
π̂ − π0S.E.(π̂) ∼ N(0, 1)

• nìkdy s opravou na spojitost

Z =
|Y − nπ0| − 0,5√

nπ0(1− π0)
sign(Y − nπ0) ∼ N(0, 1)

• H1 : π 6= π0: zamítnout pokud |Z| ≥ z(α/2)

• H1 : π > π0: zamítnout pokud Z ≥ z(α)

• H1 : π < π0: zamítnout pokud Z ≤ −z(α)

• existují pøesný postup, bez pou¾ití aproxima
e 126

pøíklad kalousz 50 pøípadù dal kalous ve 33 pøípade
h pøednost in�kované my¹i pøednein�kovanou

Y { poèet þzdarùÿ, n = 50, π { pst, ¾e zvolí in�kovanou ⇒ Y mábinomi
ké rozdìleníza H0 : π = 1/2 (my¹i se neli¹í) Y ∼ bi(50, 1/2)alternativní hypotéza: H1 : π > 1/2:kriti
ký obor: velká hodnota Y (tj. velké π̂ resp. velké Z)

z =
33− 50 · 0,5√
50 · 0,5 · 0,5 = 2,263 p = P(Z ≥ 2,263) = 0,0118s opravou na spojitost (NCSS):

z =
33− 50 · 0,5− 0,5√
50 · 0,5 · 0,5 = 2,121 p = P(Z ≥ 2,121) = 0,0169 127

dosa¾ená hladina: za H0 poèítaná pst, ¾e dostaneme výsledek aspoòtolik odporují
í nulové hypotéze, jako ve skuteèném pokusu:

p = P(Y ≥ 33)

=
50∑

k=33

(50
k

)
0,5k(1− 0,5)50−k

= 0,0164

= P(Y > 32) (NCSS, Prob. Cal
.)
128



dvouvýbìrový t-test
• nX nezávislý
h pozorování X, nY nezávislý
h pozorování Y

• tyto výbìry musí být nezávislé (musí vyplynout ze zpùsobu poøí-zení dat)
• rozptyly σ2X , σ2Y shodné (odhady S2X, S2Y podobné, lze ovìøit)

• normální rozdìlení v obou výbìre
h (lze ovìøit pro velká nX, nY ,jinak podle zku¹enosti)
• spoleèný odhad rozptylu (vá¾ený prùmìr odhadù z jedn. výbìrù)

S2 =
nX − 1

nX + nY − 2S
2
X +

nY − 1
nX + nY − 2S

2
Y

• statistika (pro test hypotézy, ¾e rozdìlení X a Y jsou stejná)

T =
X̄ − ȲS.E.(X̄ − Ȳ )

=
X̄ − Ȳ

S

√
nXnY

nX + nY 129

• H0 : µX = µYzamítnout ve prospì
h alternativy

− H1 : µX 6= µY kdy¾ |T | ≥ tnX+nY −2(α)
− H1 : µX > µY kdy¾ T > tnX+nY −2(2α)
− H1 : µX < µY kdy¾ T < −tnX+nY −2(2α)

• pøi po
hybá
h o shodì rozptylù Wel
hùv test (modi�ka
e T)

• shodu rozptylù lze ovìøit napø. F -testem nebo testem Leveneho
130

pøíklad vý¹ky dìtí (opìt v [
m℄)ho¹i: nX = 15, x̄ = 139,133, s2X = 42,981dívky: nY = 12, ȳ = 140,833, s2Y = 33,788H0: shodné populaèní prùmìry, H1: neshodné

s2 =
14

25
42,981 +

11

25
33,788 = 38,936odhad S.E.(X̄ − Ȳ ): √38,936 15 + 12

15 · 12 =
√
5,8404 = 2,4167

t =
139,133− 140,833√

38,936

√
15 · 12
15 + 12

=
−1,7
2,4167

= −0,703

|t| < t25(0,05) = 2,0595 ⇒ na 5% hladinì nezamítat (p = 48,8 %)95% int. spol. pro rozdíl popul. prùmìrù (patøí tam nula?):

(−1,700− 2,4167 · 2,0595 , −1,700 + 2,4167 · 2,0595) = (−6,7, 3,3) 131
• test Mannùv-Whitneyùv (dvouvýbìrový Wil
oxonùv)

− dva nezávislé výbìry rozsahu nX, nY

− spojitá rozdìlení

− H0: rozdìlení jsou stejná

− za H0 jsou výbìry þdobøe promí
hanéÿ

− urèi poøadí v¹e
h (promí
haný
h)

− kriti
ký obor: prùmìrná poøadí se pøíli¹ li¹í

− WX souèet poøadí hodnot X

Z =
WX − nX(nX + nY + 1)/2√

nXnY (nX + nY + 1)/12

− shodu zamítni, pokud |Z| ≥ z(α/2) (pøibli¾ný test)

− 
itlivý vùèi posunutí, ménì vùèi nestejné variabilitì 132



ho¹i dívky poø.127 1130 2131 3132 4133 5135 6136 136 7,5138 9139 139 139 11140 13141 141 141 141 141 16142 142 19,5143 21146 146 22,5147 24149 25151 151 26,5

wX = 1+2+5+2 ·
7,5+9+3·11+13+16
+ 19,5 + 24 + 25 +

26,5 = 189

wY = 3+ 4+ 6+ 4 ·
16 + 19,5 + 21 + 2 ·
22,5 + 26,5 = 189

z =
189− 15 · (15 + 12 + 1)/2√
15 · 12(15 + 12 + 1)/12

= −1,025
p = 0,3055pøesnì: p = 0,3149 133

• test Kolmogorovùv-Smirnovùv

− porovná empiri
ké distribuèní funk
e

− 
itlivý vùèi v¹em neshodám (nejen 
odo populaèního prùmìru èi populaè-ního mediánu)

− vìk matky, zda kojí v 24. týdnu

− vpravo kojí
í matky (jsou spí¹e star¹í)

− D = 0,354, p = 0,95 %(NCSS) 20 25 30 35

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

ecdf(x)

vek matky

F
n

(x
)

134

motivaèní pøíklad pro analýzu rozptylu játra:pìt míst na øe
e, v¾dy vyloveno po 7 rybá
h, zji¹»ována kon
entra
emìdi v játre
h; li¹í se tato místa svým zneèi¹tìním? (logaritmovánína pravé stranì stabilizuje rozptyl)

A B C D E

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

Cu

A B C D E

−0
.5

0.
0

0.
5

ln(
Cu

)

135

analýza rozptylu jednodu
hého tøídìní (ANOVA)

• Y11, . . . , Y1n1 ∼ N(µ1, σ2) (první výbìr, prùmìr Ȳ1•)

Y21, . . . , Y2n2 ∼ N(µ2, σ2) (druhý výbìr, prùmìr Ȳ2•)). . .
Yk1, . . . , Yknk

∼ N(µk, σ2
) (k-tý výbìr, prùmìr Ȳk•))

• nezávislé výbìry (shodné rozptyly, normální rozdìlení)

• H0 : µ1 = . . . = µk (= µ) H1 : neplatí H0
• rozklad souètu ètver
ù (
elkový prùmìr Ȳ••)

∑∑
(Yit − Ȳ••)2 =

∑
ni(Ȳi• − Ȳ••)2 +

∑∑
(Yit − Ȳi•)2(
elková variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnitø)

ST = SA + Se

fT = fA + fe

(n − 1) = (k − 1) + (n − k) 136



• H0 zamítnout, je-li FA =
SA/fA

Se/fe
≥ FfA,fe(α)

A B C D E

0,00,20,40,60,81,0
-0,2-0,4 137

tabulka analýzy rozptyluvariabilita S f S/f F pvýbìry SA fA = k − 1 SA/fA FA pAreziduální Se fe = n − k Se/fe
elková ST fT = n − 1pøíklad játravariab. S f S/f F pmísta 1,796 4 0,4490 5,862 0,0013rezid. 2,285 30 0,0762
elk. 4,081 34

F = 5,862 > F4,30(0,05) = 2,690 na 5% hladinì jsme prokázali rozdíl
138

• model (mìøení = úroveò + þ
hybaÿ)

Yit = µi + Eit 1 ≤ t ≤ ni, 1 ≤ i ≤ k

= µ + (µi − µ) + Eit Eit nezávislé

= µ + αi + Eit Eit ∼ N(0, σ2)
• reparametriza
e (αi { efekty faktoru A):

k∑

i=1

αi = 0

• H0 : α1 = α2 = . . . = αk (toté¾, jako µ1 = µ2 = . . . = µk)

• pro k = 2 je F = T 2

• zobe
nìní úlohy dvouvýbìrového t-testu na nìkolik nezávislý
hvýbìrù 139
• mnohonásobná srovnání (které dvoji
e µi (resp. αi) se li¹í?)(Tukeyùv test, Kramerova verze)

|Ȳi• − Ȳj•| ≥ qk,n−k(α)

√√√√S2

2

(
1

ni
+
1

nj

)

S2 =
Se

fe
=

∑∑
(Yit − Ȳi•)2

n − k(nutnost za
hovat zvolenou hladinu testu)

• ovìøení shody rozptylù

− Leveneùv test (vlastnì ANOVA s |Yit −medtYit|)

− Bartlettùv test (
itlivý na splnìní pøedpokladu o normálnímrozdìlení) 140



místo poèet prùmìr efekt smìr.od
hylkaA 7 0,569 0,206 0,312B 7 0,484 0,121 0,279C 7 0,496 0,133 0,318D 7 -0,063 -0,426 0,290E 7 0,329 -0,034 0,144
elkem 35 0,363 0,000 0,104
q5,30(0,05)

√
0,0762

2

(
1

7
+
1

7

)
= 4,10 · 0,104 = 0,428

−0,063 + 0,428 = 0,365 ⇒ na 5% hladinì se místa D s nejmen¹ím prù-mìrem li¹í v¹e
hna místa s prùmìry aspoò 0,365, tedy místa A, B, C,nikoliv E 141

Kruskalùv-Wallisùv text

• zobe
nìní dvouvýbìrového Wil
oxonova testu(pou¾ijí se opìt poøadí místo pùvodní
h hodnot)

• pøedpoklady:

− k nezávislý
h výbìrù

− spojitá rozdìlení

− H0: rozdìlení jsou stejná

• Ti - souèet poøadí v i-tém výbìru

Q =
12

n(n + 1)

k∑

i=1

T 2i
ni

− 3(n + 1)H0 se zamítá pøi Q ≥ χ2k−1(α)(velká variabilita prùmìrný
h poøadí) 142

pøíklad kojení (vìk matek podle vzdìlání)

2025
3035

vìk
základní s maturitou vysoko¹kolské

143

vzdìlání ni prùmìrný støední souèet prùmìrnévìk 
hyba poøadí poøadízákladní 34 23,412 0,638 1025 30,15maturita 47 26,278 0,543 2618 55,70V© 18 28,500 0,877 1307 72,61
elk. 99 25,697 4950 50,00

Q =
12

99 · 100

(
10252

34
+
26182

47
+
13072

18

)
− 3 · 100 = 29,25

χ22(0,05) = 5,99 p < 0,0001

144



náhodné bloky
• zobe
nìní párový
h testù na r-ti
e

• náhodný blok
− homogenní skupina r objektù
− poèet objektù ve skupinì = poèet o¹etøení (nebo jeho násobek)

− o¹etøení se pøiøadí uvnitø bloku náhodnì(ka¾dému o¹etøení stejný poèet objektù)

• bloky { náhodné efekty Ai ∼ N(0, σ2A)o¹etøení { pevné efekty βj (∑βj = 0)
Yij = µ +Ai + βj + Eij Eij ∼ N(0, σ2)pøedpokládá se aditivní vliv, symboli
ky zapisovaný A +B 145

náhodné bloky

• testované hypotézy

− HA : σ
2
A = 0 (nulová variabilita mezi bloky)

− HB : β1 = . . . = βr = 0 (B nemá vliv)

• rozklad variability

ST = SA + SB + Se

• vliv dvou faktorù(A { náhodný, B { pevný)

146

pøíklad diety

• váhové pøírùstky za danou dobu

− r = 4 o¹etøení (pevné efekty, zvolili jsme je sami)

− k = 5 vrhù (náhodné efekty, zvolila je náhodnì pøíroda)dietavrh A B C D prùmìr1 6,6 5,2 7,4 9,1 7,0752 10,1 11,4 13,0 12,6 11,7753 5,8 4,2 9,5 8,8 7,0754 12,1 10,7 11,9 13,0 11,9255 8,2 8,8 9,6 9,4 9,000prùmìr 8,56 8,06 10,28 10,58 9,370 147
• tabulka ANOVAvariabilita S f S/f F pvrhy 91,932 4 22,983 22,26 <0,0001dieta 23,332 3 7,774 7,53 0,0043reziduální 12,388 12 1,032 - -
elk. 127,642 19 - - -

• nesprávnì aplikované jednodu
hé tøídìní ANOVA:kdyby
hom zapomnìli na závislost nìkterý
h pozorování zpùso-benou náhodnými bloky (vrhy), dostali by
hom:

Se = 91,932 + 12,388 = 104,320, fe = 4 + 12 = 16

F =
23,332/3

104,320/16
= 1,193, p = 0,344

148



Friedmanùv test
• model Yij = µ +Ai + βj +Eij (náhodný øádkový efekt)nebo Yij = µ + αi + βj + Eij (pevný øádkový efekt)

• Eij nezávislé, spojité rozdìlení

• H0 : β1 = . . . = βr (nezávisí na o¹etøení)

• urèi poøadí v rám
i ka¾dého bloku (øádku)

• za hypotézy je v ka¾dém øádku náhodná permuta
e èísel 1,. . . ,r,tedy souèty ve sloup
í
h (pro o¹etøení) podobné

•

Q =
12

kr(r + 1)

r∑

j=1




k∑

i=1

Rij



2

− 3k(r + 1)

• zamítat H0 : pro Q ≥ χ2r−1(α) 149

pøíklad diety dietavrh A B C D prùm.1 6,6 5,2 7,4 9,1 7,0752 10,1 11,4 13,0 12,6 11,7753 5,8 4,2 9,5 8,8 7,0754 12,1 10,7 11,9 13,0 11,9255 8,2 8,8 9,6 9,4 9,000prùm. 8,56 8,06 10,28 10,58 9,370dietavrh A B C D1 2 1 3 42 1 2 4 33 2 1 4 34 3 1 2 45 1 2 4 3souèet 9 7 17 17

• k = 5, r = 4

• Q =
12
5·4·5

(
92 + 72 + 172 + 172

)
−

3 · 5 · 6 = 9,96
• Q > χ23(0,05) = 7,8147,

p = 0,0189

150

dvojné tøídìní s interak
emi

• vliv dvou faktorù nemusí být aditivní

Yijt = µ + αi + βj + γij + Eijt

Eijt ∼ N(0, σ2)
− symboli
ky A +B +AB

− ∑
i αi = 0 efekty faktoru A odpovídají
í jeho k úrovním

− ∑
j βj = 0 efekty faktoru B odpovídají
í jeho r úrovním

− ∑
i γij = 0,

∑
j γij = 0 interak
e vyjadøují neaditivitu oboufaktorù (vliv A závisí na úrovni B, vliv B závisí na úrovni A)151

• testy
− HAB : γij = 0 (aditivita)

− HA : αi = 0 (faktor A nemá vliv)

− HB : βj = 0 (faktor B nemá vliv)

− pokud zamítneme HAB, nemá smysl testovat HA,HB, nebo»prostøedni
tvím interak
í oba faktory vliv mají; pak je lépe pøejítk modelu jednodu
hého tøídìní s kombinovanými úrovnìmi
152



pøíklad Howells:lebky exhumované na tøe
h míste
h (A)rozli¹ované podle pohlaví (B)
• nejvìt¹í délka mozkovny (pAB = 0,8872)

170
180

190
Berg Austrálie Sibiø

¾eny
mu¾iGOL

153

pøíklad Howells nejvìt¹í délka mozkovny (GOL)pohlaví místo nij ȳij sijM Berg 40 180,300 7,293F Berg 40 170,450 6,641M Austrálie 40 190,375 5,555F Austrálie 40 181,375 6,632M Sibiø 40 181,175 6,468F Sibiø 40 172,175 5,228tabulka ANOVAvar. S f S/f F pmísta 5242,1 2 2621,1 65,2 <0,0001pohl. 5170,8 1 5170,8 128,6 <0,0001inter. 9,6 2 4,8 0,1 0,8872rezid. 9410,6 234 40,2
elk. 19833,2 239 154

• týlní úhel (pAB = 0,0222)

113115117
Berg Austrálie Sibiø

¾eny
mu¾i

OCA

155

pøíklad Howells týlní úhel (OCA)pohlaví místo nij ȳij sijM Berg 40 116,675 5,567F Berg 40 116,850 5,682M Austrálie 40 115,025 4,382F Austrálie 40 114,800 4,286M Sibiø 40 113,450 4,782F Sibiø 40 117,200 4,973tabulka ANOVAvar. S f S/f F pmísta 150,908 2 75,454 3,05 0,0493pohl. 91,267 1 91,267 3,69 0,0560inter. 191,608 2 95,804 3,87 0,0222rezid. 5789,550 234 24,742
elk. 6223,333 239 156



• pevné efekty
− úrovnì faktoru volí experimentátor

− pøi opakovaném pokusu je lze zvolit stejnì

− vypovídáme o konkrétní
h úrovní
h faktoru

− H0: nulové efekty
• náhodné efekty

− úrovnì faktoru volí pøíroda
− pøi opakovaném pokusu jsou jiné
− vypovídáme o popula
i mo¾ný
h úrovní faktoru

− H0: nulová variabilita efektu
• testy obe
nì závisí na 
harakteru efektu
• doporuèují se vyvá¾ené modely 157

porovnání populaèní
h mìr polohy (pøehled)rozdìlení normální spojitépopulaèní parametr(o èem je hypotéza) populaèníprùmìr populaèní medián(distribuèní funk
e)jeden výbìr jednovýbìrový

t-test znaménkovýWil
oxonvýbìr dvoji
 párový t-test znaménkovýWil
oxondva nezávislé výbìry dvouvýbìrový

t-test Mann-Whitney(Kolmogorov-Smirnov)

k nezávislý
h výbìrù analýza rozptylujedn. tøídìní Kruskal-Wallis 158

vy¹etøování závislostinezávisle závisle promìnnápromìnná(é) spojitá nominálníspojitá regrese (logisti
kákorela
e regrese)nominální analýza kontingenènírozptylu tabulkypøíklady:

• hmotnost na vý¹
e

• rakovina pli
 na poètu vykouøený
h 
igaret

• hmotnost obilky na ¾ivném roztoku

• barva oèí a barva vlasù 159

Korela
e a regrese

• korela
e

− mìøí sílu (tìsnost) vzájemné závislosti spojitý
h velièin

− lze pou¾ít k prokazování existen
e vzájemné závislosti X, Y

− k porovnávání síly (tìsnosti) závislosti v nìkolika popula
í
h

− symetri
ká vlastnost v X, Y

• regrese
− udává jak závisí støední hodnota spojité velièiny Y na nezávislepromìnné (promìnný
h) x

− nesymetri
ká vlastnost (závislost Y na x 6= závislost X na y)

− lze pou¾ít k prokazování existen
e závislosti závisle promìnné

Y na nezávisle promìnné x

− umo¾òuje pøedpovídat hodnotu Y pro zvolenou hodnoty x160



korelaèní koe�
ient
• (populaèní) korelaèní koe�
ient ρXY (zaveden na obr. 68)

− |ρXY | ≤ 1; pro nezávislé X, Y je ρXY = 0

− mìøí sílu lineární závislosti
• (výbìrový) korelaèní koe�
ient rxy

rXY =
SXY√
S2XS2Y

=

∑
(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑
(Xi − X̄)2

∑
(Yi − Ȳ )2

=
1

n − 1
n∑

i=1

(
Xi − X̄

SX

)(
Yi − Ȳ

SY

) (z-skóry)

SXY =
1

n − 1
n∑

i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ) 161

• k prokázání závislosti nutno normální rozdìlení X, Y

• H0 : ρXY = 0 se na hladinì α zamítá:

T =
r√
1− r2

√
n − 2, |T | ≥ tn−2(α)

• Spearmanùv korelaèní koe�
ient

− mìøí sílu monotonní závislosti

− zalo¾en na poøadí
h Ri, Qi hodnot Xi, Yi

r
(S)
XY = 1−

6

n(n2 − 1)
n∑

i=1

(Ri − Qi)
2

− k testu nezávislosti nepotøebuje normální rozdìlení

− H0: (nezávislost) se zamítá, je-li |r(S)XY

√
n − 1| ≥ z(α/2) 162

pøíklad tuk (v závor
e po vyne
hání oznaèeného pozorování)

H160 170 180 190

W

6070
8090

100 vý¹ka vers. hmotnost

r = 0,643 (0,654)

t = 5,814 (5,921)

p < 0,0001 (p < 0,0001)

163

pøíklad tuk (v závor
e po vyne
hání oznaèeného pozorování)

H160 170 180 190

D

5060
7080

90 vý¹ka vers. diast. tlak

r = −0,145 (−0,018)
t = −1,019 (−0,124)
p = 0,3135 (0,9017)

164



pøíklad tuk (v závor
e po vyne
hání oznaèeného pozorování)

P50 70 90
W

6070
8090

100 puls vers. hmotnost

r = −0,245 (−0,241)
t = −1,752 (−1,701)
p = 0,0862 (0,0955)

165

Fisherova Z-transforma
e (pøiblí¾í 
hování r normálnímu rozdìlení)

Z =
1

2
ln
1 + r

1− r
∼ N(1

2
ln
1 + ρ

1− ρ
,
1

n − 3

)

• pøíklad dìti: porodní délka, hmotnost

− dívky: r1 = 0,5687, n1 = 51, z1 =
1

2
ln
1 + 0,5687

1− 0,5687 = 0,6456
− ho¹i: r2 = 0,5967, n2 = 49, z2 = 0,6880

− test shody (odhady r1, r2 jsou nezávislé!)

z =
0,6456− 0,6880√
1

51− 3 +
1

49− 3

= −0,2055.

srovnej s kriti
kou hodnotou z(0,05/2) = 1,960, p = 83,8 % 166

− 95% interval spolehlivosti pro ζ =
1

2
ln
1 + ρ

1− ρ

u dívek

(
0,6456− 1,960√

51− 3 ; 0,6456 +
1,960√
51− 3

)
= (0,363; 0,929)

− 95% interval spolehlivosti pro ρ1 inverzní transforma
í

ρ =

e2ζ − 1e2ζ + 1tedy

(e2·0,363 − 1e2·0,363 + 1 ; e2·0,929 − 1e2·0,929 + 1) = (0,348; 0,730)

167

regrese (pùvod pojmu)

• tenden
e (návrat) k prùmìrnosti (F. Galton (1886) vy¹etøoval dì-diènost vý¹ky postavy)

• uva¾ujme ot
e, jeji
h¾ vý¹ka je rovna prùmìrné vý¹
e genera
ev¹e
h ot
ù; prùmìrná vý¹ka synù tì
hto ot
ù bude rovna prù-mìrné vý¹
e v¹e
h synù

• uva¾ujme ot
e o 10 
m vy¹¹í, ne¾ je prùmìrná vý¹ka genera
eot
ù: prùmìrná vý¹ka synù tì
hto ot
ù bude jen asi o 5 
m vy¹¹í,ne¾ prùmìrná vý¹ka genera
e synù

• uva¾ujme ot
e o 10 
m ni¾¹í, ne¾ je prùmìrná vý¹ka genera
eot
ù: prùmìrná vý¹ka synù tì
hto ot
ù bude jen o asi 5 
m ni¾¹í,ne¾ prùmìrná vý¹ka genera
e synù 168



regresní pøímka
• odhadovaná závislost: E Y = β0 + β1x

• k daným x1, . . . , xn zjistíme Y1, . . . , Yn

• pøedpoklady:
− nezávislá pozorování
− stejný rozptyl σ2

− normální rozdìlení (potøebné a¾ pro testy)

• b0, b1 { odhady metodou nejmen¹í
h ètver
ù:minimalizovat n∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2

169

y
0 x0

y = b0 + b1x

[xi, Yi]

}

[xi, Ŷi]

=


|Ui| = |Yi − Ŷi|









︸ ︷︷ ︸

b1

b0

1

170

• odhad závislosti E Y = β0 + β1x

Ŷ = b0 + b1x

• b1 { odhad smìrni
e β1

• b1 { odhad zmìny støední hodnoty závisle promìnné Y pøi jednot-kové zmìnì nezávisle promìnné x

• reziduum Ui = Yi − Ŷi = Yi − (b0 + b1xi)

• reziduální souèet ètver
ù:

Se =
n∑

i=1

(Yi − Ŷi)
2 =

n∑

i=1

(Yi − b0 − b1xi)
2 =

n∑

i=1

U2i

• reziduální rozptyl

S2 =
Se

n − 2 171

jiné vyjádøení regresní pøímky

• uva¾ovanou závislost lze psát ve tvaru

Yi = β∗
0 + β1(xi − x̄) + Ei

• β∗
0 vyjadøuje støední úroveò vysvìtlované promìnné Y pøi prùmìrnéhodnotì nezávisle promìnné x

• β1 vyjadøuje 
itlivost, s jakou reaguje støední hodnota vysvìtlovanépromìnné Y na jednotkovou od
hylku nezávisle promìnné x odjejího prùmìru x̄

• odhadem závislosti je (b1 je stejné jako pøi klasi
kém vyjádøení)

Ŷi = Ȳ + b1(xi − x̄) 172



• koe�
ient determina
e
R2 = 1− Se∑

(Yi − Ȳ )2

− podíl variability Y vysvìtlené uva¾ovanou závislostí (jakou èástvariability Y se podaøilo závislostí vysvìtlit)

− ukazuje, zda má smysl pøedpovídat pomo
í regrese

• nezávislost E Y na x znamená H0 : β1 = 0
T =

b1S.E.(b1) |T | ≥ tn−2(α)

• pokud H0 zamítneme, øíkáme závislost je prùkazná 173

pøíklad závislost pro
enta tuku FAT na vý¹
e HEIGHT u mladý
h mu¾ùregresor bj S.E.(bj) t pabs. èlen {53,870 24,657 {2,185 0,0338HEIGHT 0,379 0,138 2,742 0,0086pøedpovìï: Ŷi = −53,870 + 0,379xi,tedy ̂FAT= { 53,870 + 0,379·HEIGHT(na ka¾dý 
entimetr vý¹ky v prùmìru 0,379 pro
entního hodu)varia- souèet st. prùm. F pbilita ètver
ù vol. ètvere
regrese 362,54 1 362,54 7,519 0,0086rezid. 2314,41 48 48,22
elk. 2676,95 49 (54,63)

R2 =
362,54

2676,95
= 1− 2314,41

2676,95
= 0,135 174

mnohonásobná lineární regrese

• závislost na dvou (nebo ví
e) nezávisle promìnný
h

• pozorování (x1, v1, Y1), . . . , (xn, vn, Yn)

• pøedstava (model)

Yi = β0 + β1xi + β2vi︸ ︷︷ ︸+Ei

• støední hodnota Yi (tj. systemati
ká, nenáhodná slo¾ka Yi) vysvìt-lena pomo
í xi, vi jako β0 + β1xi + β2vi

• E1, . . . , En (tedy vlastnì Y1, . . . , Yn) jsou nezávislé náhodné velièiny

• Ei ∼ N(0, σ2) (normální rozdìlení se stejným rozptylem)

• b0, b1, b2 { odhady parametrù β0, β1, β2

• b1 { odhad zmìny støední hodnoty Y pøi jednotkové zmìnì x anezmìnìné hodnotì v 175
• b2 { odhad zmìny støední hodnoty Y pøi jednotkové zmìnì v anezmìnìné hodnotì x

• Ui { reziduum

Ui = Yi − Ŷi

= Yi − (b0 + b1xi + b2vi)

• rozklad variability ST = SR + Se

n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2 = SR +
n∑

i=1

(Yi − Ŷi)
2

• koe�
ient determina
e R2podíl 
elkové variability, který se podaøilo vysvìtlit závislostí Y na

x, v (jakou èást variability Y se podaøilo vysvìtlit)

R2 =
SR

ST
= 1− Se

ST 176



uva¾ujeme závislost E Y = β0 + β1x + β2v

• H0 : β2 = 0 (k vysvìtlení 
hování Y staèí x)

T2 =
b2S.E.(b2), zamítat pro |T2| ≥ tn−3(α)

• H0 : β1 = 0 (k vysvìtlení 
hování Y staèí v)

T1 =
b1S.E.(b1), zamítat pro |T1| ≥ tn−3(α)

• H0 : β1 = β2 = 0 (
hování Y nezávisí ani na x ani na v)

F =
SR/2

Se/(n − 3) ≥ F2,n−3(α) 177

pøíklad závislost FAT na HEIGHT a WEIGHTregresor bj S.E.(bj) t pabs. èlen 11,327 16,682 0,679 0,5005HEIGHT {0,262 0,110 {2,376 0,0216WEIGHT 0,624 0,0690 9,050 <0,0001

− pøi stejné vý¹
e oèekáváme na ka¾dý kg hmotnosti o 0,6 pro
.bodu ví
e tuku

− u mu¾ù, kteøí se li¹í vý¹kou o 10 
m a mají stejnou hmotnostoèekáváme, ¾e ti vy¹¹í mají v prùmìru o 2,6 pro
. bodu ménìtuku

− R2 = 1833,11/2676,95 = 1− 843,85/2676,95 = 0,685variabilita souè. ètv, st. vol. prùm. ètv. F pregrese 1833,11 2 916,55 51,050 <0,001rezid. 843,85 47 17,95
elk. 2676,95 49 (54,63) 178

χ2-testy

• pro znaky v nominálním mìøítku

• nìkdy i v ordinálním mìøítku, ale bez ohledu na uspoøádání

• postupy pro ordinální znaky existují, ale zde není na nì místo

• pøíklady

− poèty osob s krevními skupinami A, B, AB, 0

− poèty dìtí narozený
h v jednotlivý
h mìsí
í
h v Praze

− poèty matek se základním, støedním, vysoko¹kolským vzdìlá-ním

179
• multinomi
ké rozdìlení (zobe
nìní binomi
kého rozdìlení)

− v dílèím pokusu k mo¾ný
h výsledkù A1, . . . , Ak (nesluèitelné,sjedno
ení v¹e
h je jev jistý)

− πj je pst, ¾e vyjde Aj (π1 + π2 + . . . + πk = 1)

− n nezávislý
h dílèí
h pokusù

− Nj { poèet dílèí
h pokusù, kdy nastalo Aj

− (N1, . . . , Nk) má multinomi
ké rozdìlení s parametry n, π1, . . . , πk

− samotné Nj má binomi
ké rozdìlení, tj. Nj ∼ bi(n, πj

)

• pravdìpodobnost toho, ¾e N1 = n1, . . . , Nk = nkP(N1 = n1, . . . , Nk = nk) =
n!

n1! . . . nk!
π

n1
1 . . . π

nk
k 180



• hlavní vlastnost (platí pro velká n, napø. pokud nπj ≥ 5 pro ∀ j)

X2 =
k∑

j=1

(Nj − nπj)
2

nπj

má pøibli¾nì rozdìlení χ2k−1

• test shody H0 : π1 = π01, . . . , πk = π0k(pravdìpodobnosti hypotézou dány jednoznaènì)

− platí-li H0, oèekáváme èetnosti blízké hodnotám ENj = nπ0j:

X2 =
k∑

j=1

(Nj − nπ0j)
2

nπ0j

− H0 zamítáme, je-li X2 ≥ χ2k−1(α)
− Nj { experimentální èetnosti
− nπ0j { teoreti
ké èetnosti 181

pøíklad mìsí
e:poèty studentù biologie narozený
h v jednotlivý
h mìsí
í
hhypotéza: dìtí se rodí bìhem roku rovnomìrnìmìsí
 nj nπ0j pøínos1 11 9,43 0,26232 9 8,52 0,02763 13 9,43 1,35394 11 9,12 0,38615 8 9,43 0,21616 5 9,12 1,86357 10 9,43 0,03488 6 9,43 1,24619 13 9,12 1,647310 8 9,43 0,216111 8 9,12 0,138312 9 9,43 0,0194
elkem 111 111,00 7,4115

X2 = 7,4115 < χ212−1(0,05) = 19,675 p = 0,765 182

slo¾ená nulová hypotéza (hypotéza o struktuøe)

• hypotéza, která urèuje vztahy mezi pravdìpodobnostmi, nìkteréparametry zùstávají volné, je tøeba je odhadnout

• pøíklad antigen: pøedpokladem je model pro fenotypy AA, Aa, aa(neurèený parametr θ)P(AA) ≡ π1(θ) = θ2P(Aa) ≡ π2(θ) = 2θ(1− θ)P(aa) ≡ π3(θ) = (1− θ)2

• jsou zji¹tìné èetnosti fenotypù n1 = 18, n2 = 17, n3 = 6 v souladus modelem? 183
• odhad θ maximaliza
í logaritmi
ké vìrohodnostní funk
e

ℓ(θ) = ln(P(N1 = n1, N2 = n2, N3 = n3))

= ln
(
c1
(
θ2
)n1
(2θ(1− θ))n2

(
(1− θ)2

)n3)

= c2 + (2n1 + n2) ln θ + (n2 + 2n3) ln(1− θ)

θ̂ =
1

2
+

N1 − N3
2n

(
= 0,5 +

18− 6
82

= 0,646
)

• obe
nì se H0 zamítá, pokud (θ má q poèet slo¾ek)

X2 =
k∑

j=1

(Nj − nπj(θ̂))
2

nπj(θ̂)
≥ χ2k−1−q(α)

• antigen: χ2 = 0,355 < χ23−1−1(0,05) = 3,84, p = 0,551hypotézu na 5% hladinì nezamítáme 184



kontingenèní tabulka
• nominální znak s hodnotami A1, . . . , Ar

• nominální znak s hodnotami B1, . . . , Bc

• Nij kolikrát souèasnì Ai a Bj (sdru¾ené èetnosti)

• marginální èetnosti
Ni• =

c∑

j=1

Nij N•j =
r∑

i=1

Nij

• nezávislost znakù: pro v¹e
hny dvoji
e i, j platíP(Ai ∩ Bj) = P(Ai)P(Bj) 185

• teoreti
ké èetnosti (protìj¹ek Nij)

oij = n · ̂P(Ai) · ̂P(Bj) = n · Ni•
n

· N•j
n
=

Ni•N•j
n

• H0 : znaky jsou nezávislé

X2 =
r∑

i=1

c∑

j=1

(Nij − oij)
2

oij

• nezávislost se zamítá pokud X2 ≥ χ2
(r−1)(c−1)(α)

• musí být oij ≥ 5 ∀ (i, j) (tj. pro v¹e
hny dvoji
e)
186

pøíklad kouøení u mu¾ùempiri
ké sdru¾ené a marg. èetnostivzdìlání zákl. odb. mat. V© 
elk.nekuøák 14 55 55 73 197bývalý kuøák 11 28 44 42 125kuøák 14 24 24 17 79silný kuøák 78 189 175 106 548
elkem 117 296 298 238 949oèekávané sdru¾ené a marg. èetnostivzdìlání zákl. odb. mat. V© 
elk.nekuøák 24,3 61,4 61,9 49,4 197bývalý kuøák 15,4 39,0 39,3 31,3 125kuøák 9,7 24,6 24,8 19,8 79silný kuøák 67,6 170,9 172,1 137,4 548
elkem 117 296 298 238 949závislost jsme na 5% hladinì prokázali

χ2 =
(14− 24,3)2
24,3

+
(55− 61,4)2
61,4

+ . . .

+
(106− 137,4)2
137,4

= 38,68

f = (4− 1)(4− 1) = 9

p < 0,0001187

pøíklad Badenbarva oèí barva vlasù 
elkemsvìtlá hnìdá èerná ry¹avámodrá 1 768 807 189 47 2 811¹edá/zelená 946 1 387 746 53 3 132hnìdá 115 438 288 16 857
elkem 2 829 2 632 1 223 116 6 800

• barva oèí r = 3, barva vlasù c = 4, n = 6800

• o11 = 2811 · 2829/6800 = 1169, o12 = 2811 · 2632/6800 = 1088. . .

• o34 = 116 · 857/6800 = 14,62 ≥ 5

χ2 =
(1768− 1169)2

1169
+
(807− 1088)2
1088

+ . . . = 1073,5

> χ26(0,05) = 12,5916

p < 0,0001závislost je na ka¾dé rozumné hladinì prokázána 188



• test homogenity
− hodnoty znaku B1, . . . , Bc

− r nezávislý
h výbìrù z rùzný
h popula
í

− H0 : popula
e se neli¹í
− dál stejnì jako pro nezávislost

• pøíklad krevní skupiny popula
e skupina 
elkem0 A B ABC 121 120 79 33 353D 118 95 121 30 364
elkem 239 215 200 63 717

χ2 =
(121− 353 · 239/717)2
353 · 239/717 + . . . = 11,742 > χ23(0,05) = 7,815, p = 0,008nejmen¹í teoreti
ká èetnost: 353 · 63/717 = 31,02 > 5 189

M
Nemarùv test (test symetrie)

• párový test pro nominální velièinu s hodnotami B1, . . . , Bk

• zji¹»ujeme hodnoty nominálního znaku na stejný
h objekte
h zadvojí
h okolností (pøed o¹etøením, po o¹etøení)

• Nij poèet objektù, u ni
h¾ první mìøení Bi a druhé mìøení Bj

• hypotéza: pravdìpodobnosti mo¾ný
h hodnot znaku jsou stejnéza obojí
h okolností (pøed o¹etøením i po nìm)

X2 =
∑∑

i<j

(Nij − Nji)
2

Nij +Nji

• hypotézu zamítneme pøi X2 ≥ χ2
k(k−1)/2(α)

• výrazy ve jmenovateli musí být kladné!

• nezávisí na poètu objektù, kdy vy¹ly oba výsledky stejnì 190

pøíklad stromy 1994 1995 
elkem1 2 31 4 3 3 102 7 21 11 393 1 15 35 51
elkem 12 39 49 100

• stav tý
h¾ stromù ve dvou sezóná
h

• 
elkem 100 stromù

χ2 =
(3− 7)2
3 + 7

+
(3− 1)2
3 + 1

+
(11− 15)2
11 + 15

= 3,215

• χ23(0,05) = 7,8147, p = 0,3597

• rozdíl mezi sezónami jsme neprokázali 191

ètyøpolní tabulka a b a + b
c d c + d

a + c b + d n

• spe
iální pøípad kontingenèní tabulky pro r = c = 2

• test nezávislosti/homogenity

X2 =
n(ad − bc)2

(a + c)(b + d)(a + b)(c + d)zamítá se pro X2 ≥ χ21(α) = z(α/2)2

• Yatesova korek
e X2Y =
n(|ad − bc| − n/2)2

(a + c)(b + d)(a + b)(c + d)

• Fisherùv faktoriálový (exaktní) test

− poèítá pøímo dosa¾enou hladinu p

− malé èetnosti nevadí 192



pøíklad hrabo¹ Frenkelia Sar
o
ystis spp. 
elkemspp. + −+ 4 27 31- 11 473 484
elkem 15 500 515

• souvisí spolu nákazy dvìma 
izopasníky?
• nulová hypotéza: nezávislost

χ2 =
515(4 · 473− 11 · 27)2
15 · 500 · 31 · 484 = 11,643, p = 0,0006

• ale: 15 · 31/515 = 0,9 < 5

• Yates: χ2 = 8,187 p = 0,0042 193

• Fisherùv test: p = 0,0092

• na 5% hladinì závislost prokázána

• (z
ela jiná otázka) vyskytují se dvojí 
izopasní
i se stejnoupstí? M
Nemarùv test:

χ2 =
(11− 27)2
11 + 27

= 6,7368, p = 0,0094

194

jak pou¾ijeme statistiku

• 
o o problému zjistili jiní? (pøeèti, sepi¹)

• 
o 
h
e¹ zjistit?

− zformuluj otázku (to urèí mo¾né statisti
ké metody)

− zformuluj nulovou a alternativní hypotézu

• zvol hladinu testu α

• zvol rozsah výbìru (pøesnost, délka int. spolehlivosti, síla testu)

• poøiï data

− proveï mìøení (podrobné záznamy!)

− pøeveï do elektroni
ké formy (kódování)

− vyèisti data (grafy, popisné statistiky,. . . )

• proveï výpoèty, kresli grafy

• pou¾ij výsledky a grafy, interpretuj 195

dvojí pùvod dat

• plánovaný (organizovaný) pokus

− aktivnì zasahujeme

− �xujeme okolnosti (stálá teplota, svìtelný re¾im)

− nastavujeme úrovnì zvoleného faktoru (dva ¾ivné roztoky)

− jedin
ùm náhodnì pøiøazujeme o¹etøení

− zjistíme-li rozdíl, známe jeho pøíèinu

• ¹etøení (sledování dìní)

− pouze sledujeme, nezasahujeme

− rozdìlení do skupin nemù¾eme ovlivnit

− rozdíl mezi skupinami mù¾e být zpùsoben matou
í (
onfounding)velièinou, která souvisí s rozdìlením do skupin i s mìøeným zna-kem (pøíklad: plánované tìhotenství na vzdìlání matky, matou
íje vìk matky) 196



jaké úlohy øe¹íme
• popsat stav

− poloha (prùmìr, medián, kvartily,. . . )

− variabilita (smìr. od
hylka, rozptyl, kvartilové rozpìtí)

− závislost (korelaèní koe�
ient, Spearmanùv korel. koe�
ient)

− tvar rozdìlení (¹ikmost, ¹pièatost)
• prokázat vliv o¹etøení

− zmìna polohy (t-testy, analýza rozptylu)
− zmìna variability (Levene, F -test, Bartlettùv test)

− jiná zmìna (Kolmogorov-Smirnov) 197

jaké úlohy øe¹íme

• prokázat závislost

− obì spojité (korelaèní koe�
ient)

− spojitá na kvalitativními (ANOVA)

− obì kvalitativní (kontingenèní tabulka)

• popsat závislostspojité velièiny na spojitý
h èi kvalitativní
h { regrese
198

výbìr metody

• jakou úlohu øe¹íme?

• jsou výbìry nezávislé?

− z organiza
e pokusu

• lze pøedpokládat normální rozdìlení?

− ze zku¹enosti

− lze ovìøovat (ve skupiná
h pozorování, z reziduí)

− lze soudit z grafu (normální diagram)

• je rozptyl stálý?

− lze ovìøovat (ve skupiná
h pozorování, z reziduí)

− lze soudit z grafu (rozptylový diagram) 199

volba nulové a alternativní hypotézy

• H0 zjednodu¹uje model

− popula
e se neli¹í (výbìry se li¹í jen náhodnì)

− velièiny jsou nezávislé

− H0 zpravidla 
h
eme vyvrátit aby
hom prokázali svoji vìde
kouhypotézu
• H1 je opak nulové hypotézy

− zpravidla obsahuje tvrzení, které 
h
eme dokázat

− pokud existuje jednostranná alternativní hypotéza, musíme jizvolit pøed pokusem na základì úvah, které nejsou zalo¾enyna pou¾itý
h date
h
• pouze zamítnutím H0 nì
o dokazujeme 200



permutaèní testy - dva výbìry

• H0 : identi
ké rozdìlení v obou popula
í
h

• pøíklad hnojení (porovnání dvou hnojiv)

− x: 50,45,42,54 (klasi
ké hnojivo)

− y: 59,56,58,51,52 (nové hnojivo)

− H0 stejné výnosy; H1 výnosy jsou nestejné

• porovnejme prùmìry: x̄ − ȳ = 47,75− 55,2 = −7,45
• 
elkem 9 hodnot, pro nì (94) = 126 permuta
í { mo¾ností, kolikrátvybrat 4 hodnoty x z 9 hodnot
• mezi nimi 4 takové, ¾e rozdíl prùmìrù a¾ do −7,45 (p = 3,17 %)

• pøi oboustranné alternativì dal¹í dvì kombina
e, kdy rozdíl aspoò7,45, 
o¾ je 1,59 % permuta
í
• 
elkem p =

4 + 2

126
=
6

126
= 0,0476 p = 4,76 % 201

x y x̄ − ȳ wX50 45 42 54 59 56 58 51 52 -7,453 2 1 6 9 7 8 4 5 10* * * * {8,80 10* * * * {8,35 11* * * * {7,90 12* * * * {7,45 12* * * * {7,00 13* * * * {6,55 14

· · · · · ·* * * * {0,25 20

· · · · · ·* * * * 6,50 27* * * * 6,95 28* * * * 6,95 27* * * * 7,40 28* * * * 7,85 29* * * * 8,75 30

pperm = 4 + 2
126

= 0,0476 pW =
4 + 4

126
= 0,0635

t = −2,5238 p = 0,0396 202

permutaèní testy - jeden výbìr (pøíklad uèení nazpamì»)
• H0 : støed symetrie rozdìlení je v nule

• rozdíly dvou metod uèení nazpamì»:

5,−1, 2, 3,−1, 4, 3,−3 prùmìr = 1,5
• pokud jsou obì metody ekvivalentní, pak mají rozdíly náhodnáznaménka; pøípadnou nulu nutno pøedem vylouèit

• pro posloupnost 8 znamének 
elkem 28 = 256 mo¾ností

• ideál pro prùmìr 0

• v 27 pøípade
h prùmìr aspoò 1,5, v 27 pøípade
h nejvý¹e -1,5

•
pperm = 27 + 27

256
=
54

256
= 0,2109 (21,09 %) 203

data x̄ w
x 5 {1 2 3 {1 4 3 {3

r 8 1,5 3 5 1,5 7 5 51 {5 {1 {2 {3 {1 {4 {3 {3 {2,75 02 {5 {1 {2 {3 1 {4 {3 {3 {2,50 1,53 {5 1 {2 {3 {1 {4 {3 {3 {2,50 1,54 {5 {1 2 {3 {1 {4 {3 {3 {2,25 35 {5 1 {2 {3 1 {4 {3 {3 {2,25 3

· · ·18 {5 1 {2 {3 {1 {4 {3 3 {1,75 6,519 5 {1 {2 {3 {1 {4 {3 {3 {1,50 8

· · ·23 {5 {1 {2 {3 1 4 {3 {3 {1,50 8,524 {5 1 {2 3 1 {4 {3 {3 {1,50 825 {5 1 {2 {3 {1 4 {3 {3 {1,50 8,526 {5 1 {2 {3 1 {4 3 {3 {1,50 827 {5 1 {2 {3 1 -4 {3 3 {1,50 828 5 {1 {2 {3 1 {4 {3 {3 {1,25 9,5

· · ·229 {5 1 2 3 {1 4 3 3 1,25 26,5230 5 {1 2 3 {1 4 3 {3 1,50 28231 5 {1 2 3 {1 4 {3 3 1,50 28232 5 {1 2 3 1 {4 3 3 1,50 27,5233 5 {1 2 {3 {1 4 3 3 1,50 28234 5 1 2 3 {1 {4 3 3 1,50 27,5235 5 1 {2 3 1 4 3 {3 1,50 28236 5 1 {2 3 1 4 {3 3 1,50 28237 5 1 {2 {3 1 4 3 3 1,50 28238 {5 1 2 3 1 4 3 3 1,50 28239 5 {1 2 3 1 4 3 {3 1,75 29,5

· · ·255 5 1 2 3 {1 4 3 3 2,50 34,5256 5 1 2 3 1 4 3 3 2,75 36

pperm = 27 + 27
256

= 0,2109

pW =
25 + 25

256
= 0,1953

t = 1,5

p = 0,1773

204



nìkteré dal¹í modely a metody

• diskriminaèní analýza
− na ka¾dém objektu mìøíme nìkolik spojitý
h velièin

− známe pøíslu¹nost objektù ke skupinám

− DA dá rozhodova
í pravidlo pro pøiøazování dal¹í
h objektù doskupin

− napøíklad podle kosterní
h nálezù urèovat pohlaví

• shluková analýza
− na ka¾dém objektu mìøíme nìkolik spojitý
h velièin

− konstruujeme skupiny navzájem blízký
h (podobný
h) objektù

− vzniklé skupiny se sna¾íme interpretovat 205

pøíklad z ar
heologie (Thurzo 1979)

• trojí pohøebi¹tì (avarsko-slovanská, slovanská, maïarská)

• mìøíme ¹íøku tváøe (zy-zy) a míru 8a (sagitální prùmìr støedudiafýzy tibie), uva¾ujeme ¾eny

• prùmìry:pohøebi¹tì rozsah ¹íøka míra 8aslovanské 39 122,410 25,615maïarské 27 127,963 30,471

• odhad varianèní mati
e (spoleèná pro obì popula
e)S = ( 25,631 −0,724
−0,724 6,937

)

• korelaèní koe�
ient r = −0,054
• t-testy: t1 = −4,381, t2 = −7,380 206

rozhodova
í pravidlo (DA)

• rozhodujeme mezi dvìma pohøebi¹ti

• stejné psti obou popula
í

• ke slovanským pøiøaï, kdy¾ 0,237 ¹íøka + 0,726 míra 8a < 50,060

• k maïarským kdy¾ 0,237 ¹íøka + 0,726 míra 8a > 50,060

• ¹patnì zaøazeno:

− pouze 7 z 39 slovanský
h (17,9 %)

− pouze 3 z 27 maïarský
h (11,1 %)

• pøi oèekávaném pomìru 4:1 ve prospì
h slovanské popula
e budeke slovanským pohøebi¹tím pøiøazena ¾ena, kdy¾

0,237 ¹íøka + 0,726 míra 8a < 50,060 + ln
(
4

1

)
= 51,446 207

slov, mad, + znaèí tì¾i¹tì pomìr 1:1, pomìr 4:1

115 120 125 130 135 140 145

22
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rozli¹ení pohøebi¹» (shluky)

• ka¾dé pohøebi¹tì a pohlaví 
harakterizujeme prùmìrnou hodnotouètyø velièin (je¹tì vý¹ka a délka lebky (g-op)

• pro tì
hto ¹est ètveøi
 se spoèítá vzdálenost

• postupnì se vytváøejí skupinky nejbli¾¹í
h, pak jeji
h vzdálenost

• gra�
ké znázornìní { dendrogram
• vzdálenost (nepodobnost)

− euklidovská

− Mahalanobisova (uvá¾í závislosti)
− 1-korelaèní koe�
ient

• vzdálenost skupin: tì¾i¹tì / nejbli¾¹í prvky / nejvzdálenìj¹í prvky209

vzdálenost skupin = vzdálenost nejvzdálenìj¹í
h prvkù
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