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» cvi€eni na pocitacich v B5

» od dtery 19. tnora ve Vini¢né 7, 1. patro B5
nutno zapsat se do paralelky prostfednictvim SIS
zapocet za aktivni U¢ast + odevzddvani soubori + pisemky
nutno mit aktivni u€et v u€ebnach, znat svoje heslo
voln& gifitelny program R (http://cran.r-project.org/)
> zkouska v B5

> jen se zdpoctem, ptihlagovani prost¥ednictvim SIS
kombinace pisemného a ustniho zkougeni
FeSeni tloh na poditadi, interpretace vysledki
z3klady teorie (pojmy, metody a jejich volba, interpretace)
> literatura

» K. Zvara: Biostatistika. Karolinum 1998,..., 2008
» internetova stranka http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara

vV vy vy

v vy

» konzultace
e po 15:00-15:30 K157, Sokolovska 83 (KPMS MFF UK)
e (t 10:00- prac. 209, Albertov 6 (UAMVT P¥F UK)
e po dohodg& (nap¥. rano pted prednaskou v B7)
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tFi ¢asti predndsky
odpadne jedna prednaska, také néktera cviceni
> popisnd statistika
» nékolika &isly vystihnout dileZitou vlastnost
» jednoduchym grafem vyjdd¥it dileZitou vlastnost
» porovnat soubory dat

» abstraktni pohled (teorie)

» pravdépodobnost, Bayesiiv vzorec, ndhodna veli¢ina,
distribuéni funkce, stfedni hodnota, nezavislost
populace a vybér

popisné statistiky jako odhady populagnich parametri
interval spolehlivosti pro parametr

> test statistické hypotézy

» né&které metody (modely)

> testy o jednom, dvou & n&kolika vybérech
» rozhodovani o zdvislosti kvantitativnich &i kvalitativnich znaki

vV vy

» cilem jsou principy, pojmy, zdkladni metody, nikoliv vzore¢ky
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cviéeni
> prileZitost procvi€it pojmy a postupy

» k tomu je t¥eba sledovat pFednasku aspofi orientaéné

Y

» doporuluji aktivné vyuZit cvi¢eni, spolupracovat s cviicim,
ovéfit si tak pochopeni principl

» u zkousky mechanicka aplikace nestadi, je tfeba vysvétlit pro¢
byl zvolen né&jaky postup, co vyslo, interpretovat vysledky;
také znat pojmy, jejich podstatné vlastnosti a interpretaci

s

» cvilici maji svoje stranky s podrobng&jsimi informacemi:
» cvi¢eni neni nahradou prednasky!
pracuje se v prostfedi R, zejména nadstavba Rcmdr

> nabizi FeSeni vétsiny redlnych dloh
umoziiuje modifikaci dosavadniho postupu
poskytuje demonstraéni pomficky
voln& SiFitelny SW
pracuji v ném mnozi dal3i ucitelé

vV vy VvVYyy

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 1. pfedndtka 19. dnora 2013



statistika

nejzakladnéjsi déleni, dvoji pohled

> statistika
» popisna (deskriptivni):
data stru¢né popsat, néco z dat ,vydolovat"
tvrdit néco o danych datech, nezobecriovat
» induktivni (konfirmatornf):
tvrdit néco nového, zobecnit na vétsi soubor,
dileZita je interpretace
> priklady dat:
» vySky: vyska desetiletych chlapci/divek
» déti: pohlavi, porodni hmotnost a délka, hmotnost a délka
v jednom roce, vék otce a matky, potet onemocnéni otitidou
v prvnim roce véku
» kojeni: hmotnost a délka porodni a ve 24. tydnu, v&k a vyska
obou rodicl, zda téhotenstvi planovdno, zda dudlik, porodnice
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co m&¥ime (zjistujeme) a kde

>

mé&Fime na statistickych jednotkach (osoba, obec, stit,
pokusné pole, rostlinka p3enice, tfeti list rostlinky p3enice, . ..)
mé&¥ime (zjistujeme) hodnoty znaki

znak - vlastnost mé&fend na objektu (statistické jednotce)
zjisténou hodnotu vyjadfujeme ve zvoleném méfitku
(stupnici)

na jedné jednotce mizeme méFit nékolik znaki

(umoZni to vySetfovani zavislosti)

i

mé&Fime na skupinach jednotek — souborech

zajimaji nds hromadné vlastnosti, které charakterizuji celou
velkou skupinu (populaci), ne jen pravé zmé&fené objekty
hodnoty znaki zji$tujeme u jedincii,

chceme vypovidat celych souborech jedincl

kolik procent muzi ve v&ku 20-25 let kou¥i?
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méritka

» nula-jedni¢kové
pouze dv& mozné hodnoty (muZ/Zena, kou¥i/nekout)

» nominalni
seznam vSech jednoznaéné rozliSitelnych hodnot,
faktor (porodnice, pohlavi, odriida)

> ordindlni
hodnoty nomindlniho méfitka jsou uspofadany,
usporadany faktor (vzdé&ldni matky, stupefi bolesti)

> intervalové
stejné vzddlenosti sousednich hodnot (rok narozenf)
,0 kolik je x mensi nez y* (nikoliv ,kolikrat")

> pomérové
srovnani se zvolenou jednotkou (hmotnost, vyska, vék)
,kolikrat je x vé&tsi, nez y"
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hrubsi déleni mé¥Fitek

(bezprostiedng& ovlivni volbu metod)

» kvalitativni
nula-jedni¢kové, nominalni, zpravidla i ordindlni
» u kvalitativnich se zpravidla uddvaji €etnosti jednotlivych
hodnot (kolikrat kterd hodnota nastala)
» kvantitativni (spojité)
intervalové, pomé&rové, n&kdy ordindini (ale neni spojité)
» hodnoty kvantitativnich — &isla
» pro Cetnosti hodnot v kvalitativnim méFitku se pouZzivaji

zpravidla jiné charakteristiky a metody, nez pro hodnoty
v kvantitativnim mé¥Fitku
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veli¢ina, statistika

s

> Ciseln& vyjadfeny vysledek mé&feni, pokusu

> spojita veli¢ina: mozné hodnoty znaki v intervalovém nebo
pomérovém méFitku jsou husté rozmisténé

> diskrétni veli¢ina: Cetnosti hodnot znakd v nula-jedni¢kovém,
nomindlnim (& ordindInim) mé&Fitku

» u veli¢in pouZivame &iselné charakteristiky nékterych
hromadnych vlastnosti (charakteristiky polohy,
charakteristiky variability, charakteristiky tvaru)

» statistika (dal3i vyznam slova) — funkce pozorovanych hodnot
nap¥. primérnd teplota nebo nejvyssi teplota v roce; &iselné
charakterizuje dileZitou vlastnost veli¢iny (veli¢in),
spole¢na vlastnost skupiny statistickych jednotek
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graficka znazorn&ni

oznadeni

rozlidujte n, nj, m, x;, x;' (nemusi byt &isla)

X1, X2, . e Xn zjisté€né hodnoty
X3, X3, e e mozné hodnoty (riizné)

ni, ny, ey Nm Cetnosti hodnot

m
ny+@+u“+nm:§:m:n
j=1

m n Nm .y .
—,—,...,— - relativni &etnosti
n n n

J
N; = E n;  kumulativni ¢etnosti

i=1

pro kumulativni ¢etnosti nutno aspoii ordindlni méfitko
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graficka znazorn&ni

histogram (barplot u kvalitativni veli¢iny)

» histogram
grafické znazornéni intervalovych &etnosti spojité veli¢iny
» barplot
grafické zndzorn&né Zetnosti (pottl hodnot) kvalitativniho
znaku

» plocha (vyska) obdéIniku Gdmé&rnd Zetnosti

> relativni &etnosti maji jen jiné mé¥itko svislé osy

» vyse€ovy diagram pro relativni etnosti kvalitativniho znaku
(podily n&jakého celku)
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priklad hod kostkou A — barplot

zpracovani Cetnosti (kostka A), nomindlni mé&fitko s esti hodnotami

nj fj=nj/n
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priklad hod kostkou B — barplot

zpracovani Cetnosti (kostka B), nomindlni mé&Fitko s esti hodnotami

nj fj=nj/n

e 15 015 | ]
ML 16 0,16 81
|| 7 0,07 &

i 6 0,06
HHE i 5 o1 DD D
PHUHA G A 4 041 oJLIL QQ L

n = 100 g

10
1

1B W N,

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 1. pfedndtka 19. dnora 2013



ptiklad kojeni (vzdélani 99 matek)

ordindlni mé¥itko se tfemi hodnotami

vzdél. | zdkl. | maturita VS celkem | pozn.
xjf* 1 2 3 moZné hodnoty
n; 34 47 18 99 absolutni et.

nj/n 0,343 0,475 0,182 1,000 | relativni &et.
nj/n | 343 % | 475 % | 18,2 % | 100 % | relativni Cet.
N; 34 81 99 kumulativni &et.
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histogram u spaojité veli¢iny

tFidéni: viechny hodnoty z daného intervalu (tj_1, t;) nahradime
prostfedni hodnotou X7 = (tj_1 + t;)/2
hmotnost déti ve 12. mésici (p¥iklad déti, n = 1633)

J X} G| ni| nm/n| Ni| Ni/n
1 775 8000 42 | 0,026 42 | 0,026
2 8250 8500 | 104 | 0,063 146 | 0,089
3 8750 9000 | 173 | 0,106 319 | 0,195
4 9250 9500 | 225 | 0,138 544 | 0,333
5 9750 | 10000 | 315 | 0,193 859 | 0,526
6 | 10250 | 10500 | 257 | 0,157 | 1116 | 0,683
7 | 10750 | 11000 | 210 | 0,129 | 1326 | 0,812
8 | 11250 | 11500 | 133 | 0,081 | 1459 | 0,893
9 | 11750 | 12000 88 | 0,054 | 1547 | 0,947
10 | 12250 | 12500 47 | 0,029 | 1594 | 0,976
11 | 12750 | 13000 28 | 0,017 | 1622 | 0,992
12 | 13250 00 11 | 0,007 | 1633 | 1,000
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graficka znazorn&ni

histogram pro hmotnost v jednom roce

Svisld osa histogramu napravo popsana tak, aby vybarvend plocha byla rovna jedné.
Neptehlédnéte, Ze vétsina sloupkli ma Sitku rovnou jedné polovinég.
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graficka znazorn&ni

varia¢ni ¥ada, poradi

nutno rozliSovat x; a x(;)

» plvodni hodnoty spojité veli¢iny (kvantitativni znak)

X1, X2, -+« s Xp napt. 7, 4, 5, 4, 2
» variaéni fada [sort(x)]
X(]_) < X(2) o< X(n) napF. 2, 4-7 4, 57 7

» poradi: [rank(x)]

na které misto ve variaéni ¥adé se dostane dand hodnota

nejmensi dostane potadi 1, druhd nejmensi dostane 2, ...
> je-li nékolik hodnot stejnych, dostanou priimér

z odpovidajicich poradi
» potadi hodnot 7, 4, 5, 4, 2 jsou po ¥fadé 5, 25, 4, 25, 1
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graficka znazorn&ni

empiricka distribu¢ni funkce

relativni éetnost hodnot, které jsou mensi nebo rovny x

2 ows . . #(x < x
jaka ¢ast dat je nejvySe x Fn(x) = (x; )
n

nase varia¢ni fada: 2, 4, 4, 5, 7

o
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graficka znazorn&ni

empiricka distribu¢ni funkce

Fa(X)
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

» priklad: vaha dé&ti v jednom roce (n = 1633)

» pFipomina hladkou neklesajici funkci
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priaméry

> pramér [mean(x)|

o1 1
X:n(xl—l—xz—i—...—i—xn):nz;x;
i

> vdZeny primér s vyuZitim Zetnosti (n =3, n;)

1 1
>_<:;(nle+n2x§+...+nmx,";,):;E n;ix;’
j=1

» obecngji s nezapornymi vahami w; hodnot fo"

2 Wi

Zjo

X =

[weighted.mean(x, w)]
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miry polohy

priklad: vazeny primér znamek vazeny kredity

jaky je nevazeny pramér?

znamka | kreditd | soudin
1 6 6
2 4 8
2 2 4
3 4 12
celkem 16 30
5 6-1+4-24+2-24+4-3 :@:1,875
6+4+2+4 16

[weighted.mean(x=c(1,2,2,3),w=c(6,4,2,4))]
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dalsi miry polohy

opét jsou dileziré zavorky kolem indexi

» median (prostfedni hodnota, NIKOLIV st¥edni hodnota)

X(nt1 n liché
[median(x)]

> minimum, maximum
Xmin :X(l) [min(x)]
Xmax =X(n) [max(x)]

[range(x)] spot&ita dvojici (Xmin, Xmax)

> variani pramér [mean(range(x))]
1 1
5 (X X)) = 5 (min + Xmax)
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kvartily, decily

» median X je Cislo, které dé&li data na dvé& poloviny: hodnot
mensich nebo stejnych jako medidn — hodnot vétSich nebo
stejnych jako median [median(x)] [quantile(x,probs=1/2)]

» dolni kvartil Q; je &islo, které odd&li ¢tvrtinu hodnot
(mengich & stejnych jako Q1) od t¥i ¢tvrtin hodnot (v&tsich &i
stejnych jako Q1) [quantile(x,probs=1/4)]

» horni kvartil Qs je &islo, které oddé&li t¥i ¢tvrtiny hodnot
(mensich & stejnych jako Q3) od &tvrtiny hodnot (vétSich &i

stejnych jako Q3) [quantile(x,probs=3/4)]
» prvni decil je &islo, které oddéli desetinu nejmensich hodnot

od ostatnich hodnot [quantile(x,probs=1/10)]
» percentil x, je &islo, které oddé&li 100p % nejmensich hodnot

od ostatnich hodnot [quantile(x,probs=p)]
» né&kolik percentili sou¢asné [quantile(x,probs=(0:4)/4)]
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miry polohy

vypolet percentilu x, (fakultativng)
jedna z nejéastéji uzivanych metod vypocltu percentilu, téz v R
» k danym n, p se najde celé &islo k spliiujici
;1 <p< ——
n—1"7 n—1
» tedy k=[14+(n—1)-p|
([ x| znamen3d celou &&st z x, zaokrouhli doli)
> provede se linedrni interpolace mezi x(x) a X(k41)
({x} znamen3 zlomkovou &3st x, o kolik p¥esahuje celé &islo)
g={1+(n-1)-p}=Q1+(n—-1)-p)—k
xp = (1= q) - X(k) + G X(kt1)
> napt. pro n =99, p = 0,25 bude
k=14+(99—-1)-0,25| = [25,5] =25, ¢=255—-25=0,5
Q1= X025 = (1-0,5) * X(25) T 0,5- X(26)
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miry polohy

krabicovy diagram

5 10 15 20

[boxplot(c(4,5,8,9,10,13,21),horizontal=TRUE,col=7,pch=16)]
znazoréna fada statistik pro data: 4, 5, 8, 9, 10, 13, 21
» medidn (X = 9) — pfitka obdéInika
> kvartily (Q1 = 6,5, Q3 = 11,5) — krat¥i strany obdélInika
» tykadla od kvartilu k minimu (maximu), pokud neni odlehlé
» odlehlé pozorovani — je ddl, nez 3/2- (Q3 — Q1) (=7,5)
od blizgiho kvartilu
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miry polohy

vlastnosti miry polohy

> pri¢teme-li ke kazdé hodnoté x stejnou konstantu a, musime
tutéZ konstantu a p¥iist k primé&ru (medianu, kvartilu, .. .)

» vyndsobime-li kazdou hodnotu x stejnou kladnou konstantou
b, musime pramé&r (medidn, kvartil, ...) vyndsobit totéz
konstantou b

» pro dobrou miru polohy u(X) plati:

u(b-X) = b- u(X) (b>0)

» dobrad mira polohy je citlivd vi&i posunuti (poznd zménu
drovn&) i vi&i zmé&n& méfitka (napf. prechod od g ke kg)
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miry variability

miry variability

» mira variability o(x) &iseln& charakterizuje jinou vlastnost,
nez miry polohy, proto na poloze nesmi zaviset

» ukazuje nakolik jsou zji$téné hodnoty nestejné, velikost jejich
kolisani, jejich variabilitu

» pro dobrou miru variability o(X) plati:

ola+ X) = o(X) rozdil proti mife polohy!!!
o(b-X)=b-o(X) b>0

> pFicteni konstanty a miru variability nezméni,
na vyndsobeni kladnou konstantou b reaguje
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miry variability

smérodatnd odchylka, rozptyl

1 n
» rozptyl (variance) |s2 = Z(x; —%)?
i=1

n—1

2= b2 [var(x)]
> napt. pro data: 4, 5, 8, 9, 10, 13, 21 dostaneme X = 10,

tedy

1 196

s2 = 7_71((4—10)2+(5—10)2+...+(21—10)2) =

» smérodatna odchylka
1 n
- _%)2
Se= | —7 ;(x, X) [sd(x)]
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miry variability

dalsi miry variability

> rozpéti R = Xmax — Xmin

» kvartilové rozpétl" Ro=Q— &1 ‘

» variatni koeficient (nespliiuje ani jeden poZadavek)
slouzi k porovnani variability p¥i rliznych Grovnich

S
VX:TX

X

» entropie (pro nominalni, pozadavky nemaji smysl, nezavisi na
oznaeni hodnot, jen na jejich relativnich etnostech)

m n; n;

H:—E “in<
‘ n n
Jj=1
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miry variability

pfiklad ICHS: vztah muzi ke koufeni

vztah ke kouteni
vzdél. | neku¥dk/byvaly st¥edni silny celk. H
zakl. 25 214 % | 14 120% 78 66,7 % 117 | 0,854
odb. 83 28,0 % | 24 81% | 189 639 % 296 | 0,847
St¥. 99 332% | 24 81% | 175 58,7 % 298 | 0,882
VS 115 48,3 % | 17 71% | 106 445 % 238 | 0,900

muZi se zakladnim vzdélanim:

H_—(25I 25 14I 14 78I 78>

D2 2 8 0 a0
117 "117 T 17 17 1y Mirp) T 080423

vétsi vyrovnanost = vé&tsi entropie
maximum pro n; = ny = n3 vyjde H = In(3) = 1,098612
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z-skéry

z-skory

» z-skéry (normovanid veli¢ina)

= X";*, i=1,2,...,n| [(xmean(x))/sd(x)]

» hodnoty z1,z,...,z, ,ztratily" informaci o poloze a
variabilitg, vZzdy platiz=0, s,=1

> pri¢teni konstanty ani nasobeni konstantou z-skéry nezméni

» hodnoceni vlastnosti nezavislych na poloze a variabilité

» pro data: 4, 5, 8, 9, 10, 13, 21 plati x = 10,s, = 5,715

» proto dostaneme

4-10 2110
= = —1,050,... =—=1,925
2= 5 715 e N S
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Sikmost, Spi¢atost
» Sikmost (primér 3. mocnin z-skéri)

R RN N B Rk
gl_";Z’_nZ<sx>‘ 5

i=1

[mean(((x-mean(x))/sd(x))"3)]
» Spicatost (primér 4. mocnin z-skérl zmengeny o 3)
g2:12":z4_3:12":(x,->‘<>4_3

i3 I iz ™
[mean(((x-mean(x))/sd(x))"4)-3]
> g1, 8> se pouzivaji k posouzeni normality
» pro data: 4, 5, 8, 9, 10, 13, 21 dostaneme

g1 =10,771 g = —0,770
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z-skéry

priklad: vék matky, ¢isla 1 az 99

vék matek: g = 0,741, g =0,220  &sla1az99: g =0, g = —1236

Q [e] M
o o o _|
| 0 -
- ' — =
'
o
—
T LO—I— B
- ' -
N J— NOO o -
T T T T T T T T
-2 0 1 2 20 25 30 35
i - 7 Oa—
'
2 : 2 ®
2 8 ©
2 g - v -
g 1 ! g 1 ~
'
o — — o —o o -
T T T T T T T T T T
-2 0o 1 2 0 20 60 100
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normalni diagram

normalni diagram

’

v

k ové&fovani ptedpokladu normalniho rozdéleni

» porovnava skute€nou variaéni ¥adu s idedlni variaéni ¥adou
normalniho (Gaussova) rozdéleni N(0, 1)

> v idedlnim p¥ipadé body témé&Ff na pFimce

» systematickd odchylka ukazuje na rozdéleni, které neni
normalni

» konvexni & konkdvni priib&h — nesymetrie (nenulova Sikmost)

» esovity priib&h — nenulova 3piatost

> [ggnorm(x)]
» ptimku vloZi [qqline(x)]
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dvojice znaki

zavislost dvojice znakd

» moZnost zkoumani zavislosti dvou znakd

A7

» zpisob zndzornéni (prokazovani) zavisi na méfitcich znaki

» kvantitativni — kvantitativni
rozptylovy (bodovy) diagram
korelace, regrese

» kvalitativni - kvalitativni
kontingené¢ni tabulka
chi-kvadrat test, Fisherliv exaktni test

» kvantitativni - kvalitativni

krabicovy diagram
t-test, ANOVA
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dvojice znaki

kvantitativni — kvantitativni

» pokud zdleZi na sméru zavislosti, pak vysvétlovanou (zavisle
proménnou) veli¢inu umistime na svislou osu y
» korelaéni koeficient: sila a smér vzajemné linearni zavislosti

s 1 - _
y = ; )-(ysy , kde s, = — 2 (xi—x)(vi —¥)

> s, — vybérova kovariance

[cor(x,y)] [cor.test(x,y)]
pomoci z-skérii (= nezdvislost na poloze a m&Fitku)

1 (Xi—>?> <y,-—)7>
Iy =
n—1 ; Sy Sy
> pro ry, > 0 s rostoucim x v priméru roste y

pro ry, < 0 s rostoucim x v priméru klesd y |-1<r,, <1

nezavislosti odpovidaji hodnoty ry, blizké nule
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dvojice znaki

kvantitativni — kvantitativni, p¥iklady

vlevo — z3vislost vahy v 24. tydnu na porodni védze s rozlisenim pohlavi (data: Kojeni)
vpravo — zavislost IQ na priimé&rné zndmce v 7. t¥idé (data: 193)

o _]
-

o
e hoch ° s 18 ° e hoch
e divka . ° e divka
o ...
o
—
(o]
o
2 S
o
> o
. -
§ o] Q -
> o
] o
< -
NS
>
~ o
(<)
8
[ ]
o — [ ®
[ ] o _|
T T T T T ~ T T T T T
2.0 25 3.0 35 4.0 1.0 1.5 2.0 25 3.0
porodni vaha znamky v 7. tfidé
r=0,429 r=—0,689
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dvojice znaki

priklad: koufeni u muzi

data: Ichs
B nekurak ] _
E byvaly k.
vzdélani | zdkl. odb. mat. VS | celk. § | O kurak
nekufak 14 55 55 73 197 g siiny k.

byvaly k. | 11 28 44 42| 125

kuFak 14 24 24 17| 79| 8-
silny k. 78 189 175 106 | 548
celkem 117 296 298 238 | 949
v grafu zndzornény absolutni &etnosti ”
(sdruZené, marginalni &etnosti)
[barplot(t,beside=TRUE)] ° - R

Z4KI. odb. mat. A
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dvojice znaki

kvalitativni — kvalitativni

» kontingencni tabulka
obsahuje pfehledn& zapsané tplné tdaje
» sdruZené Cetnosti jednotlivych kombinaci hodnot dvou znaki
> margindlni Cetnosti:
» Fadkové marginalni Cetnosti: soulty sdruZenych &etnosti
v jednotlivych ¥adcich (pro jednotlivé hodnoty ¥adkového
znaku)
> sloupcové marginalni Cetnosti: souéty sdruZenych &etnosti
v jednotlivych sloupcich (pro jednotlivé hodnoty sloupcového
znaku)

» [table(F,G)] nebo [xtabs(~ F + G)]
resp. [xtabs(~ F + G, data=DataFrame)]
kde F a G jsou v R faktory, DataFrame je databaze
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dvojice znaki

priklad: koufeni u muzi

podminéné relativni &etnosti

marginalni relativni &etnosti

vzd&lani zakl. odb. mat. VS celk.

nekurdk | 12,0 % 186 % 185% 30,7 % | 20,8 %

byvaly k. 9.4 % 95% 148% 176 % | 132 %
kutrak 12,0 % 8,1% 8,1 % 7.1% 8,3 %
silny k. | 66,7 % 639% 587 % 445% | 57,7 %
celkem 100 % 100 % 100 % 100 % | 100 %
° z4kl. odb. mat. v§ °

celk.

Zzklady biostatistiky

(MS710P09) ak. rok 2012/2013

2. prednaska
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dvojice znaki

relativni ¢etnosti v kontingencni tabulce

» Fadkova procenta (relativni ¢etnosti v daném ¥adku)
» podil jednotlivych hodnot sloupcového znaku pro danou
hodnotu ¥fadkového znaku
» podminéné rozdéleni hodnot sloupcového znaku pro danou
hodnotu ¥adkového znaku
» sloupcova procenta (relativni Eetnosti v daném sloupci)

» podil jednotlivych hodnot ¥adkového znaku pro danou hodnotu
sloupcového znaku

» podminéné rozdéleni hodnot ¥adkového znaku pro danou
hodnotu sloupcového znaku
» nezavislosti obou znakil odpovida situace, kdy jsou napt.

sloupcova procenta pro vSechny hodnoty sloupcového znaku
podobné; podobné pro ¥adkova procenta
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dvojice znaki

kvantitativni — kvalitativni
vaha v jednom roce podle pohlavi, data: Deti1633

>

vV vyYyywy

Ize chdpat jako zdvislost spojité veli¢iny na kvalitativni
srovnani soubor(i dat (spojitd veli¢ina)

krabicové diagramy resp. empirické distribu¢ni funkce
ptiklad: hmotnost chlapcii a divek v jednom roce
nezavislosti odpovidd podobné umisténi krabic resp.
empirickych distribuénich funkci

1.0 —

14 —

12 —

vaha

-

0.0 —

B oo}l{o 00 0
o
IS
|

divka hoch 8 10 12 14

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 2. predndska  26. Gnora 2013



dvojice znaki

priklad: zavislost vysky otce na vzdél tky

data: Kojeni

> porovndme vysky otcil ve skupindch podle vzd&lani matky

7

anl ma

> napravo zndzornime priméry a smérodatné odchylky

» intervaly kolem priim&ru mivaji i jinou interpretaci (jsou jiné)

195 —
190 — —_

'
'
185 — !
'

180 —

zakladni

Z3klady biostatistiky

maturita

(MS710P09) ak. rok 2012/2013
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Ndhodné jevy

» nahodny pokus vysledek pfedem neurdity

» predpoklada se stabilita relativnich ¢etnosti moznych
vysledkd, kterd s nezavislymi opakovanimi pokusu roste

» nahodny jev tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu
(podmnoZina mnoziny Q)

> jisty jev Q nastdva vidy

» nemozny jev () nenastdva nikdy

» podjev: B C D znamend B = D

» jev opaény: D < neplati D

» pranik jevii BN D nastaly oba jevy

» sjednoceni jevii D U B nastal aspoii jeden

» neslugitelné jevy BN D =)
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nahodné jevy

znazornéni pomoci Vennova diagramu
cely obdélnik — jev jisty

B c D= P(B)<P(D) P(B) =1—P(B)

Q Q

velikost plochy odpovida pravdépodobnosti
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pravd&podobnost

BND=0= obecn& plati
P(BUD) =P(B)+ P(D) P(BUD)=P(B)+P(D)—-P(BND)

Q Q

velikost plochy odpovidd pravdépodobnosti
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pravd&podobnost

pravdépodobnost

» objektivni &iselné vyjad¥eni ,,nadé&je”, Ze nastane jev B
» modelovy protéjsek relativni &etnosti

» pravdépodobnost (pst) by mé&la mit stejné vlastnosti jako
relativni Eetnost:

» | 0<P(B)<1

> [P() =1,P(0) = 0]

> |[BND=0=P(BUD)="P(B)+P(D)|
(stitani pravdépodobnosti)

> [P(BUD) =P(B)+P(D)—P(BND)|

> |[Bc D= P(B)<P(D)]

» |P(B)=1—-P(B)
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klasickd definice

klasicka definice pravdépodobnosti

» klasicka definice psti
» m stejné pravdépodobnych elementarnich jevi wy,...,wn
> jsou nesluditelné, sjednoceni vSech je jisty jev
» mpg elementarnich jevi pt¥iznivych jevu B
(tj. takovych wj, Ze w; € B, je pravé mg)

» priklad
» hdzi se dv€ma kostkami (modr3, zelend)
» B — soutet aspoii 10

6

pFiznivé moznosti: (6,4), (6,5), (6,6), (5,5), (5,6), (4,6)
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klasickd definice

/7 N~/

kombinaéni &islo

n n! n(n—1)---(n—k+1
> (3) = k!(nlk)! - k(i_(l)...ﬁ )

> kolika zplsoby lze z n rozliditelnych objektl vybrat n&jakych k
objektli bez ohledu na poradi

» kolika zplisoby Ize z 5 studentl vybrat trojici na pfezkou$eni?
5 5.-4.3.2.1 5.-4.3 5.4
3 (3-2-1)-(2-1) 3-2-1 2-1

v Citateli je poet moZnosti, kolika zplisoby Ize postupn&

(s ohledem na potadil) uspo¥adat viech 5 studenti

ve jmenovateli je souin dvou Ciniteld

prvni udava kolikrat Ize usporadat t¥i vybrané studenty

druhy uddava kolikrat Ize uspofadat dva nevybrané studenty
kazda trojice vybranych studentli se kombinuje s kaZzdou dvojici
studentl nevybranych

v

vV vy vy
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Poditani ryb v rybniku
(m=20),a=7,n=5Y=1=m=n-a/Y =35
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klasickd definice

hypergeometrické rozdéleni

ptiklad na klasickou pravdépodobnost

» v rybniku je m ryb (zpravidla nezndmy pocet)
a ryb vylovime, oznadime a vypustime zpét
> po né&jaké dobé vylovime n ryb, z nich Y je oznaéenych
> Cislo Y pfedem nezname, je to nahodna veli¢ina
> s jakou pravdépodobnosti je Y = k?
> celkem (':) moznych n-tic vylovenych ryb
> k oznaenych lze vybrat (]) zpiisoby

> n— k neoznalenych Ize vybrat (7~7) zpiisoby

_ @GS
M

max(0,n+a—m) < k < min(a, n)

» napt. odhad nezndmého m: i = Lya (nebot Y/n = a/m)
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klasickd definice

priklad ponozky

V noci vzbudili Kubu, Ze m4d jit hlidat tdbor. Po tmé& z pytliku
vytahl dvé ponoZzky, aniz ové¥il jejich barvu. Plvodn& tam byly t¥i
pary ponoZek ze stejného materidlu: zelené, modré, Sedivé.
Nahodné jevy a veliciny:

> A obé ponoZky jsou stejné barvy

» B aspoii jedna obutd ponoZzka je zelena

v

C aspofi jedna obutd ponozka je modra

> D na pravé noze je zelend ponozka

v

X pocet obutych Sedivych ponoZek

v

Y polet obutych modrych ponozek
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priklad ponoZzky — vypodlet pravdépodobnosti jevi

oznaceni (z,m) znamend barvu postupné& na levé a na pravé noze
moznosti vytahnou dvojici ponozek: m =6-5 = 30
moZznosti vytahnout dvé zelené: m,, =2-1=2
moZznosti vytdhnout zelenou a modrou: m;m =2-2=4

wj P(w;) A B C D BnC BucC Y X
(z.z) 1/15 o o ° o 0 0
(z,m) 2/15 . ° . ° 1 0
(%) 2/15 ° ° 0 1
(m,z) 2/15 ° ° ° ° 1 0
(m,m) 1/15 . . 2 0
(mg)  2/15 e 1 1
(3,2) 2/15 . . . 0 1
(3,m) 2/15 ° ° 1 1
(55  1/15 e 0 2

pravd&podobnost  3/15 9/15 9/15 5/15 4/15  14/15

9 9 4 14
P(B)+P(C)—P(BNC)= 1—5+1—5—1—5 == =P(BUC)

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 2. predndska  26. Gnora 2013



podmin&nd pst

podminénd pravdépodobnost

Venniv diagram: kdyZ vime, Ze nastalo A (je to jisté, pst A za podminky A je rovna 1),
pak podminéna pst jevu B za podminky A bude rovna
relativni velikosti B N A vzhledem k velikosti A

P(AN B)
P(A)

P(BIA) =
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podmin&nd pst

pfiklad ponozky: s jakou psti se Kuba obul rozumné?

» bez dal3i informace: P(A) = % = %

» spolubydlici ve stanu Ales se v noci vzbudil a v pytliku vidél
par zelenych ponozek

P(AB) — P(ANB) 2/15 1
(AIB) = P(B) 6/15 3

>é:P(A)

» v pytliku chybé&la aspofi jedna modrad nebo asporii jedna zelend

_ P(An(BuUC)) 2/15 1 1
PABUO) = —5E0e) ~ 1 75

P(A)

> na pravé noze ma Kuba zelenou

_P(AnD) 1/15 1 1
P(AID) = P(D) 5/15 5 5 =P
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nezdvislost

nezavislost nahodnych jevi

informace, Ze na pravé noze je zelend ponozka (jev D) neovlivnila
pravd&podobnost jevu A (stejnd barva ponozek)
jevy A a D jsou nezavislé

P(AN D)

= P(A)

a tedy po odstranéni zlomku v druhé rovnosti

[P(AND) = P(A)-P(D)|

definuje nezdvislost ndhodnych jevii A a D
(informace o vyskytu D neovlivnila pravdépodobnost jevu A)
vlastnost symetrickd, nezavisi na poradf
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nezdvislost

vlastnosti podminéné pravdépodobnost

» pravdépodobnost jevu D za podminky jevu C

__mpnc _ mpnc/m  P(DNC)
P(DIC) = mc  mc/m  P(C)

» pravdépodobnost priniku jevi D, C obecné

P(DN C)=P(D|C)P(C)
P(CnD)=P(C|D)P(D)

» ale DN C =DnC, proto P(CND)=P(DNC)

» odtud shoda pravych stran P(D|C)P(C) =P(C|D)P(D)
P(C|D)P(D

» vyd&l P(C) = Bayesiiv vzorec: P(D|C) = (qP()Q()
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vzorec pro uplnou pst, Bayesiiv vzorec

potitdme P(H:|C), nap¥. C — sprdvna odpovéd, H; — spravni zndmka j

P(Hy) = 0,231
Hy i P(H,) = 0,375
N5 P(Hs) = 0,219
C P(Hs) = 0,175
P(C|Hy) = 0,589
P(C|Ho) = 0,362 (prot je P(C|Ho) < P(C|H1)?)
P(CN H) =P(ClH1) P(H1), P(CN Hz) = P(C|H:) P(Hz)
P(C) = P(C N Hy) + P(C N Hy) = 0,136 + 0,136 = 0,272
P(H1 N C) = P(H1|C) P(C)
P(Hy|C) = P(HiNC) _ P(C|H1) P(H) 1
P(C) P(C|H1) P(H1) + P(C|H2) P(H2) 2
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obecny vzorec pro uplnou pravdépodobnost
(totéz, ale obecng))
> Hi,..., Hg neslutitelné (tj. Hi N H;j =0 pro i # j)
» sjednoceni Hy, ..., Hy da jev jisty (tj. H1U... U Hx = Q)
z definice podmin&né psti plyne P(C N H;) = P(C|H;) - P(H;)

P(C)=P(CNQ)=P(CN(HiUH2U...UHy))
=P{(CNH)U(CNH)U (C N Hk)) (neslutitelné jevy)
P(CmH1)+P(CmH2) .+P(CmHk)
= P(C|H1) P(H1) + P(C|H2) P(H2) + ... + P(C|Hk) P(Hx)

k
tedy obecn& Z P(C|H;)P
j=1

P(C) je vazenym pramérem podminénych psti P(C|H;)
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Bayesliv vzorec

stejné predpoklady: H; nesluditelné, sjednoceni vSech jisty jev

P(H; N C)
P(C) ~

odtud je pro libovolné zvolené |

P(C N H;)

P(CIH;) =

P(H; N C) = P(C N H;) = P(C|H;) P(H;)

proto pro kazdé i, i =1,..., k plati

i~ P(HiNC) P(CIH;)P(H;)  P(C|H;)P(H;)
P ="00) T T RO T S, P(CIH) P(H)

Hi, ..., Hx —hypotézy, P(H1|C),...,P(Hk|C) — aposteriorni psti
P(H1),...,P(Hxk) — apriorni psti (nutn& P(Hy) + ...+ P(Hx) =1)
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priklad: zkouSeni

H; — student si zaslouZi znamku j, ulitel studenta (tedy j) nezna
C — student spravné odpovi na poloZenou otazku

P(H;) — apriorni pfedstava ulitele o nezndmém studentovi
P(C|H;) - obtiZnost otdzky, voli ulitel

H; | P(H;) | P(CIH;) | P(CIH;)P(H;) | P(H;[C) | P(H;|G) | P(H;|G)

1 0,20 1,00 0,2000 0,2694 0,3451 0,4230

2 0,35 0,80 0,2800 0,3771 0,3865 0,3790

3 0,25 0,65 0,1625 0,2189 0,1822 0,1452

4 | 0,20 0,50 0,1000 0,1347 | 0,0863 | 0,0529

)N 1,00 0,7425 1,0000 1,0000 1,0000
P(C) = 0,7425

podobné C,, (3 spravné odpovédi na dalsi stejné obtizné otazky,
kdyZ pouzijeme ptfedchozi aposteriorni psti jako apriorni
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senzitivita, specificita, prevalence

» D — subjekt je nemocen, prevalence — podil nemocnych v
populaci P(D), zvolme P(D) = 0,001
> nemoc je skrytd, vyhleddvdme ji pomoci testu s vlastnostmi:
» P(T|D) — pravdépodobnost pozitivniho vysledku u nemocného
(senzitivita, pokud mozno velka, zvolme P(T|D) = 0,98,
na test pozitivné reaguje 98 % nemocnych)
» P(T|D) - pravdépodobnost negativniho vysledku u zdravého
(specificita, pokud mo¥no velkd, zvolme P(T|D) = 0,99,
na test pozitivné reaguje jen
P(T|D) =1—P(T|D) =1 % zdravych)
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senzitivita, specificita, prevalence
> jaka je pst, Ze pozitivné reagujici je opravdu nemocny?
P(T|D)P(D)
(T|D)P(D) +P(T|D)P(D)
B 0,98 - 0,001
~0,98-0,001 + 0,01 - 0,999

P(DIT) = 5

= 0,089

> jaka je pst, Ze jde o zdravého &lovéka v pFipadé, Ze test byl

negativni?
~ P(T|D)P(D) + P(T|D)P(D)
0,99 - 0,999

= 0.00-0,090 0,020,001 _ 009%

» porovnej s apriornimi pstmi: 0,001 resp. 0,999
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nah. vel.

nahodna veli¢ina

> Ciselné vyjadreny vysledek ndhodného pokusu
> predem nevime, ktery vysledek vyjde, zndme jen
» mozné hodnoty
> jejich pravdépodobnosti
> kaZdému elementdrnimu jevu pt¥itadime redlné &islo
> diskrétni rozdéleni ndhodné veli¢iny X
» model pro potty p¥ipadid (etnosti)
» mozné hodnoty x{', x5, ...
» psti hodnot P(X = x{'), P(X = x3), ... (pstni funkce)
> spojité rozdéleni ndhodné veli¢iny X
» model pro spojitou velitiny (délka, vdha, koncentrace ...)
» obor (mnoZina) moZnych hodnot X
» hustota f(x)
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priklad: ponozky

X a Y maji stejné rozdéleni
ndhodna veli¢ina Y — polet modrych ponoZek
rozd&leni Y ddno hodnotami y;* a pstmi téchto hodnot P(Y = y;)
ndhodna veli¢ina X — polet Sedivych ponoZek

rozd&leni X ddno hodnotami x a pstmi téchto hodnot P(X = x[)

Wi P(w,-) Y | X _ - _
: P(X = x;
(zz) | 1/15 | 0] 0 J | X (X =x)
(zm) | 2/15 | 1] 0 1] 0]2/15+4/15=6/15
(2 § | 2/15 | 0] 1 2| 1|0/15+8/15=8/15
(m2) | 2/15 | 1] 0 3| 2|1/15+0/15=1/15
(mm) | 1/15 | 2| 0 — _
(mg) | 2/15 | 1] 1 J Y P(Y =)
(3z2) | 2/15 | 0] 1 1| 0]2/15+4/15=6/15
((m) | 2/15 | 1] 1 2| 1|0/15+8/15=8/15
(3 | 1/15 | 0] 2 3] 2|1/15+0/15=1/15

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 3. predndska 5. bfezna 2013



distribuéni funkce

prot&jsek empirické distribu¢ni funkce (str. 19),

> pst, Ze X neprekrodi x ‘Fx(X) =P(X < x)‘

» diskrétni rozdglenf: F(x) =Y P(X=k)

k<x
> spojité rozdlent: F(x) = [*__ F(t)dt, kde £(x) = 95
» vlastnosti distribu¢ni funkce
0<F(x)<1
neklesajici: x1 < xp = F(x1) < F(x)

[P(a < X <) = F(x) — F(x)]

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 3. predndska 5. bfezna 2013



priklad diskrétniho rozdé&leni

rozdéleni po&tu modrych ponoZek Y

_j —yj* P(Y :.yj*) Fy()/-]*) :i o
1] 0 6/15 | 6/15=0,400 R —
20 1 8/15 | 14/15=0,933 « |
3] 2 1/15 | 15/15=1,000 °
27(4? T T T
1 0 1 2 3
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hustota spojitého rozdéleni

» necht f(x) je hustota ndhodné veli¢iny X

> hustota je nezdpornd, plocha pod celou hustotou je rovna
jedné
o0
f(x) >0, / f(x)dx =1
—00
» plocha pod hustotou nad intervalem xi, x> je rovna
pravdépodobnosti, Ze X je mezi x1, xo

y P(x1 < X < x) Y, Pl < X < xp + 8)

y =) Plx1 < X < x39) y =)

x X1x1 + 6 X2 xp + 6 x
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geometricky vyznam hustoty
P(x1 < X, X <= x) = P(x1 < X <= x2), vpravo stru¢ng&jsi, pouzivany zapis

odtud  [P(x1 < X < x) = F(x0) — F(a) | = [22 fx(x) dx
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p-kvantil x,

> Xp je hodnota, pod kterou je 100p procent pravd€podobnosti

P(X <x)=p

» populaéni protéjsek percentilu
> nap¥. [qnorm(0.975)] dd 1,959964 = 1,96

= f(x)
~ y y
y = F(x)

Rl
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kriticka hodnota x(a)

kritickd hodnota x(«) je pfekrotena s psti «

‘P(X > x(a)) = a‘

nap¥. [qnorm(1-0.025)] d4 1,959964 = 1,96
= f(x)
1 y Y
11—« Yy = F(X)
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stfedni hodnota

pokratujeme v idealizovanych predstavach

» mira polohy, populaéni primér, o¢ekdvand hodnota

metoda vypoc&tu se znaéi EX

vypoltend hodnota se znadi u nebo lplnéji ux
vaZzeny primér moznych hodnot

idedIni prot&jsek vybérového priméru

vV v v vY

diskrétni rozdé&leni: vahami jsou pravdépodobnosti

J

> spojité rozdéleni: misto vah je hustota fx(x)

ux =EX :/ x fx(x)dx
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_podminénd pst_nezdvislost Bayes ndh vel_distr_fce kvantily it_hodn_stf. hodn. ozptyl

priklad ponozky

X — polet modrych ponoZek

J [ [P =) [ PX =)
1 0 6/15 0
2 1 8/15 8/15
3 2 1/15 2/15
soulet 15/15 10/15
6 8 1 10 2
R T T A T
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(popula&ni) rozptyl o2, (populaéni) sm&rodatnd odchylka

mira variability, populaéni rozptyl, popul. smér. odchylka
udava velikost kolisani (variabilitu) kolem stfedni hodnoty
metoda vypocltu se znadi var X

vypoltend hodnota o2, lipln&ji 0')2<

vV V. v v Y

Ize vyjad¥it pomoci stfedni hodnoty
0% =varX = E(X — jix)? = E(X?) — (x)?

> UX idedIni protéjsek vybérového rozptylu
> ox — idedlni protéjsek vyb&rové smérodatné odchylky
> diskrétm’ rozdélem’

> spojité rozdéleni ox = 70 (x — ux)*fx(x)dx
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__podminens pet_nezivislost Bayes nih vel distr_fee kvantily kit hodn st bhodn_romtyl
priklad ponozky

X — potet Sedivych ponozek, ux =2/3

J [ [ POC=06) [ o — x| O —1x)” | (o —x) PX = )

110 6/15 | —2/3 4/9 247135

2 | 1 8/15 1/3 1/9 8/135

3|2 1/15 4/3 16/9 16/135

D 15/15 77 48/135=16/45
ok = Z(Xf — 1x)*pj

j
= (0-2/3)?-6/15+ (1 —2/3)?-8/15
+(2—-2/3)?-1/15 = 16/45 = 0,356

ox = /16/45 = 0,596
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sdruzené rozdéleni

» abychom mohli popsat zavislost ndhodnych veli¢in, zajimdme
se o spole¢né chovani dvojice (trojice,...) ndhodnych veli¢in,
tedy chovéani nahodného vektoru

» priklad ponozky

» X — polet Sedivych ponozek
> Y — polet modrych
» Z — pocet jinych neZ Sedivych ponozek
» zajima nas rozdéleni ndhodného vektoru (X, Y)

» pro¢ nemd smysl| vysetfovat vektor (X, Z)?

v

(protoze Z je urteno X jednoznatné: Z =2 — X)
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_kovariance popul. charakteristiky diskrétni rozdelent binomické Poisson _normaini rozdlent
priklad ponozky

X Sedivych ponoZek, Y polet modrych ponoZek

sdruZené pravdépodobnosti, margindlni pravdépodobnosti,
pravdépodobnosti Y pfi daném X = x

. ) yj*
(w’ ) F;(/of'g,) E )é i | 0 1 2 | celkem
z,z
(zm) | 2/15 | 1| 0 0 |1/15 4/15 1/15| 6/15
(28 | 2/15 | 0] 1 1 |4/15 4/15 0/15 | 8/15
(m'z) 215 | 1] 0 2 |1/15 0/15 0/15 | 1/15
(m,m) 1/15 | 2] 0 6/15 8/15 1/15| 15/15
(mg¥ | 2/15 | 1] 1 . Y
(3z) [ 2/15] 0] 1 xi 1 0 1 2 | celkem
&m) | 2/15 | 1| 1 (; i
£¥) [ 1/15 | 0] 2
(3% |1/ ; :
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_kovariance popul. charakteristiky diskrétni rozdelent binomické Poisson _normaini rozdlent
sdruzené, margindlni a

sdruZené rozdéleni — popisuje spole¢né chovani X, Y

P(X =x7,Y =y/)|resp. | fx,y(x,y)

marginalni rozdéleni: chovani jedné bez ohledu na hodnotu druhé

:ZP(X:X,-*, Y=y) W

=)= SR ) %

: chovani Y pfi dané hodnoté X

P(X=xY = yj*)
PX =)

P(Y:yj*|X =x) =
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kovariance

kovariance
prot&jsek s, (str. 37),

kovariance vyjadfuje vzdjemnou zavislost ndhodnych veli¢in:

ox,y = E(X = ux)(Y — py)

UXY—ZZ —ux)(yj —py)P(X =X, Y = y)

oznateni metody vypottu: cov(X, Y

z¥ejmé pIatf‘cov(X,X) =varX ‘ tj. |oxx = 0%
ndhodné veli¢iny jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz plati

(ze znalosti hodnoty jedné veli¢iny nic nevime o druhé)

jsou-li X, Y — nezavislé = (nikoliv obracena implikace)
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popul. charakteristiky

shrnuti vlastnosti populagniho priméru a rozptylu

srovnej s pozadavky na miry polohy a miry variability

Patx = Q+ px, psx = B px,
2 2 2 2 2
Oat+X = O0X> 0gx = B° ok,
TatX = OX, opx = |B|-ox,

pro soucet ndhodnych veli¢in X 4 Y dale plati

MX+Y = Bx + By

Okiy = 0x + 0% + 20xy obecng

ox,y =0 pro nezavislé X, Y

0')2<+y = a§< + O'%/ pro nezdvislé X, Y
ILX,0X, - .. jsou konstanty, vyjad¥fuji (charakterizuji) polohu,

variabilitu ... ndhodné veli¢iny X
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popul. charakteristiky

ukazka dukazu

Hat+pX = E(a + BX)
= (a+Bx)P(X = x7)

=Y aP(X =x7)+ > Bx'P(X =x)
=a) P(X=x)+B8Y x'P(X=x)

=a+B-EX=a+ 8" pux
normovani ndhodné veli¢iny X (popula&ni obdoba z-skérii)

_ X~ px
ox
= ,uz:0, oz =1

Z (bezrozmé&rnél!)
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popul. charakteristiky

charakteristiky zaloZené na normované verzi

charakteristiky X nezavislé na ux a ox, protéjsky popisnych statistik
» (populagni) korelaéni koeficient

X—px Y—py\ _ oxy
ox = oy oX0y

pPXy = Cov <

> (populagni) Sikmost ndhodné velit¢iny X

v =E X = px 3:7E(X—,ux)3
ox 0'?(

» (popula¢ni) $pitatost nihodné velitiny X (n&kdy bez —3)

X — 4 E(X — ux)*
vy = <MX> g EX—mx)t g
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popul. charakteristiky

priklad ponozky

}/j*
X/ 0 1 2 celkem
0 |1/15 4/15 1/15| 6/15
1 |4/15 4/15 0/15| 8/15
2 |1/15 0/15 0/15 | 1/15
6/15 8/15 1/15 | 15/15

px =py =2/3  ox =02 =48/135 = 16/45
oxy =(0—2/3)-(0—2/3)-1/15+ (0 —2/3) - (1 — 2/3
+(0—-2/3)-(2—2/3)-1/15+ (1 —2/3) - (0—2/3
+(1-2/3)-(1—2/3)-4/15+(1—-2/3)-(2—2/3
).
).

~—

-4/15
-4/15
.0/15
.0/15

~—~~

—~ ~
~— — —

+(2-2/3)-(0—2/3)-1/15+ (2—2/3) - (1 — 2/3
+(2-2/3)-(2—2/3)-0/15 = —24/135 = —0,177

X, Y jsou zavislé, nebot napt.
6/15-8/15 = 0,213 < 4/15 = 0,267, pxy =—1/2
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diskrétni rozdéleni

alternativni rozdéleni

nula-jedni¢kové, Bernoulliovo

» X — pocet zdara v jednom pokusu

» pravdépodobnost zdaru 7, 0 < w < 1

» 7 je jediny parametr

» pouze dv& mozné hodnoty: 1 (nastal zdar), 0 (nezdar)

» P(X=1)=m, PX=0)=1-n

» X ~ alt(n)

» ux =EX=1-74+0-(1—-m) =7
»ox=varX=(1-7)27+0-7)2 (1-7m)=n(l—m)
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binomické

binomické rozdéleni

» n nezavislych pokus(, v nichZ rozliSujeme pouze zdar a nezdar
» P(zdar) =7, (0 <7 <1)
> Y je pocet zdari v téchto pokusech

» mozné hodnoty: 0, 1, ...,n

> |P(Y = k) = <:>7rk(1—7r)"k, k=0,1,....n

[dbinom(k,n,prob)]
> Y ~ bi(n, )
> napf. ze 7 vajitek se vylihne Y slepitek, Y ~ bi(7,1/2)
> napt. pti 60 hodech kostkou padlo Y Sestek, Y ~ bi(60,1/6)

» predem nevime, kolik bude slepitek (3estek), ale
v dlouhodobém priiméru je relativni €etnost blizkad 1/2 (1/6)

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 4. prednddka  12. bfezna 2013



binomické

binomické rozdé&leni pomoci alternativniho rpzdéleni

v

Y ~ bi(n, )
Y je celkovy pocet zdar(i v n pokusech, tedy

Y=X1+Xo4 ...+ X, =271 X,
kde X; je polet zdarii v i-tém pokusu

z vlastnosti stfedni hodnoty (otekdvany pocet zdarii)

,uy:EY:Ezn:X,':zn:EXi:zn:ﬂ':nﬂ'
i=1 i=1

i=1

v

v

v

> protoZe jsou pokusy nezavislé

oy :varzn:X,- = zn:varX,- = anw(l —7)=nm(l—m)
i=1

i=1 i=1
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binomické

priklad: ku¥aci

» mezi dvacetiletymi muZi je (Yfekn&me) 35 % ku¥akd (7 = 0,35)
» je-li dvacetiletych 70 tisic (m = 70 000), pak je kutaki asi
mm = 70 000 - 0,35 = 24 500, ale nevime, ktefi to jsou

vyberme ndhodné& n = 60 dvacetiletych muZl, ozna¢me jako
Y potet kufdkd mezi nimi, je tedy Y ~ bi(60,0,35)

stfedni hodnota (oekdvany polet), rozptyl

v

v

py =60-0,35=21 0% =60-0,35-0,65 = 13,65 = (3,7)>
Y

v

ukazky pravdépodobnosti moznych hodnot
k 15 17 19 21 23 25
P(Y =k) | 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059

psti po&itany pomoci [dbinom(0:60,60,0.35)]

v
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Poisson

Poissonovo rozdéleni

v

X ~ Po(X) (A>0)
» zakon vzacnych (Fidkych) jevi
> kolikrat nastal jev b&éhem jednotkového Casového intervalu,
na jednotkové plose, v jednotkovém objemu ...

> predpoklada se, Ze polet vyskytl jevu v jednom intervalu
nezavisi na poltu vyskytu jevu v jiném intervalu

My
» [P(X=k)= e
> ux = )\, O')2< = )\

k=0,1,...

> pFi nestejnych intervalech, objemech ... je parametr imérny
velikosti intervalu ... (nap¥. At u &asového intervalu délky t)

» pro velké n a malé 7 Ize rozdéleni bi(n, 7) aproximovat
pomoci rozdéleni Po(n)

> napt. poclet kolonii na Petriho misce
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priklad

souvislost binomického a Poissonova rozdéleni

s jakou psti udéld 5 z 55 stejné& ptipravenych studenti zkousku na
vybornou, je-li pst jedni¢ky 0,087
» binomické rozdéleni Y ~ bi(55,0,08) [dbinom(5,55,0.08)]

55
P(Y =5)= <5 > .0,08% 0,925 = 0,176

» aproximace Poissonovym rozdé&lenim (pouZij A = nw = 4,4)
Y ~ Po(55-0,08) = Po(4,4) [dpois(5, 4.4)]

440
~ 5l

e~ =0.,169
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normalni rozdé&len{

norméIn{ (Gaussovo) rozd&leni N (i, 0?)

2 2
> I’LX:M’UX:U

> spojité rozdé&leni, symetrické okolo stfedni hodnoty p
» maximdlni hodnota hustoty p¥iblizng 0,4 /0
» N(0,1) (normované normalni rozdé&leni):
o(x) = \/%e_xz/z (hustota),
®(x) = [*__ @(t)dt (distr. fce)
> X ~ N(p,0?), pak Z = X4 ~ N(0,1)

P(a<X<b):¢<b—u>_¢(a_#>

g (o2

» model vzniku: soucet velkého poltu nepatrnych pfispévki

> velmi ¢asto modeluje znaky v pomérovém mé¥itku
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hustota N (,u, 02)

[dnorm(x,mu,sigma)]

13,59 % 13,59 %

u— 30 n— 20 n—o I3 pn+o p+ 20 p+ 30
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normalni rozdé&len{

norméIn{ (Gaussovo) rozd&leni N (i, 0?)

vyznam parametri

@ |
S — N, 1)
— N(, 1)
N(0, 0,25)
© | N(-1, 0,25)
P N(0, 4)
x I
N
N
o
S { ===
I I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3
X
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normalni rozdé&len{

vypoclet pravdépodobnosti, Ze a < X < b
pouzije distribu¢ni funkci N(0, 1)

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) plati obecn& pro spoj. rozdgl.

X ~N(p, 02) :2:¥~ (0,1)

R S R S RIS

o g g g

P(a<X<b)_¢<b;u>_¢<a;M>

[pnorm((b-mu)/sigma)-pnorm((a-mu)/sigma)]

v programu R je distribuéni funkce N (1, 0%) s obecnymi parametry:

[pnorm(b,mu,sigma)-pnorm(a,mu,sigma)]
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priklad

> u jakého dilu populace desetiletych hochi namé¥fime vysku
od 135 do 140 cm, kdyZ pro vysku desetiletych plati
X ~ N(136,1,6,42)

» predpokladdme zaokrouhlovani na celd &isla p¥i méFeni, takze
hodnoty od 135 cm do 140 cm naméfime, kdyZ mé&rené vysky
budou od 134,5 cm do 140,5 cm:

P(134,5 < X < 140,5) = ® (“05—1361> P (1345—1361>

6,4 6,4
= 0,754 — 0,401 = 0,353

[pnorm((140.5-136.1)/6.4)-pnorm((134.5-136.1)/6.4)]

» pomoci distribuéni fce s obecnymi parametry
[pnorm(140.5,136.1,6.4)-pnorm(134.5,136.1,6.4)]
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normalni rozdé&len{

kritické hodnoty normalniho a Studentova t-rozdéleni

» normalni rozdéleni N(0,1) [qnorm(1-alpha)]
Z~N(0,1): P(Z>z(a)) =«

ze symetrie plati P(|Z| > z(a/2)) = «

» Studentovo t-rozdéleni s k stupni volnosti t,
(podobné normdlnimu, protoZe misto o pouZiva jeho odhad,
m3 v&tsi rozptyl)

T~t: P(OT|> tk(a)) =«

> jsou to spide kritické hodnoty | T]| [qt(1-alpha/2,k)]
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nékteré kritické hodnoty

o 0,50 [ 0,25 [ 0,10 | 0,05 [ 0,01
z(a/2) | 0,674 | 1,150 | 1,645 | 1,960 | 2,576
tioo() | 0,677 | 1,157 | 1,660 | 1,984 | 2,626
too(e) | 0,687 | 1,185 | 1,725 | 2,086 | 2,845

ts(o) | 0,727 | 1,301 | 2,015 | 2,571 | 4,032

v

T ~ tx ma jediny parametr k (poZet stupfiti volnosti)

> s rostoucim k se chovani blizi normalnimu rozd&leni N(0, 1)
pro Z ~ N(0,1) je 95 % hodnot v intervalu (—1,960; 1,960)
» pro T ~t5 je 95 % hodnot v intervalu (—2,571;2,571)

» pro T ~ tpo je 95 % hodnot v intervalu (—2,086;2,086)

» pro T ~ tio0 je 95 % hodnot v intervalu (—1,984; 1,984)

v
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normalni rozdé&len{

aproximace binomického rozdéleni normdlnim

se stejnou stfedni hodnotou a stejnym rozptylem

rozdéleni bi(n, 7) Ize aproximovat pomoci N(nm, nm(1 — m))

—e—  bi(60,1/6)
—A— bi(60,3/6)
——  bi(60,4/6)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14

60
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normalni rozdé&len{

dalsi rozdéleni souvisejici s normalnim

v

V' ma rozdéleni (musi byt P(V > 0) =1 1)

logaritmicko-normalni, plati-li|In V ~ N(u,a2)

v

Fisherovo F-rozdéleni F ., [af(1-alpha,k,m)]

F~ Fk,m : P(F > Fk7m(a)) =«

v

rozdéleni chi-kvadrat x37 [qchisq(1-alpha,k)]
X2~ 20 P(X?>xi(a) =«

> specialné plati:
> x2(0,05) = 3,841 = 1,9602
> Xi(a) = z(a/2)?
> Fim(a) = (tm(a))?
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st¥edni chyba priméru

priklad: v&k matek (motiva&ni p¥iklad)

nepfehlédnéte slova populace, populaéni

v

velkd populace dé&ti (a tedy jejich matek, témé&F 11 tisic)

> na rozdil od bé&Zné praxe zname populaéni pramér p

» nahodn& vybrano 1000 matek (vlastn& prim&ry vyb&ri rozsahu
n = 1), nakreslen histogram

> 1000 krat ndhodné vybrano vzdy n = 10 matek, vzdy spod&itan
vybérovy priimér, nakreslen histogram vybérovych priiméri

» 1000 krat ndhodné vybrano vzdy n = 100 matek, vzdy
spoditan vyb. priimé&r, nakreslen histogram vyb. primé&ri

> podle teorie by kaZdy dalsi rozptyl ze 1000 vyb. priméri mél
byt desetkrat mensi nez ten zaloZeny na desetkrat mensim n

» skute&né rozptyly (odhady z 1000 realizaci): 23,5; 2,20; 0,21
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st¥edni chyba priméru

ptiklad: v&k matek (umé&la situace)
populace - 10 916 matek, opakované vybéry rozsahu n = 1,10, 100
je patrnad variabilita klesajici s rostoucim n

opulace n=1
2000 pop
21500 > 150
c c
S 1000 $ 100
o o
o L
L 500 L 50
0 0
I T T T T T 1 I T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
n=10 n=100
250 150
> 200 >
2 2
S 150 S 100
S 100 s
() ()
T 50 T 50
0 I T T T T T 1 0 I T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
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st¥edni chyba priméru

priklad: vék matek

primérny vék matek v opakovanych vybérech, polet opakovdni B = 1000
(20. bfezna 2012 n&které hodnoty opraveny)

rozsah primér | smér. odch. rozptyl rozptyl
vybéru priméri praméri praméri praméri
n teoreticky
1 25,42 4,625 21,388 24,428
10 25,35 1,544 2,385 2,443
100 25,39 0,480 0,231 0,244
1000 25,40 0,150 0,022 0,024

populace | 1 =2540 | o =4,932 | 0% =24,428
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st¥edni chyba priméru

primér z ndhodného vybéru

nemusi jit o normalni rozdélenil!

> Xi,...,X, nezavislé, maji stejné rozdéleni nahodny vybér
x; = EXj = p (stejna stfedni hodnota) popula&ni primér
ai_ =varX; = o? (stejny rozptyl) popula¢ni rozptyl

» X = ZX = X1 +Xo4+...+ Xp) vyb&rovy priim&r

> vyb&rovy prim&r X je opét nahodnd veli¢ina

> je nestrannym odhadem

» nestrannym odhadem popula&niho primé&ru (st¥edni hodnoty)

» kdyZ pofizujeme vybéry opakovang, priméry kolisaji kolem
skute¢né hodnoty populaéniho priiméru

» z pfikladu vime, Ze rozptyl X zavisi na n

parametru p
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st¥edni chyba priméru

rozptyl priméru z ndhodného vybéru

1 < 1 & o2 o \? — .\ 2
2
O')—< = var ; ZX, = ?ZvarX; = 7 = (ﬁ) = (SE(X))
i=1 i=1
» SE(X)= \;E — stfedni chyba priméru

» variabilita primé&rd (mé&Fend rozptylem) z vyb&ri rozsahu n je
n-krdt mensi, ne variabilita jednotlivych pozorovani o2

» st¥edni chyba primé&ru je \/n-krdt mensi nez o

» &im jsou rozsahy vybéru v&tsi, tim méné vyb&rové priiméry
kolisaji (kolem popula&niho priméru)

> specialné pro normalni rozdéleni X; ~ N(M,UQ) nezavislé:

%
X ~N(p,0?/n) = Z ==—F/n~N(0,1)
g

(v8imnéte si zavislosti na n)
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CLT

ptiklad: v&k matek (nestejnd mé&¥itka!)

populace - 10 916 matek, opakované vybéry rozsahu n = 1,10, 100
je patrno, Ze s rostoucim n se histogram bliZi histogramu norm. rozdéleni

populace
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CLT

priklad: vék matek

primérny vék matek v opakovanych vybérech,
polet opakovani B = 1000

(20. bfezna 2012 n&které hodnoty opraveny)

rozsah primé&r | smér. odch. | Sikmost $picatost

vybéru priméri priméri priméri priméri
n

1 25,42 4,625 0,740 0,287

10 25,35 1,544 0,275 -0,038

100 25,39 0,480 0,081 -0,053

1000 25,40 0,150 0,003 0,037

populace | u =25,40 o =4,942 | v1 =0,773 | v =0,192
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CLT

centrdlni limitni v&ta (CLV, CLT)

» Necht Xi, Xo,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny se
stejnym rozdé&lenim, se stfedni hodnotou v a rozptylem
02 > 0 (nemusi pochdzet z norméliniho rozdlent).
Potom pro velké n ma priimér X priblizné rozdé&leni
2 Ve
N(u, "7) souet X1 + ...+ X, pak rozdéleni N(n,u, na2).

» prakticky: primér ma pro dost velkd n normalni rozdéleni
s rozptylem n-krat mensim neZ jednotlivd pozorovani, a to bez
ohledu na vychozi rozdéleni jednotlivych pozorovani

> CLT je Casto dlivodem predpokladu o normalnim rozdélenti,
vyslednd hodnota je ovlivnéna souétem velikého poctu
nahodilych malych vlivi

normalni rozdéleni
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interval spolehlivosti (konfiden&ni int.)

interval spolehlivosti pro o (populaéni primér)
vybér z N(,u, 02) nebo velké n

> vime, %e X ~ N(y1,02/n), tedy Z = X /n ~ N(0,1)

X —
P(|Z| < 1,96) = P <’ - M /< 1,96> =0,95
> o je toté?, jako (i se od X li& nejvyde .. .)
- o
P(IX—ul<1,96-=) =
<| ul < ,96ﬁ> 0,95

> tedy (v8imn&te si zkracovani intervalu s rostoucim n)

c o — o
P{X—-196— X+19— ) =0,9
< ) \/E</‘I/< + ) \/E) )

» dostali jsme 95% interval spolehlivosti pro parametr 1
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interval spolehlivosti (konfiden&ni int.)

interpretace intervalu spolehlivosti

> je to intervalovy odhad populagniho priméru (st¥. hodnoty) p

» X je bodovy odhad 1

» zakladni vlastnost: 95% interval spolehlivosti p¥ekryje s
pravdépodobnosti 95 % neznamé 1 (odhadovany parametr)

» kdybychom postup provddéli opakovang, pak asi v 95 %
pFipadl interval pfekryje skute¢nou hodnotu p, ve zbylych asi
5 % zlstane skute¢né p mimo interval spolehlivosti

» pro obecné a (spolehlivost 1 — «):

g
n

P(X—ﬁ-z(a/2)<,u<X+f-z(a/2)>:1—a

» POZOR na nesprivné interpretace, vypovidd o nezndmé
konstanté p, nikoliv o ndhodnych veli¢inach X nebo X
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priklad: vysky desetiletych chlapci

>

X—-Z 2a)2) <p< X+ -2 2(c)2)
vn vn

ndhodné& vybrano n = 15 desetiletych chlapci,

je zndmo (predpokladd se), Ze je 0 = 6,4 cm

primérna vyska ve vybéru 139,1 cm

a =5 %, tedy z(a/2) = z(0,025) = 1,96

95% interval spolehlivosti pro primé&rnou vysku vsech
desetiletych chlapci (populaéni primér):

vV V. v v Y

6,4 6,4
139,13 — ——= -1,96; 139,13+ —/— - 1,96
( V15 V15 >

(135,9;142,3)

v

(populagni) priamér vysek vSech desetiletych chlapci lezi
s psti 95 % v rozmezi od 135,9 cm do 142,3 cm

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 5. predndska  19. bfezna 2013 110(244)



interval spolehlivosti (konfiden&ni int.)

interval spolehlivosti p¥i nezndmém o

> kdyZ nezndme smér. odchylku o, je tfeba pouZit kritické
hodnoty Studentova t-rozdéleni (pozor na jinak znatené
kritické hodnoty Studentova t-rozdgleni)

P <)_( — jxﬁt,,_l(a) <p< X+ \5/%1‘,,_1(04)> =l-«

> jako odhad o se pouZzije vybé&rova smérodatna odchylka

n

Sx= | ——= S (X - X)2

n—1+4%
i=1

» pfi velkych n (n > 50) sta&i pouZit z(«/2) misto t,_1()

» interval spolehlivosti se podita i p¥i odhadu jinych parametri

> je to interval, ktery s poZzadovanou pravdépodobnosti pfekryje
odhadovany parametr — intervalovy odhad
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priklad: vék matek

normalni rozd&leni primérd dano CLT a velkym n, t9g(0,05) = 1,98

» 95% interval spolehlivosti pro populagni primér véku vsech
matek na zdkladé vyb&ru 99 matek

41 41

25,7 —1,98- —;25,7+1,98 - — = (24,9;26,5
( V99 v 99) ( )

[confint(Im(vek.m~1,data=Kojeni))], [t.test(Kojeni$vek.m)]

» 99% interval spolehlivosti pro populagni priimé&r véku vsech
matek na zdklad& vyb&ru 99 matek (bude uZ3i nebo 3ir3i?)

> VE&tS( jistotu zajisti deldi interval spolehlivosti
(deldi — mén& vypovidajici)

4,1 4,1
257 — 2,63 ——:257 +2,63- —— | = (24,6;26,8
< V99 \/99) ( )

[confint(Im(vek.m~1,data=Kojeni),level=0.99)]
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priklad: vék matek

normalni rozd&leni priméri dano CLT a velkym n, t9g(0,10) = 1,66

» 90% interval spolehlivosti pro populagni priim&r véku vsech
matek na zaklad& vybéru 99 matek

41 4,1
25,7 —1,66- ——; 25,7+ 1,66 - — = (25,0; 26,4
( V99 \/99> ( )

[confint(Im(vek.m~1,data=Kojeni),level=0.9)]
» ptiklady nespravné interpretace 90% intervalu spolehlivosti:

» 90 % Zen md vék v intervalu (25,0; 26,4)
napf. mezi nasimi 99 matkami je jen 12 Zen ve véku 25 a 10 ve
véku 26 rokd, navic, s rostoucim n se interval zuZuje

» vybé&rovy priimér v&ku matek je s pravd&podobnosti 90 %
v intervalu (25,0; 26,4)
vyb&rovy primér je uprostted (tedy uvnit¥) intervalu vzdy
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interval spolehlivosti (konfiden&ni int.)

simulované vyb&ry pro n = 100 (v&k matek)

28

23

znazornéno celkem 100 95% intervall spolehlivosti pro
ve skute¢nosti mimoradné vime, Ze u = 25,4

v 7 pFipadech je u neptekryto

(7 je realizace ndhodné veli¢iny s rozd&lenim bi(100, 0,05))
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interval spolehlivosti (konfiden&ni int.)

centralni limitni v&ta pro Cetnosti

» (CLT obecn&:) Necht X1, Xz, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné
veli¢iny se stejnym rozdélenim, se stfedni hodnotou p a
rozptylem o2 > 0. Potom pro velké n ma priimér z nich p¥ibl.

rozdéleni N (,u, "72> jejich soucet pfFibl. rozdélenf N(nu, na2).
» Y ~ bi(n,7): Y je absolutni &etnost vyskytu jevu
s pravdépodobnosti vyskytu 7 v n nezavislych pokusech
» Y =37, X je soutet nezavislych ndhodnych veli¢in X;
s alternativnim rozd&lenim, X; ~ alt(x),var X; = 7(1 — =)
» podle CLT proto pfiblizng& Y ~ N(n7, nm(1 — ))
> relativni Eetnost Y /n = X je priimé&r velitin s alternativnim
rozdélenim, oznaéme & = Y /n
» podle CLT je p¥iblizné& & ~ N(7,7(1 — m)/n)

> 7 je nestranny odhad 7w
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interval spolehlivosti (konfiden&ni int.)

interval spolehlivosti pro pravdépodobnost m

w(l1—m)

» odmocnina z rozptylu odhadu 7 je

» stfedni chyba relativni Cetnosti = smérodatna odchylka
relativni etnosti

» pravdépodobnost m nezndme, odhadneme ji pomoci relativni
etnosti @ = Y /n

» odtud je 100(1 — «)% pfiblizny interval spolehlivosti pro 7

~1_ 7 ~1_ 7
(ﬁ_z(am. A=A 2 a)). <>>
n n
[prop.test(y,n,correct=FALSE)]
> existuji presn&jsi (pracn&jsi) postupy
[binom.test(y,n)]
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interval spolehlivosti (konfiden&ni int.)

priklad: hody s hraci kostkou

v

odhadujeme pravdépodobnost Sestky, o = 0,05
kostka A: n =100,y = 17,714 = 0,17

/10,1 /0,1
<017—196 0 7083017—1—196 0 7083) (0,10; 0,24)

kostka B: n =100,y = 41,75 = 0,41

/0,41 - /0,41 -
(0,41 0.41-059 059 ;0,41 41,96 - 0 059) (0,31;0,51)

dilezity rozdil: u kostky A pat¥i 1/6 = 0,167 do 95% intervalu
spolehlivosti; u kostky B nikoliv

v

v

v
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populace a vyb&r

populace a vybér

» populace (zakladni soubor): soubor jednotek, o jejichz
hromadnych vlastnostech chceme vypovidat (v8echny mozné
vysledky pokusu, vSichni ho8i zvoleného véku, vSichni Zolci
v rybnit¢ku) = rozd&leni ndhodné veliciny

» vybér: ndhodn& vybrand vySetfovana &ast populace (vzorek)

> reprezentativni vybér obrdZi poméry v populaci
(nutna vlastnost vybé&ru, aby mohl vypovidat o populaci)

» nahodny vybér: nezavislé ndhodné veliiny se stejnym
rozdélenim (model pro mé&feni na vybéru)

» parametr: (nezndmé) &islo popisujici né&jakou vlastnost
populace, charakteristika rozdéleni ndhodné veliéiny

» statistika: funkce ndhodného vyb&ru (pozorovani)

» odhad: statistika pouZitd k odhadu parametru
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populace a vyb&r

Jsou desetileti hosi stejné vysoci jako desetileté divky?

(odpovime az p¥iste!)

>

>

Jak porovnat riizn& vysoké chlapce s riizné vysokymi divkami?
potfebujeme néjaké &islo charakterizujici vysky vSech chlapci
a podobné &islo pro divky: populaéni praméry

budeme rozhodovat o porovnani populaéniho primér vysek
chlapci s populaénim primérem vysek divek

X1,...,X, jsou vysky ndhodné vybranych chlapcii; pfedem
je nezndme = v lvahach jsou to nahodné veli¢iny

hodnoty Xi, ..., X, kolisaji kolem stfedni hodnoty E X; = ux
(popula&ni primér)

velikost kolisani popisuje rozptyl o2

(bodovyT) odhadem populaéniho priméru bude vybérovy
primé&r X spotitany z n skutedné zjisténych vysek

Jaké vlastnosti ma pramér X?

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 6. predndska  26. bfezna 2013 119(244)



priklad: vyska desetiletych chlapci

> v roce 1951 bylo provedeno rozsahlé méfeni vysky desetiletych
hochii, vyska byla vySetfena v populaci desetiletych chlapci:
pu=136,1cm, 0 =6,4 cm

> na zadklad& vybéru potizeného v roce 1961 mame rozhodnout,
zda se po deseti letech vyska populace desetiletych zvysSila

» hodnoty zjist&né v roce 1961 [cm]: 130, 140, 136, 141, 139,
133, 149, 151, 139, 136, 138, 142, 127, 139, 147

» x = 139,13 cm, s® = 6,56% cm?

» jiny (dali) vybér z roku 1961 by obsahoval jinych 15 hochd,
tedy by vedl k jinému vyb&rovému priméru (ndhodna veli¢ina)

» stadi rozdil 139,13 — 136,1 = 3,03 (ndhodnd velitina, prot?),
abychom prokazali, Ze se populaéni primér vysek
desetiletych chlapcl po deseti letech zménil?
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testovani statistickych hypotéz

» nulova hypotéza Hy: tvrzeni o populaci (parametru), o jehoz
platnosti rozhodujeme (neni rozdil, nezavisi, nelidi se od . ..)

» alternativni hypotéza Hi: (alternativa) zbyvajici moznost
(k Hp), Casto ,,v&deckd hypotéza", kterou chceme dokdzat

» hypotézy Hg, Hy jsou dany tlohou, nikoliv nasi volbou

» kriticky obor: mozné vysledky pokusu, kdy Hyp zamitame;
zpravidla popsan pomoci statistiky (nap¥. |Z| > z(a/2))

» obor pFijeti: mozné vysledky pokusu, kdy Hyg nezamitame

» chyba prvniho druhu: (ndhodny jev) rozhodnuti zamitnout
Ho, kdyz plati Ho, tj. fale$né prokazat ,vé&deckou hypotézu“

» chyba druhého druhu: (ndhodny jev) rozhodnuti
nezamitnout Hg, kdyZ plati Hy, tj. nepoznat neplatnost Hg
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statisticka indukce

statistické rozhodovani

» hladina testu « (zpravidla « =5 %)
» maximalni dovolend pravdépodobnost chyby prvniho druhu
» voli se pred pokusem, nezavisle na jeho vysledku
» pevna (nendhodnd) hodnota
» sila testul — 3
» pravdépodobnost zamitnuti neplatné Hy
> pst, s jakou prokdZeme platnou ,,védeckou hypotézu*, pokud
plati
» zavisi na skute¢né hodnot& parametru
» p-hodnota
» za platnosti Hg uréend pst, Ze dostaneme statistiku, kterd
stejné nebo jest& méné podporuje Hg
» nejmensi hladina «, na které Ize jesté Hy zamitnout
> ,stupen divéry” v platnost nulové hypotézy
> je to nahodna velicina, nikoliv pravdépodobnost Hgy

» Hg se zamita, pravé kdyz (zapamatovat)
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statisticka indukce

testovani statistickych hypotéz

skutenost

rozhodnuti Ho plati Ho neplati

Ho zamitnout chyba spravné
(reject) 1. druhu rozhodnuti

(pst<a) | (pst=1-p)
Hp nezamitnout spravné chyba

(accept) rozhodnut{ 2. druhu
(pst > 1—«) (pst = f)

v

zamitnuti < vysledek pokusu v kritickém oboru

v

pFijeti < vysledek pokusu v oboru pFijeti

v

nikdy spolehlivé nevime, zda Hg plati

v

chybu 1. druhu nechceme délat ¢asto = « volime malé
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rozhodovani o popula¢nim priiméru normalniho rozd&leni

(0 zndmé)

> X1,..., Xp ~ N(u,0?) nezévislé; o > 0 znidme
> X ~ N(p,0%/n), tedy S.E.(X) =0/\/n
» Ho : 1= po (dané &islo, jiny zapis Ho : pt — o = 0)

_X—uo_x

> plati-li Ho, pak | Z = 2—H0 _
pratii Mo, pa SE(X)

— M0 /m~ N0, 1)
g

» Hi:p # o = kriticky obor: |Z] velké, tj. [|Z] > z(a/2)

> Hi : p > po: zamitnout pro m
» Hi:p < po: zamitnout pro m

» volba jednostranné alternativy jen podle zaddani tlohy,
nikoliv podle vysledku pokusu (nezdvisle na datech)
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PO _ X—o
kriticky obor pro Z = ==2,/n

Cervend na 5% hlading, Eerven& a fialov& na 10% hlading, hustota Z za Hg

< ]
S 2(0.025)=1.96
2(0.05)=1.645
™ _]
o
o
A
—
puj
o _ i
e T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
z
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priklad: vyska desetiletych chlapci

pozor, jednostranna alternativa!

>

>

>

zvolime klasickou hladinu oo =5 %
v roce 1951 velky vybér: pg = 136,1 cm, 0 = 6,4 cm

v roce 1961 zméFfeno n = 15 ndhodné vybranych desetiletych
hochil, X = 139,13 cm

stali tento vzrlst k dikazu, Ze novad generace je vyssi?

vzrostla vyska desetiletych ? Hg : = g proti Hy @ o > pp

139,13 — 136.1
= #\/ﬁ —=1,836

z(0,05) = 1,645 < 1,836, tedy Hp na 5% hladiné zamitame

na 5% hlading jsme prokazali, Ze nova generace je vyssi

v p¥ipadg, Ze nova generace neni vysgi, riskovali jsme jen 5%
pravdépodobnost, Ze budeme nespravné tvrdit, Ze vyssi je
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priklad: vyska desetiletych chlapci

kriticky obor (nezapomeii na jednostrannou alternativu!)

» kriticky obor pomoci Z:

X —
Z= 7M0ﬁ > z(w)
o
> totéz pro X:

X > o (@)

+ g
—Z
Vvn
> konkrétné pro vySku hochd:

6,4

V15

X >136,1+ -1,645 = 138,82
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statisticka indukce

vyska desetiletych hochi
hustota X za platnosti hypotézy Ho : 11 = 136,1, Hi > po pfioc =64
> p-hodnota — pst, Ze za Ho: Z = (X — po)v/n/o > 1,836 tj.
X >136,1+1,836-6,4//15 = 139,13 [1-pnorm(1.836)]
» p-hodnota — modrd plocha napravo od 139,13, p = 3,3 %

[Yel
N
< hustota pré mé ru X za Hp: p=136.1

o
S
o

0.10
|

138,82 139,13

0.05
|

0.00

132 134 136 138 140 142 144
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statisticka indukce

vyska desetiletych chlapcl — sila testu

hustota X za hypotézy (modve) a p¥i = 140 (¢ervend)
hladina testu = fialova plocha, sila testu = fialovd + &ervend plocha

0
N
o

0.00
|

132 134 136 138 140 142 144

hrani¢ni hodnota X, p¥i které se ,lame" rozhodovani (hranice
kritického oboru a oboru pfijeti): 136,1 + 6,4/1/15 - 1,645 = 138.,8
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rozsah vybé&ru

volba rozsahu vybéru
Ho : o = po proti Hi @ # o
> pro zvolenou hodnotu p1 # o pozadujeme silu 1 —

» 1 — (3 je pravd&podobnost, s jakou odhalime neplatnost Hy,
je-li ve skute¢nosti p = 1

2
s (DO 2
M1 — Mo
> pfi jednostranné alternativé by bylo z(a) misto z(«/2)
» aby pfi jednostranné alternativé pro pu; = 140 byla sila 90 %
(t. 1— =09, 5=0,1, z(0,1) = 1,282), bude t¥eba aspofi

. (1,645 +1,282

2
2 _
140 — 136,1 ) 047 =231

(misto 15 pozorovani jich potfebujeme aspoi 24,
pFi oboustranné alternativé aspoii 29)
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jednovybérovy t-test

jednovybérovy t-test

vybér z N(p, 0%), o nezndmé
> n nezavislych pozorovani Xi,..., X, z rozdéleni N(,u,az)
» Ho : 1= po (populagni primé&r roven dané konstantg)

v

nutno odhadnout neznamy rozptyl o2

1 T2
S=—7> (X-X)

i=1

v

statistika (misto o pouZijeme Sy)

X —po X —po

T—S.E.()_()_ S« ve

v

Hi: pw # po zamitat pfi |T| > tp—1(c)
Hi: > po zamitat pfi T > t,—1(2)
Hi: < po zamitat pii T < —t,-1(2)

v

v
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jednovybérovy t-test

vysky hochl pro pfipad neznamého o

» Ho:pu=136,1 proti Hy : > 136,1 (e =5 %)
x=139,133 s = 6,556°
139,133 — 136,1
=== 6556 "~V/15 = 1,792 > 1,761 = t14(0,10)

p=P(T >1792)=0047 (tj.47%)

» na 5% hladin& jsme prokdzali zvyseni popula&niho priméru
(Ho se na 5% hlading& zamita)

> [t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater" )]
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jednovybérovy t-test

vysky hochl pro pfipad neznamého o

(jiné zadani dlohy)

> kdybychom ptedem neméli uréenu jednostrannou alternativu,
museli bychom zvolit Hy : p # 136,1, pak

|t| = [1,792| < 2,145 = t14(0,05)
p=P(|T| >1,792) =0,0048  (tj. 9,48 %)

» hypotézu na 5% hlading nezamitdme

> [t.test(hosi,mu=136.1,alternative=""two.sided" )],
stali ale [t.test(hosi,mu=136.1)]
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interval spolehlivosti

vysky hochl pro pfipad neznamého o

» 95% interval spolehlivosti: (135,5; 142,8)
s 95% pravd&podobnosti je skute¢ny popula&ni primér
(stfedni hodnota p) v uvedeném intervalu

> je jen 5% riziko, Ze leZi mimo uvedeny interval

» 99% interval spolehlivosti (134,1; 144,2)
[t.test(hosi,mu=136.1,conf.level=0.99)] (vedlejsi vysledek)
[confint(Im(hosi~1),level=0.99)]

» aby byla zajisténa vé&tsi spolehlivost intervalu
(v&tsi pravdépodobnost, Ze zachyti skuteZnou hodnotu),
je nutn& 99% interval spolehlivosti del3i, nez 95% interval
spolehlivosti
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interval spolehlivosti

souvislost s intervalem spolehlivosti pro p

p¥i oboustranné alternativé

» oboustranny interval spolehlivosti pro p (viz str. 110)

<>‘< - \S/XE ta (), X + \5}% t,,_l(a)>

o patfi do intervalu spolehlivosti, pravé kdyz plati

v

S

X — po| < \/ﬁfn—l(a)

> tedy, pravé kdyZ se nezamitne hypotéza Hp : pt = pg pfi
oboustranné alternativé Hy : 1 # uo

v

interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty g, pro které
bychom nezamitli hypotézu Hp : it = o

v

podobné u jednostrannych intervali spolehlivosti a
jednostrannych alternativ
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ovéFeni normality

ovéfeni predpokladu o normalnim rozdéleni

Normal Q-Q Plot

150
1

v

Shapirav-Wilkav test

> Ho : normalni rozdéleni s n&jakymi

145

i“; o (nezndmymi) parametry
s » [shapiro.test(hosi)]
;8 > W = 0,966, p = 80 %
8 » test hodnoti kvalitu p¥ibliZzeni bodi

o k p¥imce na diagramu normality

[qgnorm(hosi);qqline(hosi)]

N
I
-
v

Theoretical Quantiles
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pravdépodobnost vyskytu jevu

test hypotézy o parametru 7 binomického rozdé&leni

» Y ~bi(n,m) Ho:7m=mo:

7 _ Y — nmg :71'—71;0: T — 7o < N0, 1)
n7r0(1 — 7T0) SE(T{') 71'0(1 — 7ro)/n

» podobnost s intervalem spolehlivosti pro 7 na str. 116

» n&kdy s opravou na spojitost (Yates)

_|Y —nm| -05

sign(Y — nmp) ~ N(0,1)
nmo(1 — mo)

» Hj : 7w # mo: zamitnout pokud |Z| > z(«/2)
» Hi : 7> mo: zamitnout pokud Z > z(«)
» Hi: 7 < mp: zamitnout pokud Z < —z(«)

> existuje presny postup, bez pouZiti aproximace
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priklad kalous

» pokusit se prokazat, Ze kalous dd prednost infikované mysi
pfed mysi neinfikovanou

» Y — polet ,zdarid"”, n = 50, m — pst, Ze zvoli infikovanou

> Y ma binomické rozdéleni
za Ho : m = 1/2 (= mp, mysi se nelisi) je Y ~ bi(50,1/2)

» alternativni hypotéza: H; : 7 > 1/2

» v pokusu z 50 pt¥ipadd dal kalous ve 33 pt¥ipadech prednost
infikované mysi pfed neinfikovanou

» kriticky obor: velkd hodnota Y (tj. velké 7 resp. velké Z)

33-50-0,5
= ————— =27263 =P(Z > 2,263) = 0,0118
7= 50505 2 p=P(Z >2,263) =0,
> s opravou nha spojitost jsme opatrnéjsi:
~33-50-05-05

/50-05-0,5

=2121  p=P(Z>2,121) = 0,0169
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priklad kalous

» prop.test() po&itad Z2, kterd ma za Hy : rozd&leni x3
[prop.test(33,n=50,p=0.5,alternative="greater" ,correct=FALSE)]
[prop.test(33,50,alternative="greater" )]
[binom.test(33,50,alternative="greater" )]

» p-hodnota (dosazena hladina): za Hp potitana pst, Ze
dostaneme vysledek aspofi tolik odporujici nulové hypotéze,
jako ve skute¢ném pokusu:

p = P(Y>33)=1-P(Y <32

50
50
_ Z < B ) 0,54(1 — 0,5)50*
k=33
— 0,0164
[1-pbinom(32,50,1/2)] [sum(dbinom(33:50,50,0.5))]
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parové testy

parové testy

(pFevedou

>

dlohu na jednovybé&rové testy)

(U1, Vi), ..., (Un, Vi) — parova pozorovani

nezavislé dvojice (moznd) zdvislych ndhodnych veli¢in

U;, Vi — dvojice méFeni na stejnych jedincich, nap¥. hodnota
zjisténa pred oSetfenim a po ném

napt¥. vy$ka otce a jeho syna nebo vék otce a vék matky
nezajima nas zda je mezi nimi zavislost, tu pripoustime,
tésnd zavislost uvnit¥ dvojic je dokonce vyhodna

zajima nas zda jsou co do polohy stejné,

nebo nap¥. synové v (populaénim) priméru vy3si, nez otcové
Xi = U; — V; (oznakeni rozdild)

predp. stejny druh rozdéleni Xj, ..., X, (napf. normalni)

Ho tvrdi, Ze nap¥. mezi vy$kami otcl a syni neni rozdil, tedy
ze rozdily X; kolisaji kolem nuly: populaéni mira polohy
rozdili je nulovad (nap¥. populagni primér — st¥edni hodnota)
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parovy t-test

predpoklad: normalni rozdéleni rozdild

» predpoklad: X; = U; — V; maji normalni rozdéleni, nezavislé
» Xi= Ui — Vi~ N(py — pv,0?) = N(p,0?)

> vlastné jednovybérovy t-test pro Xj = U; — V;

> Ho : = po (zpravidla po = 0, pak je py = pv)

> odhad 0% 5% = ! S (xi - X)?

n—1+4
i=1

X—po X —po U—V—po
T = — g = —
S.E.(X) S v S v
» ve prospéch Hy : p # 0, kdyz |T| > tp_1(a)
» ve prospéch Hy : <0, kdyz T < —t,-1(2a)

» ve prospéch Hy : >0, kdyZz T > t,-1(2c)
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parové testy

ptiklad: vysky rodi¢i (parova pozorovanil)
Ho: otcové jsou o 10 cm vy3$si neZ matky, Hi oboustrannd

» U — vyska otce, V — vyska matky, X = U — V
a=0,05,Hp : py = pyv + 10 resp. py — py = 10
n=99,u=179,267,v = 166,970
X=u—Vv= 12,293, SX = Sy—v = 8,144
t = 22577°v/099 = 2,801, tedy
|t| > tog(0,05) = 1,9845 = zamitnout Ho
p=P(|T| > |t]) =0,0061 (0,61 %)

vV vV v Y

v

» 95% interval spolehlivosti pro py — py:
8,144 8,144
(12,293 ~ 9777 0845 ;12,203 + 1,9845) = (10,67;13,92)
V99 V99
[shapiro.test(vyska.o-vyska.m)] ové&Feni normality

[t.test(vyska.o,vyska.m, mu=10, paired=TRUE)]
[t.test(vyska.o-vyska.m, mu=10)]
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parové testy

znaménkovy test
bez predpokladu normalniho rozdéleni, staéi libovolné spojité rozdéleni
» stali zndt znaménka rozdild X; = U; — V;
» pozorovani s U; = V; (tj. X;i = 0) se vynechaji, upravi se n
» Y — pocet kladnych znamének X; = U; — V;
> Ho : rozdéleni U a V jsou stejnd, pak je nutné
P(U; > V;) =P(X; >0)=1/2, tedy Y ~ bi(n,1/2)

» Hp zamitdame pro velkd nebo mald Y:
Y —n/2
Y0217 a2

n/4

N4 Ve

» pro mald n je bezpelné&jsi pouZit Yatesovu korekci
Y =n/2[-05

N

Z

2] = z(a/2)
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parové testy

priklad: v&k rodi¢d (parova pozorovanil)
normalitu rozdilu véku rodi¢d sotva lze predpokladat

> celkem 99 dvojic (otec, matka), sledujeme jejich v&k (U, V)

Ho : nu = v + 2 (populaéni mira polohy véku otcii je o 2
roky v&tsi, neZ matek), H; oboustrannd

» v jedendacti p¥ipadech je vek.o — vek.m = 2, tyto dvojice
nepouzijeme, proto n =99 — 11 = 88

> u 50 dvojic je vek.o — vek.m > 2, proto
50 — 88/2
z=—"

88/4

>

=1279, p=0201 (20,1 %)

» s Yatesovou korekci: z = 1,172, p = 0,241 (24,1 %)

[n = sum(vek.o-vek.m 1= 2)] pocet nenulovych X;

[y = sum(vek.o-vek.m > 2)] polet kladnych X;
[prop.test(y,n,correct=FALSE)] bez Yatesovy korekce
[prop.test(y,n,correct=TRUE)] s Yatesovou korekci
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parové testy

parovy Wilcoxondv test
(silngjsi predpoklad, nez u znaménkového testu)
> nutné spojité a symetrické rozdéleni X; = U; — V;
Ho : popula&ni median X; je roven 0 (tj. P(X; > 0) = 0,5)
opét vylou¢ime ptipady U; = V; (tj. X; =0)
uré&ime potadi R;" absolutnich hodnot |X;| = |U; — V/|
W soutet t&ch potadi, kde bylo U; > V; (tj. X; > 0)

~ W-—n(n+1)/4
~ /n(n+1)(2n+1)/24

» pod odmocninou byva jest& oprava na vyskyt shodnych
hodnot, kterd jmenovatele ponékud zmensi
[wilcox.test(vyska.o,vyska.m,mu=10,paired=TRUE)]

vV v v v

» pro mald n se Citatel zpravidla p¥iblizuje o 1/2 k nule:
(v8imné&te si zkracenych nazvi parametri — jednozna&nost!)
[wilcox.test(vyska.o,vyska.m,m=10,p=TRUE,cor=FALSE)]
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priklad: porovnani dvou metod uéeni nazpamét

» u deviti osob provedeno porovnavani dvou zplisobl preddvani
informace (nap¥. poslouchdni vers. &tenf)

» rozhodnout, zda je mezi obéma zptisoby rozdil

> Ho: rozdéleni U a V stejnd, tedy populaéni median rozdill
X =U-—-V jeroven 0

» znaménkovy test s Yatesovou korekci (mélo pozorovani):

y=>5 n=2_8
5—-8/2]-05
2_¢

NG

ui |90 86 72 65 44 52 46 38 43
vi | 85 87 70 62 44 53 42 35 46
x|5 -1 2 3 0 -1 4 3 23
rm8 15 3 5 - 15 7 5 5§

—03536 p=724%
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parové testy

ptiklad: porovnani dvou metod u&eni nazpamét

parovy Wilcoxontv test

» Hp : populaéni median rozdild = 0
> nové predpokladdme symetrii
ui—vi|5 -1 23 -1 4 3 3

» Wilcoxonliv test: r,-+‘8 15 3 5 15 7 5 5

n=28
w=8+3+5+4+7+5=28
28-8-9/4—-1/2 95

= =133
\/8-9-17/24 V51

p=183%

» program R dd p = 18,1 %, protoZe kromé& opravy na spojitost
bere ohled na shody (p¥esny vypocet by dal p = 19,5 %)
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rozdéleni normaln{ spojité

populaéni parametr populaéni populaéni median

(o ¢em je hypotéza) primér (distribu&ni funkce)

jeden vybér jednovybé&rovy jednovyb&rovy  Wilco-
t-test xondv, znaménkovy

vybé&r dvojic

parovy t-test

parovy Wilcoxoniiv,
znaménkovy

ndhodné bloky

dva nezdvislé vybéry dvouvybérovy Mann-Whitney

t-test (Kolmogorov-Smirnov)
k nezavislych vybéri | analyza rozptylu | Kruskal-Wallis

jedn. tfidéni
vybér r-tic analyza rozptylu | Friedman

Z3klady biostatistiky

(MS710P09) ak. rok 2012/2013

7. prednaska

2. dubna 2013

parové testy

porovnani populaénich mér polohy
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dvovybé&rovy t-test

dvouvybérovy t-test
(pfedpoklad normalniho rozdéleni, testuje se shoda st¥ednich hodnot px = py)
> nx nezavislych pozorovani X, ny nezdvislych pozorovéni Y
> tyto vyb&ry musi byt nezavislé
(musi to zajistit zplisob po¥izeni dat)
> rozptyly 0%, 0% shodné (Ize ov&fit, odhady S%, S% podobné)
» normalni rozdéleni v obou vyb&rech (Ize ov&Fit, pro velkd
nx, ny nenormalita tolik nevadi)
» spole€ny odhad rozptylu (vaZeny primér odhadi
z jednotlivych vybéri)
2 nx — 1 2 ny — 1 2
Sznx—l—ny—2x nX+ny—25y
» statistika (pro test hypotézy, Ze rozdéleni X a Y jsou stejnd)

T — 5(—\_/ _X—Y nxny
N SE()_(—\_/) N ) nx + ny

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 7. predndska 2. dubna 2013 149(244)



dvouvybérovy t-test

> Ho:pux = py
zamitnout ve prospéch alternativy

> Hyi:px # py kdyZ [T] > toin,—2()

» Hy:px > py kdyz T > tnyin,—2(20)

» Hypux < py kdyz T < —tpyiny—2(2a)
[t.test(hosi,divky,var.equal=TRUE)] nebo
[t.test(vyska~Hoch,data=Vysky,var.equal=TRUE)]

» zamitame-li Hg, ¥ikdme, Ze rozdil vybérovych priméri je
(statisticky) vyznamny
» pochyby o shod& rozptyli: Welchiv test (modifikace t-testu)

[t.test(hosi,divky,var.equal=FALSE)] (pro ox # ovy)
[t.test(hosi,divky)] resp. [t.test(vyska~Hoch)] (pro ox # oy)
» shodu rozptyli |ze ov&¥it nap¥. F-testem (Ho:ox =ovy)

[var.test(hosi,divky)]

» ové&Feni normality nutn& pro kazdy vyb&r zvl3st!
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dvovybé&rovy t-test
priklad: vysky desetiletych d&ti

rozsah primér vyb. rozptyl

hogi 15 139,13 42,98
divky 12 140,83 33,79
15— 1 12-1

2

= 42984 -—- _— 3379=389
5112—2 0 5p1p g9 =389
139,13 — 140,83 [15- 12
_ 1139, 83| = | —0,703| < 2,06 = t,5(0,05)

t

1t /38,036 15 + 12
[shapiro.test(hosi)] p =80 %
[shapiro.test(divky)] p =38 %

[tapply(vyska,Hoch,shapiro.test)| (spo&itd test pro oba vybé&ry)
[var.test(hosi,divky)] p =70 %
[t.test(hosi,divky,var.equal=TRUE)] p=49 %
[t.test(vyska~Hoch,data=Vysky,var.equal=TRUE)]

7. prednaska 2. dubna 2013 151(244)

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013



dvovybé&rovy t-test

priklad: vdha déti maturantek v 24. tydnu véku ditéte
t =252, p=15 %, rozdil je vyznamny

95% intervaly spolehlivosti

9000
|
9000
|

8000
8000

hmotnost

7000
|
7000

6000
|
6000

divka hoch divka hoch
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dvovybé&rovy t-test

dvouvybérovy t-test a intervaly spolehlivosti
(pozndmka na okraj, plati pro o = 5 %)
D: disjunktni int. spol. versus V: vyznamny rozdil
(PP: pruméry jsou v Cl druhého vybéru)
D = V disjunktni intervaly spolehlivosti = vyznamny rozdil
non V = non D nevyznamny rozdil priméri = prekryv intervall
V = D rozdil primérli mize byt vyznamny a soucasné se
intervaly mohou prekryvat
PP = non V pokud kazdy z intervalii spolehlivosti obsahuje
vybérovy primér druhého vybéru, rozdil primé&rd neni
vyznamny (nemusi platit v p¥ipadg, kdy oba rozsahy
vyb&ru jsou do &ty¥)
pFiklad: vdha déti matek maturantek v 24. tydnu
» 95% interval spolehlivosti pro hochy [kg]: (7,51; 8,25)
» 95% interval spolehlivosti pro divky [kg]: (6,98; 7,59)
> intervaly se poné&kud p¥ekryvaji, pfestoze t-test dal:
t =252, p=1,5%, tedy vyznamny rozdil
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dvouvybg&rovy Wilcoxon (Mann-Whitney)

dvouvyb&rovy Wilcoxoniv test (Manndv-Whitneylv)

(staii spojité rozdéleni)

» dva nezdvislé vybéry rozsahu nx, ny

> spojitd rozdéleni

» Hg: rozdéleni jsou stejnd, tedy i populaéni medidny stejné
» za Hg jsou vybéry ,dobfe promichané”

» uréime poradi v ramci spojenych vybérii

> kriticky obor: priimé&rnd poradi se pfFilis lisi

» Wy soulet poradi hodnot X

B Wx — nx(nx “+ ny + 1)/2

7 =
\/any(nX + ny + 1)/12

» shodu zamitni, pokud |Z| > z(a/2) (pFiblizny test)
citlivy vad&i posunuti, méné vidi nestejné variabilité

v
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dvouvybg&rovy Wilcoxon (Mann-Whitney)

priklad: vék matek vers. planované téhotenstvi

» v&k matky nema normalni rozdéleni: Shapiriv-Wilkiv test dal
p-hodnoty p = 0,0045 a p = 0,0470
[tapply(vek.m,Plan,shapiro.test)]

> rozdéleni véku matek je nepochybné spojité

» vyb&ry (0 — neplanované, 1 — planované t&hotenstvi) jsou
nezavislé

» dvouvyb&rovy Wilcoxonilv test Hp : shodnd rozdéleni (shodné
medidny) dal p = 0,02067, rozdil je na 5 % hladin& prikazny
[wilcox.test(vek.m~Plan)]

» W =864 je #(vek0 > vekl) + #(vek0 == vekl)/2,
kde vek0 je vék matky s Plan == 0, podobné& vekl
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Kolmogorov-Smirnov

Kolmogoroviiv-Smirnovilv test

(staii spojité rozdéleni)

» porovnd empirické distribuéni 3
funkce dvou nezavislych
vybéri 2 -
> uréi jejich nejvétsi ,svislou™
7 ©
vzdalenost =
» citlivy vi¢i v8em neshodam
- v < |
(nejen co do popula&niho S
priméru &i populaéniho
iy ~
medidnu) S
» porovnani véku matek podle 5 1
pldnovaného téhotenstvi S s—
— 20 _ 12 _ 20
» D= 75 — 55 =0,2808

[ks.test(vek.m[Plan==0],vek.m[Plan==1])]

25 30 35

vék matky
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jednoduché t¥idéni

porovnani populaénich mér polohy

rozdéleni normaln{ spojité
populaéni parametr populaéni populaéni median
(o Zem je hypotéza) pramér (distribu&ni funkce)
jeden vybér jednovybérovy t- | jednovybérovy Wilcoxon
test
vybér dvojic parovy t-test znaménkovy, Wilcoxon
dva nezdvislé vybéry dvouvybérovy Mann-Whitney
t-test (Kolmogorov-Smirnov)
k nezavislych vybéri | analyza rozptylu Kruskal-Wallis
jedn. tfidén{
vybér r-tic analyza rozptylu Friedman
nahodné bloky
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jednoduché t¥idéni

motivaéni p¥iklad pro analyzu rozptylu (jatra):

> pét mist na fece, vZdy vyloveno po 7 rybdch
» zjistovana koncentrace mé&di v jatrech
> |i&f se tato mista svym zne&i$ténim?
> logaritmovani na pravé strané stabilizuje rozptyl
25 4 T I
a | > EQ -
= - 3 ! ' — - E
© 15 E o X ! ! o
} } [ - l;l 0.0 —
1.0 -~ - E
o -0.5 o
T T T T T T T T T T
A B C D E A B C D E
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jednoduché t¥idéni

jiné zobrazeni dat (error bars)

» v obou grafech jsou znazornény priiméry na jednotlivych
mistech

» vlevo: Usetky = smérodatné odchylky, vyjadfuji variabilitu
dat

> vpravo lsetky = stfedni chyba priméru, vyjad¥uji pfesnost
odhadi stfednich hodnot

0.8 — 0.8 —
0.6 — 0.6 —
0.4 — 0.4 —
= =
&) (S5
8 0.2 8 0.2
0.0 — 0.0 —
—-0.2 — —0.2 —
—0.4 T T T T T —0.4 T T T T T
A B C D E A B C D E
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jednoduché t¥idéni

analyza rozptylu jednoduchého t¥idéni (ANOVA)

> Yi1,..., Yip, ~ N(,ul, 02) (prvni vybér, pramér \_/_1.)
Yoi,..., Yon, ~ N(,ug, 02) (druhy vybé&r, primér Ya,)

Yit, -y Yin, ~ N(,uk, 02) (k-ty vybér, prim&r Yy,)

> nezavislé vyb&ry (shodné rozptyly, normaini rozdé&leni)
PHQZ,ul:,U,Q:...:,LLk (:,u) H; : neplati Hg
» celkovy primér Y., celkovy rozsah n = lele n;
» rozklad souctu &tverci
k nj k k nj
Z Z(Kt - Yoo)2 = Z ni(’_/io - \_/..)2 + Z Z(\/It Ko)2
i=1 t=1 i= i=1 t=1
(celkova variabilita) = (varlablllta mezi) + (variabilita uvnit¥)
S51=54+S.
fT = fA + fe

(n—=1)=(k—=1)+ (n—k)
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jednoduché t¥idéni

rozklad soultu &tverci
priklad jatra (celkovy primér yee = 0,36)

(celkova variabilita) = (variabilita mezi) + (variabilita uvnit¥)

k  n; k k n;
SN Yie= Yoo 2 =D ni(Vie = Va2 + DD " (Yie — Vi )?
=1 t=1 =1 =1 t=1
s
n | F---__ S A
5 o"g' ......... % ............................... @.
) o Se 0 .-
5 o |8 o RN T 8
S S5 7 0 -+
o ]
2
I I I I I |
A B C D E
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tabulka analyzy rozptylu

f
Ho zamitnout, je-li Fq = ?S:?f:\ > Ff ()
variabilita | S f S/f | F|p

V}'/béry SA fA =k-1 SA/fA FA PA
rezidudlni | Se | fe=n—k | Se/fe
celkova Sr|lfr=n-1

» S — soulty Ctvercl, jejich rozklad
» f — po&ty stupiit volnosti
» S/f — primérné &Etverce

» F — F-statistika
p — p-hodnota

v
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priklad jatra

variab. S f| S/f F p
mista | 1,796 | 4 | 0,4490 | 5,862 | 0,0013
rezid. | 2,285 | 30 | 0,0762
celk. | 4,081 | 34

F =5,862 > F430(0,05) = 2,690
na 5% hladin& jsme prokazali rozdil
[summary(aov(InCu~Misto,data=Med))]

nebo také
[anova(Im(InCu~Misto,data=Med))]
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jednoduché t¥idéni

ovéreni predpokladi

» nezavislost: dino organizaci (pldnem) pokusu
predpoklad nelze vynechat &i nahradit
» shoda rozptyli: (vyvdZzeny model je mélo citlivy na neshodu)
> Levenellv test
(vlastn& jednoduché t¥idéni s |Y;: — med; Yi|)
p=648% [levene.test(InCu,Misto)]
> Bartlettdv test
(citlivy na splnéni ptedpokladu o normainim rozd&lenf)
p=453% [bartlett.test(InCu,Misto)]

» normalni rozdéleni: (vyvaZeny model je mélo citlivy na
nenormalitu), test normality nutno uplatnit na rezidua

Yit — Yie (na vech n rezidui najednou) p=68%
[shapiro.test(resid(aov(InCu~Misto)))]
nebo [shapiro.test(resid(Im(InCu~Misto)))]
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varianty zapisu modelu AR jednoduchého tFidéni

» model — idealizovand prfedstava o vzniku pozorované hodnoty

» méfeni = Urovel + nahodnd ,chyba”
méFeni = systematickd sloZzka 4+ ndhodna sloZka
Yii = pi+ Ei 1<t<n, 1<i<k
= p+(ui—p)+ Ei E;; nezavislé
p+ i+ Ei Eir ~ N(0,0?)

» reparametrizace («; — efekty faktoru A):

k
S a0
i=1
» Ho: a1 =ax=... = (totéZ jako p1 = po = ... = pk)
» pro k =2 je Fy = T? (vztah s dvouvyb&rovym t-testem)
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jednoduché t¥idéni

mnohondsobna srovnani

(Tukeyiiv test, Kramerova verze)

» nutnost zachovat zvolenou hladinu testu i p¥i sou¢asném
rozhodovani o fadé hypotéz

(napt. Ze p1 = po, p1 = p3, p2 =43, ...
» které dvojice drovni faktoru (st¥. hodnoty u; resp. efekty «;)
se ligi?

“—/l - \_/Jo‘ > qk,nfk(a)

kde gk n—k() je tabelovand kritickd hodnota

@ S DYV Ya)p
fe n—k
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priklad jatra

misto | pocet | pramér | efekt smér.
odchylka

A 7 0,568 | 0,206 0,312

B 7 0,484 | 0,121 0,279

C 7 0,495 | 0,133 0,318

D 7| -0,063 | -0,426 0,290

E 7 0,329 | -0,034 0,144
celkem 35 0,363 | 0,000 0,104

0,0762 /1 1
QS,30(0705)\/ : > (7 + 7> = 4,10 : 0,104 = 0,428

—0,063 + 0,428 = 0,365 = na 5% hladin& se mista D s nejmen3im
primérem lisi viechna mista s priimé&ry aspofi 0,365, tedy mista A,
B, C, nikoliv E

[TukeyHSD(aov(InCu~Misto,data=Med))]
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priklad jatra
funkce [TukeyHSD(aov(InCu~Misto,data=Med))]

da tabulku porovnani viech dvojic
pomoci knihovny Recmdr dostaneme také graf

95% family-wise confidence level

1
<

1
~

I
N>

1
o~

mmOmOoOoOmOoOoO w
I
OO0 0 mwWmw>» > > >
|
R R )

1
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N

-1.0 -0.5 0.0 0.5

Linear Function
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Kruskal-Wallis

Kruskaltuv-Wallistv text

(neparametricky test)

> zobecnéni dvouvybérového Wilcoxonova testu
(pouzije opét porfadi misto plivodnich hodnot)
» predpoklady:
> k nezdvislych vybéri
> spojitd rozdéleni
» Ho: rozd&leni jsou stejnd (tedy i medidny jsou stejné)
» T; - soulet poradi v i-tém vybéru

12 T2

Q:n(n—i—l);nl,-_?’(n_'_l)

Ho se zamitd pfi Q > x2_,(«)
(velkd variabilita prim&rnych potadi)

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 8. predndska 9. dubna 2013 169(244)



Kruskal-Wallis

s 7

priklad kojeni — vék matek podle vzdélani

)
o
1
o o
b a— 1
1
8 — o] 1 !
4 1
pJ)
= 1
n _| T 1
N ' I—y—, f
E :
1
1
o
I — : —_—
—_—
T T T
zakladni maturita VS

vzdé lani

s s

je patrnd nesymetrie, zejména u zdkladniho vzdélani
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Kruskal-Wallis

priklad kojeni — vék matek podle vzdélani

vzdélani | n; | primérny | stfedni | soulet | primérné
vék | chyba | pofadi poradi
zakladni | 34 23,412 | 0,638 1025 30,15

maturita | 47 26,278 0,543 2618 55,70
VS | 18 28,500 | 0,877 | 1307 72,61
celk. | 99 25,697 4950 50,00

Q

12 (10252 N 26182 N 13072
~99-100 \ 34 47 18

x3(0,05) =5,99  p < 0,0001

) ~3.100 = 29,25

[kruskal.test(vek.m~Vzdelani,data=Kojeni)]
(pFesn&jsi hodnoceni pfihlizi ke shodam p¥i uréovani po¥adi)
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Kruskal-Wallis

porovnani populaénich mér polohy

rozdéleni normaln{ spojité
populaéni parametr populaéni populaéni median
(o Zem je hypotéza) pramér (distribu&ni funkce)
jeden vybér jednovybérovy t- | jednovybérovy Wilcoxon
test
vybér dvojic parovy t-test znaménkovy, Wilcoxon
dva nezdvislé vybéry dvouvybérovy Mann-Whitney
t-test (Kolmogorov-Smirnov)
k nezavislych vybéri | analyza rozptylu Kruskal-Wallis
jedn. tfidén{
vybér r-tic analyza rozptylu Friedman
nahodné bloky
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Ndhodné bloky

motivacni ptiklad diety: vahové pfirlistky za danou dobu

rozsiteni ulohy parového testu

dieta
vrh A B C D | pramér
1 6,6 52 7,4 91 7,075
2 10,1 11,4 13,0 12,6 | 11,775
3 58 42 9,5 8.8 7,075
4 12,1 10,7 11,9 13,0 | 11,925
5 82 88 9,6 9,4 9,000

primér | 8,56 8,06 10,28 10,58 9,370

v

r = 4 oSetfeni (pevné efekty, zvolili jsme je sami)

v

k =5 vrhi (ndhodné efekty, zvolila je ndhodn& p¥iroda)

v

jsou patrné rozdily mezi priiméry pro jednotlivd oSetfeni i pro
jednotlivé vrhy

v

kdyby byly jen dv& diety (r = 2), pouZili bychom parovy test
(sourozenci mozna reaguji na dietu podobng)
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ndhodné bloky

normalni rozdéleni nahodné slozky modelu

> (cel: porovnat dvé nebo vice oSetfeni na stejnych objektech

» zobecnéni parovych testh na r-tice
» nahodny blok
» homogenni skupina r objekt(
» polet objektil ve skupin& = polet o3et¥eni (nebo jeho ndsobek)
» oSetfeni se pfifadi uvnit¥ bloku nahodné
(kazdému oSet¥eni stejny potet objekt(i)
> bloky — ndhodné efekty A; ~ N(0,03) (vliv bloku)
oSetfeni — pevné efekty f3; (3°i=18j=10)  (vliv o3et¥eni)

Yij = p+Ai+Bj+E;, Ej~N(0,0%) j=1,....ri=1,...,k

pfedpokladd se aditivni vliv, symbolicky zapisovany A+ B
(vliv o¥etFeni je stejny p¥i riznych hodnotach A;)

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 8. predndska 9. dubna 2013 174(244)



Ndhodné bloky

ndhodné bloky

> testované hypotézy
» Hg:51=...=3,=0 (oZetfeni B nem3 vliv)
> pfipadn& Ha: 03 =0 (nulovd variabilita mezi bloky)

» rozklad variability

St =5+ S8+ Se

» vliv dvou faktort
» A — ndhodny: nastavuje p¥iroda, pFi opakovani pokusu budou
Urovné jiné
» B — pevny: nastavuje experimentator, p¥i opakovani pokusu
budou urovné stejné

» rozhodovani zda A je pevny nebo nadhodny efekt zavisi na cili
vyzkumu, na interpretaci
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priklad diety

» tabulka ANOVA (spravnd)

variabilita S| f S/f F p
vrhy 01,932 | 4 | 22,983 | (22,26) | (<0,0001)
dieta 23322 | 3| 7,774 7,53 0,0043
rezidudIni 12,388 | 12 1,032 - -
celk. 127,642 | 19 - - -

» na 5% hladin& jsme prokazali rozdil mezi dietami (p = 0,4 %)
» variabilita mezi vrhy je také prikaznd (p < 0,1 %)
» [summary(aov(prirustek~Error(Vrh)+Dieta,data=Mysi))]

> pro takto jednoduchy model vyjde tabulka stejné i kdyz
povazujeme faktor A za pevny (nendhodny); porovnavdme
pak konkrétnich pé&t vrhi, vrhy nechapeme jako vzorek viech
moZnych vrhi
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priklad diety

» kdybychom nespravné nevzali v tivahu zdavislost nékterych
pozorovani zplsobenou ndhodnymi bloky (vrhy), dostali
bychom model ANOVA jednoduchého t¥idéni

variabilita S| f| S/f F p
dieta 23,332 317774 1,193 | 0,344
rezidudini | 104,320 | 16 | 6,520 - -
celk. 127,642 | 19 - - -

» [summary(aov(prirustek~Dieta,data=Mysi))]

» porovndni se spravnou tabulkou analyzy rozptylu

Se =91,932 + 12,388 = 104,320, f.=4+12=16
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Friedman

Friedmaniv test, zobecnéni znaménkového testu

(neparametricky test, bez pfedpokladu normality)

» model Yj; = u+ A; + B; + Ejj (ndhodny ¥adkovy efekt)
nebo Yjj = p+ o + B + Ejj (pevny Yadkovy efekt,
jde vlastn& o dvojné t¥idéni bez interakci)

v

Ejj nezavislé, spojité rozd&leni (nemusi byt normalnf)

v

Ho : 51 = ... = B, (nezévisi na o3et¥eni)

v

ur¢i poradi v rdmci kazdého bloku (¥adku) R

v

za hypotézy je v kazdém ¥adku ndhodnd permutace &isel
1,...,r, soutty ve sloupcich (pro o%etfeni) jsou podobné

12
k0

r
J=1

k 2
(Z R,-,-) —3k(r+1)
i=1

» zamitat Hg : pro @ > x2_;(a)
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priklad diety

[friedman.test(prirustek~Dieta|Vrh,data=Mysi)]

dieta
vrh A B C D pram.
1 66 52 7.4 91| 7,075
2 10,1 11,4 130 12,6 | 11,775 k=5
3 58 42 9,5 88 | 7,075 F—4
4 12,1 107 11,9 13,0 | 11,925
5 82 88 96 94| 9,000 o= _* (9 1 72
pram. | 856 8,06 10,28 10,58 | 9,370 5.4.5
dieta +172 +17%) —=3.5-5
vrh A B C D
1 2 1 3 4 =9,96
2 12 4 3 @ > x3(0,05) = 7,8147
3 2 1 4 3
4 3 1 2 4 P = 0,0189
5 1 2 4 3
soulet 9 7 17 17
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dvojné t¥idéni

dvojné t¥idéni s interakcemi
motivaéni p¥iklad Howells
Udaje zjist&né na exhumovanych lebkach
» misto: Austrdle (AUSTR), Rakousko (BERG), Sibi¥ (BURIAT)
» pohlavi: M, F
> vysvétlované znaky:

> nejvétsi délka mozkovny GOL
» tylni Ghel OCA

» bude rozdil mezi pohlavimi na v8ech mistech stejny?
» pokud ano (vliv je aditivni, dvojné t¥. bez interakci)

Yije = p+ o + B + Ejje
» pokud ne (vliv neni aditivni, rozdil zdvisi na mist&)

Yije = p+ o+ B + vij + Eje
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dvojné t¥idéni

dvojné t¥idéni s interakcemi

opét normalni rozdéleni, oba faktory pevné

» vliv dvou faktori nemusi byt aditivni (1 <t < T)
Yiie = p+ o + B + vij + Ejjt EithN(Oa0'2)

» symbolicky A+ B + AB

» > ;=0 (reparametriza¢ni podminka)
efekty faktoru A odpovidajici jeho k drovnim

> >.iB=0 (reparametriza&ni podminka)
efekty faktoru B odpovidajici jeho r Grovnim

> 27 =0, > ;7 =0 (reparametriza¢ni podminka)
interakce vyjadfuji neaditivitu obou faktori
(vliv A zavisi na drovni B, vliv B zdvisi na trovni A), pak
dvojné t¥idéni bez interakei (s opakovanim pro T > 1)
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dvojné t¥idéni

v 7/

testy ve dvojném t¥idéni

» Hag : vjj = 0 (aditivita obou faktorii, interakci netteba)
vliv Grovné faktoru A je stejny pti v8ech tdrovnich faktoru B
vliv tirovné faktoru B je stejny p¥i v8ech drovnich faktoru A
(vliv pohlavi je stejny na viech mistech)

» Ha : aj = 0: faktor A nema vliv (nezélezi na mistu)

» Hp : B = 0: faktor B nema vliv (nezéleZi na pohlavi)

» pokud zamitneme Hap, nemd smysl| testovat Ha, Hg, nebot
prostfednictvim interakci oba faktory vliv maji

> v takovém pFipadé je Iépe pfejit k modelu jednoduchého
tFidéni s kombinovanymi trovnémi
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priklad Howells

» lebky exhumované na tfech mistech (A)
» lebky jsou rozli¥ovany podle pohlavi (B)
> méFime nejvétsi délku mozkovny GOL

[anova(Im(gol~Gender*Popul))] nebo
[anova(Im(gol~Gender+Popul+Gender:Popul))]

8

- ] Gender
0 — M
o --- F

GOL

(=]
=]

PAB = 0,8872

Ie]
~ -
—

o
(S|
—

AUSTR BERG BURIAT
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ptiklad Howells (GOL)

pohlavi | misto njj Yij Sjj
M Berg 40 | 180,300 | 7,293
F Berg 40 | 170,450 | 6,641
M Australie | 40 | 190,375 | 5,555
F Australie | 40 | 181,375 | 6,632
M Sibi¥ 40 | 181,175 | 6,468
F Sibi¥ 40 | 172,175 | 5,228
variabilita S f S/f F p

mista 5242,1 2621,1 65,2 | <0,0001
pohlavi 5170,8 5170,8 | 128,6 | <0,0001
interakce 9,6 2 4.8 0,1 0,8872
rezidudlni 9410,6 | 234 40,2
celkovd | 19833,2 | 239

= N
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priklad Howells
» lebky exhumované na tfech mistech (A)

» lebky jsou rozli¥ovany podle pohlavi (B)

» méFime tylni dhel OCA

[anova(lm(oca~Gender*Popul))] nebo
[anova(Im(oca~Gender+Popul+Gender:Popul))]
E* /__,,_——""”’- Gender
- F
g | — M
< -
8 u
= PAB = 0,0222

AUSTR BERG BURIAT
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ptiklad Howells (OCA)

pohlavi | misto njj Yij Sjj
M Berg 40 | 116,675 | 5,567
F Berg 40 | 116,850 | 5,682
M Australie | 40 | 115,025 | 4,382
F Australie | 40 | 114,800 | 4,286
M Sibi¥ 40 | 113,450 | 4,782
F Sibi¥ 40 | 117,200 | 4,973
variabilita S f S/f F p

mista 150,908 75,454 | 3,05 | 0,0493
pohlavi 91,267 91,267 | 3,69 | 0,0560
interakce 191,608 2 | 95,804 | 3,87 | 0,0222
rezidudlni | 5789,550 | 234 | 24,742
celkovd | 6223,333 | 239

= N
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dvojné t¥idéni

porovnani populaénich mér polohy

rozdéleni normaln{ spojité
populaéni parametr populaéni populaéni median
(o Zem je hypotéza) pramér (distribu&ni funkce)
jeden vybér jednovybérovy t- | jednovybérovy Wilcoxon
test
vybér dvojic parovy t-test znaménkovy, Wilcoxon
dva nezdvislé vybéry dvouvybérovy Mann-Whitney
t-test (Kolmogorov-Smirnov)
k nezavislych vybéri | analyza rozptylu Kruskal-Wallis
jedn. tfidén{
vybér r-tic analyza rozptylu Friedman
nahodné bloky
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zavislost

vySetfovani zavislosti

nezavisle zavisle proménna
proménna(é) | spojita | nominalni
spojita regrese logisticka
korelace regrese
nomindlni | analyza | kontingen&ni
rozptylu tabulky

priklady:

» hmotnost na vysce

v

rakovina plic na poétu vykoutenych cigaret

v

hmotnost obilky na Zivném roztoku

» barva o&i a barva vlasi
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zavislost

korelace a

regrese

» korelace (dvojice ndhodnych veli¢in)

v

>
>
>

mé#i silu (t&snost) vzajemné zivislosti spojitych velicin

Ize pouZit k prokazovani existence vzajemné zavislosti X, Y
k porovnavani sily (t&snosti) zavislosti v nékolika populacich
symetricka vlastnost veli¢in X a Y

» regrese (ndhodnd velitina na nendhodné veliting)

>

udava jak zavisi stfedni hodnota spojité veli¢iny Y na
nezdvisle promé&nné (proménnych) x

nesymetricka vlastnost: (zdv. Y na x) # (zdv. X na y)

Ize pouzit k prokazovani existence zavislosti

zavisle prom&nné Y na nezavisle proménné x

umoziiuje pfedpovidat st¥. hodnotu Y pro zvolenou hodnotu x

Z3klady biostatistiky

(MS710P09) ak. rok 2012/2013 9. predndska  16. dubna 2013 189(244)



korelace

korelaéni koeficient

(rozliduj vybérovy a populaéni korelaéni koeficient)

> (populatni) korelagni koeficient pxy = X (str. 83)
> loxv[ <1
> pro nezavislé X, Y je pxy =0

v/ 7l

» konstanta, kterd mé&¥i silu linearni zavislosti

> (vyberovy) korela¥ni koeficient ry, (zaveden na obr. 37)

_sy XX -R-Y)
8 VI - XP (Y- V)P

Ixy

ndhodnd veli¢ina (zdvisi na datech)

odhaduje popula&ni korelaéni koeficient pxy

pfesnost odhadu zavisi na n

alternativni oznaceni: Pearsonuv korelaéni koeficient,
momentovy korela&ni koeficient,

vV vy VvVYyy
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dokazovani zavislosti X, Y

» k prokdzani zavislosti je nutné normalni rozdé&leni (X, Y)

» Ho : X, Y nezdvislé (tedy pxy = 0) se na hlading& o zamita:

T:ﬁ\/”—z [T > th—2(c)
—r

(r je dost daleko od nuly)
» Spearmaniiv korelalni koeficient

» mé&¥ silu monotonni zavislosti (nejen linedrni zavislosti)
» misto hodnot X;, Y; pouZije jejich pofadi R;, Q;
> lze upravit na tvar

n
s 6
f>(<y):1—m > (Ri— Q)
i=1

> k testu nezavislosti nepottebuje normaini rozdélen{
» Ho: (nezdvislost) se zamita, je-li |r)((5y)\/n —1] > z(a/2)
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korelace

zavislost vahy a vysky u muzi

data: Policie

[plot(weight~height)] [cor.test(weight,height)]
(o o 008 (Z)
5 8- S o8 )
2 g8  &°%° r =10,648
o OOOO@ ° 4 t =5,814
o % o ° p <0001

T T T T T T T
165 170 175 180 185 190 195

height
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korelace

zavislost vahy a pulsu u muzi

data: Policie

[plot(weight~pulse] [cor.test(pulse,weight)]

o o
8
- o ® o
o)
o | o ° o
(2]
o OOOOO o
E o ° $° o
> @
2 8o o0 &0 ro=—0,245
o o
o | @0 o o ° t =—-1,752
o ©
ooo(bgO 1% :8,6%
o _|
©
o
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Fisherova z-transformace

(pFiblizi rozdéleni vyb&rového korelaéniho koeficientu r normélnimu rozdélent)

Z:lln1+r&N I1+p 1
r 2 1—p'n-3

test shody dvou nezavisle odhadovanych korel. koeficientt
ptiklad Kojeni: vyska rodi¢l chlapcil a divek

L B 1 1+0,279
» divky: n = 0,279, n1—50,21—2|n1_07279—0,286
) 1 1+0,150
hosi: rn = 0,1 =4 =_-Iln——————"— =0,151
» hosi: n = 0,150, n 9, »» 2n1_0,150 0,15
» test Ho : p1 = p2 proti Hi : p1 # p2
286 — 0,151
z = 0,286 — 0,15 = 0,650.

\/ 1 N 1
50—3 49-—3

srovnej s kritickou hodnotou z(0,05/2) = 1,960, p = 51,6 %

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 9. prednddka  16. dubna 2013 194(244)



interval spolehlivosti pro p

opét pottebujeme normdlini rozd&leni (X, Y)

» ve dvou krocich:
» interval spolehlivosti pro { = % In if—ﬁ
» pomoci inverzni transformace pak int. spol. pro p
» takto postupuje funkce cor.test(), nap¥.
[cor.test(~vyska.o+vyska.m,subset=HochL,data=Kojeni)]

» interval spolehlivosti
» nas priklad:
skupina  r (bodovy odhad ) 95% int. spol. pro p p
divky 0,279 (0,000; 0,517) 5,01 %
hosi 0,150 (—0,137,0,414) 30,3 %
» u chlapci nelze prokdzat na 5% hladin& zavislost
» u dévcat je zdvislost na 10% hlading priikazna, na 5% hladin&

té&sn& nikoliv (interval spolehlivosti je jen pFiblizny!)
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regrese

regrese
(pavod pojmu)

» tendence (ndvrat) k primérnosti
F. Galton (1886) vy3etfoval dédi¢nost vysky postavy

> uvaZujme otce, jejichZ vyska je rovna priimérné vySce generace
vSech otci; priimérna vyska synii otcl této vysky bude rovna
primérné vysce vSech syni

> uvaZujme otce o 10 cm vysSi, neZ je prlimérnd vyska generace
otcll: primérnd vyska synl téchto otcli bude jen asi 0 5 cm
vys8i, neZ primérna vyska generace synii

> uvaZujme otce o 10 cm niz8i, nez je primérna vyska generace
otcdi: primérnd vyska syni téchto otcli bude jen o asi 5 cm
nizsi, nez priimérna vyska generace synii

> priimérné vysky synl nereprodukuji celou odchylku vysky otce
od priméru, je tu ndvrat k priméru (regrese)
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regrese

Zavislost vysky syna na vysce otce
vy$ky v ang. palcich, Galtonova data, ke kaZdému otci ndhodné vybran jeden z jeho syni
proloZena p¥imka: y = 35,4 4+ 0,5x, pro porovnani Sedivé pfimka s jednotkovou smérnici

syn

60 65 70 75 80

otec
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regrese

regresni primka

» predpokladana zavislost stfedni hodnoty Y na nendhodné x:
Yi = Bo + B1xi + Ej, Ei ~ N(0,02)

> Y; = systematicka slozka (5p + (1x;)+ ndhodnd slozka (E;)

> k danym xi, ..., X, zjistime Y1,..., Y,
» predpoklady:
» nezavisla pozorovani Yy,..., Y, (tedy také Ei,..., E,)
» stejny rozptyl o
» normalni rozdéleni Ey, ..., E, (potfebné aZ pro testy,
normalitu nelze ov&Fovat testovanim p¥imo Yi,..., Yy!)

> neznamé populaéni parametry g, 51 odhadujeme metodou

nejmensich &étverci:
n

minimalizovat p¥es 3y, f1 vyraz Z(Y, — Bo — Bix;)?
i=1
» odhady oznadime by, by
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Z3klady biostatistiky

metoda nejm. &tverct

metoda nejmensich &tvercl

odhadovand zdvislost: y = o+ fB1-x  (populace)
odhad zdvislosti: y = by + by - x  (vybér
i-td vyrovnand hodnota: Y; = by + b1 - x; (vybé&r)
i-té reziduum: U=Y-Y; (vyb&r
celkové plocha &tvercii:  Se=>.7, U?  (vybgr)
o ]
N
y =bg+bX
LQ - N
- v
e
—
by
0 | T
e / b [xi:Yi]
0
o
© T T T
0 1 2 3
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metoda nejm. &tverct

» by — odhad smérnice 1

> b = (bo =+ bl(X + 1)) — (bo =+ b1X)
— odhad zmény st¥edni hodnoty zavisle proménné Y
pfi jednotkové zméné nezavisle proménné x

> itéreziduum Ui =Y, — V=Y, — (bo + b1x;)

> Y=V + U

» (vysvétlovdno)=(vysvétleno zavislosti)+(nevysvétleno)

» rezidudlni soulet &tverch (nevysvétlend variabilita):

n n n
Se=Y (Yi= Vi =3 (Yi—bo—bx)* =) U
i=1 i=1 i=1
» rezidudlni rozptyl (odhad rozptylu o?)
S,
§?2= "¢
n—2
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metoda nejm. &tverct

alternativni formulace

> uvazovanou zavislost lze psat ve tvaru

Yi = (Bo + B1X) + fi(xi — %) + E;
= By + B1(xi — X) + E;

B vyjadfuje stfedni troveri vysvétlované prom&nné Y pfi
priimé&rné hodnoté nezdvisle proménné x

» (31 vyjadfuje citlivost, s jakou reaguje stfedni hodnota
vysvétlované proménné Y na jednotkovou odchylku nezavisle
proménné x od jejiho priiméru X

v

» E; vyjadfuje ndhodnou sloZzku i-tého pozorovani,
Ei ~ N(0,0?)

» odhadem zdvislosti je (b1 je stejné jako p¥i klasickém
vyjadfeni)
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metoda nejm. &tverct

prokazovani zdvislosti

» modelujeme zdvislost E Y na x pomoci EY = §y + fB1x
» nezdvislost y = By + B1x na x znamend 51 =0
» hypotézu Hg : 81 = 0 testujeme pomoci statistiky
b
T = 71
S.E.(b1)
> hypotézu zamitame, je-li |T| > t,—2(«)
tj. je-li p¥islusnd p-hodnota < «
» pokud Hg zamitneme, ¥ikdme, na hlading « je zavislost
priukazna
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metoda nejm. &tverct

priklad zavislost procenta tuku na vysce

data: Policie

regresor b;j | S.E.(b)) t p
abs. ¢len | -53,870 | 24,657 | —2,185 | 0,0338
height 0,379 0,138 | 2,742 | 0,0086

» predpovéd: Y; = —53,870 4 0,379 - x;

» fat=— 53,870 + 0,379 - height

» zdvislost procenta tuku na vy3ce je na 5% hladin& pritkazn4,
nebot p = 0,86 %

> na kazdy centimetr vysky v priiméru p¥ibude 0,379
procentniho bodu tuku

v

[summary(Im(fat~height))]
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koef. determinace

koeficient determinace

» podil variability Y vysvétlené uvaZovanou zdvislosti
(jakou &ast variability Y se podafilo zavislosti na x vysvétlit)

2 variabilita vysvétlend SV —
variabilita vysv&tlovand S(Y;

Y

Y

_ variabilita nevysvétlend 1 >
variabilita vysvétlovana >

» R? je bezrozmérné &islo, asto vyjad¥eno v procentech
» R? ukazuje, zda ma smys| predpovidat pomoci regrese

» v p¥ipadé regresni p¥imky je R? = r)2<y
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tabulka analyzy rozptylu

varia- soulet | st. prim. F p
bilita | &tverch | vol. | &tverec
regrese | 362,54 1| 362,54 | 7,519 | 0,0086
rezid. | 2314,41 | 48 48,22
celk. | 2676,95 | 49 | (54,63)

| 4
s2 =4822
g 362,54 231441
R? = =1 - =01
2676,95 2676,95 0,135

» zdvislosti na vysce jsme vysvétlili jen 13,5 % variability
procenta tuku
» [anova(Im(fat~height))]
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mnohonasobnd linedrni regrese

mnohondsobnad linearni regrese

» zdavislost na dvou (nebo vice) nezavisle promé&nnych
» pozorovani (xi,vi, Y1), ..., (Xn, Va, Yn)

» predstava (model)

Yi = Bo + Bixi + Bavi +E;
EY;

» stfedni hodnota Y; (tj. systematickd, nendhodnd slozka Y;)
vysvétlena pomoci x;, v; jako By + B1x; + Bav;

» Ei,...,E, (také Yi,...,Y},) jsou nezavislé ndhodné veliginy

» Ej ~ N(0,02) (normalni rozd&leni se stejnym rozptylem)

> by, b1, bp — odhady parametri By, 51, 52
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mnohonasobnd linedrni regrese

interpretace

» by — odhad zmény stfedni hodnoty Y pfi jednotkové zméné x
a nezménéné hodnoté v
> by — odhad zmény stfedni hodnoty Y p¥i jednotkové zméné v
a nezménéné hodnoté x
» U; — reziduum
Ui=Y;—Yi=Y;— (bo + bix; + bpv;)
» rozklad variability S+ = Sg + S,
n n n
SYi=YP= Y (Vi—¥)2+> (V- Vi)
i=1 i=1 i=1
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mnohonasobnd linedrni regrese

koeficient determinace

» koeficient determinace R?
podil celkové variability, ktery se podafilo vysvétlit zavislosti Y
na x a v (jakou &ast variability Y se poda¥ilo vysvé&tlit)

SR Se
RR="T"=1-2"
St St
» Ho: 81 =02=0 (chovani Y nezavisi ani na x ani na v)
Sr/2
F=—FR<*2 >F,

» p-hodnota tohoto testu byva uvddéna spolu s R?
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mnohonasobnd linedrni regrese

testy o ptinosu jednotlivych regresor(i

» model y = Po+ Pix + Bav
> HO . /32 =0
k vysvétleni chovani Y sta&i x, tj. y = Bo + [f1x
T b2 amitat pro | To| > t,—3(a)
= ——F, Z ] = — (0]
» Ho: 51 =0
k vysvétleni chovani Y stali v, tj. y = Bo + Sov
T by amitat pro | T1| > tn_s(a)
= ——, zami r > th-s3(a
» Ho : 8o = 0 zpravidla nema redlny smysl
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mnohonasobnd linedrni regrese

priklad: zavislost procenta tuku na vySce a vaze

data: Policie

regresor b; | S.E.(b)) t p
abs. &len | 11,327 | 16,682 | 0,679 | 0,5005
height | -0,262 0,110 | 2,376 | 10,0216
weight | 0,624 | 0,0690 | 9,050 | <0,0001

v

[summary(Im(fat~height+weight))]

> pFi stejné vySce olekdvame na kazdy kg hmotnosti o 0,6
proc. bodu vice tuku

> u muzl, ktefi se lisi vySkou o 10 cm a maji stejnou
hmotnost olekdvame, Ze ti vy$§i maji v priiméru o 2,6 proc.
bodu méné tuku

» na 5% hladin& nelze vylou&it vy3ku, priikazn& pF¥ispiva
k vysvétleni pomoci vahy

» na 1% hladin& nelze vylout&it vihu, priikazng& p¥ispiva

k vysvétleni pomoci vysky
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tabulka analyzy rozptylu

(F-statistika je v summary(), v.commanderu nutno zvolit typ | a p¥inosy regresori setist)

variabilita | soul. ¢tv, | st. vol. | prim. &tv. F p

regrese 1833,11 2 916,55 | 51,050 | <0,001
rezid. 843,85 47 17,95
celk. 2676,95 49 (54,63)

» R? =1833,11/2676,95 = 1 — 843,85/2676,95 = 0,685

» zavislosti na vy3ce a vize jsme vysvétlili 68,5 % variability
procenta tuku

> s2=17,95

» na kazdé rozumné hladiné zamitame hypotézu, podle které
procento tuku nezdvisi ani na vySce ani na vdze
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mnohonasobnd linedrni regrese

regresni diagnostika
zda byly splnény ptedpoklady

a) zvolili jsme spravné& tvar zavislosti?

b) je rozptyl viude stejny?

c) je pfimé&Fen& spin&n ptedpoklad o normalnim
rozdéleni?

d) jsou opravdu pozorovani nezavisla?
problém &asto tam, kde puisobi &as

» k odstran&ni problémi s body a), b), c) €asto pomiize
transformace, nap¥. logaritmovani zavisle proménné

» [plot(Im(fat~height+weight))]
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vySetfovani zavislosti

nezavisle zavisle proménna
proménna(é) | spojita | nominalni
spojita regrese | (logistickd
korelace regrese)
nomindlni | analyza | kontingen&ni
rozptylu tabulky

priklady:

» hmotnost na vysce

v

rakovina plic na poétu vykoutenych cigaret

v

hmotnost obilky na Zivném roztoku

» barva o&i a barva vlasi
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multinomické rozdg&leni

hodnoceni kvalitativnich znaka

» znaky v nominalnim mé¥Fitku
» nékdy i v ordindlnim mé¥itku, ale uspofadani zde prehliZzime
» postupy pro ordindlni znaky existuji, ale zde neni pro né &as
» priklady

> pocty osob s krevnimi skupinami A, B, AB, 0

» poclty déti narozenych v jednotlivych mésicich v Praze

> polty matek se zakladnim, stfednim, vysokoskolskym

vzdélanim
» statistické jednotky t¥idime podle hodnoty nomindlniho znaku
do k neslucitelnych kategorii

» vysledkem je k-tice (ndhodny vektor) &etnosti

» modelem pro tento vektor je multinomické rozdéleni
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multinomické rozdg&leni

multinomické rozdéleni
ptiklad: hod hraci kostkou, kK = 6

» v dil&im pokusu k moZnych vysledki (jevd) Aj, ..., A
> Ai,..., A jsou neslulitelné jevy, sjednoceni vdech je jev jisty
> 7 je pst, Ze vyjde A; (m+m+...+7=1)

» n nezavislych dil¢ich pokusi (n opakovéni)

» N, — pocet dil¢ich pokusi, kdy nastalo A;

» (Ni,..., Ny) ma multinomické rozdéleni s parametry
n,my,...,Tk
» pravdépodobnost toho, Ze Ny = nq, ..., Ny = ng

(m+m+...4n=n, n>0,...,n>0)

n! n n
P(Nl:nl,...,Nk:nk):ﬁﬂll...ﬂ'k’(
nt...ng:
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multinomické rozdg&leni

souvislost s binomickym rozdélenim

ptiklad: zajimame se jen Sestku na hraci kostce
» pro k =2 jsou v dil&im pokusu jen dva mozné vysledky,
binomické rozd&leni je specidlnim p¥fipadem multinomického

n
P(N1 =m, N2 = n2) = 771';17732

je totéZ jako (plati prece n1 + ny = n)

n
n

P(Ny = ny) = < >7r1"1(1 — )M

» kazdé N; (samotné, proti ostatnim Cetnostem) ma binomické
rozdéleni, tedy

/Viji(n,Trj), ENj:mTj

Zaklady biostatistiky  (MS710P09) ak. rok 2012/2013 11. pFedndska 7. kv&tna 2013 216(244)



multinomické rozdg&leni

vlastnost x? (chi-kvadrét), chi-kvadrat test dobré shody
(X? - velké x?)

» plati pro velkd n, nap¥. pokud n7m; > 5 pro v3echna j,

k
N; — n;)?
X? = (N; = nmy)” mé pFiblizn& rozd&leni x2
Z nm; P Xk-1
Jj=1
» chi-kvadrat test dobré shody Hy : m1 = 71?, e, T = 7r2

(pravd&podobnosti jsou hypotézou dany jednoznaéné)
» plati-li Hp, otekdvame Cetnosti blizké hodnotdm E N; = n7rj(-):

K (Nj — nrf)?
» Hop zamitame, je-li X2 > 2 . (a), | X% = A
0 J - Xk—l( ) J_Zl n7TJ(-)

» N; — empirické (experimentalni) Eetnosti,

nm9 — oekadvané (teoretické) etnosti

J
» statistika X2 (velké chi-kvadrat) porovndva empirické a

vy ot

olekdvané Cetnosti (mé&Fi jejich neshodu, ,vzdélenost")
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multinomické rozdg&leni

pocty studentl biologie narozenych v jednotlivych mésicich
nulova hypotéza: déti se rodi béhem roku rovnomérné

[chisq.test(nj,p=c(31,28,31,30,31,30,31,31,30,31,30,31)/365)]

mésic n; mrj(-) pfinos k chi-kvadrat
1 11 9,43 0,2623

2 9 8,52 0,0276

3 13 9,43 1,3539

4| 11 9,12 0,3861

5 8 9,43 0,2161

6 5 9,12 1,8635

7 10 9,43 0,0348

8 6 9,43 1,2461

9 13 9,12 1,6473

10 8 9,43 0,2161

11 8 9,12 0,1383

12 9 9,43 0,0194
celkem | 111 | 111,00 7,4115

X2 =74115 < x3, ,(0,05) =19.675 p=765%
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multinomické rozdg&leni

priklad: reprezentativnost vybéru

(porovnat procenta v populaci a vybé&ru nestaci)

>

ve vzorku pacientil byly poéty osob s krevnimi skupinami
0, A, B a AB po ¥ad& 56, 72, 54, 18 (tedy n = 200)
ve vySetfované populaci jsou krevni skupiny 0, A, B a AB
v pomé&ru 35 %, 35 %, 20 % a 10 % (to uréuje Hp)
v praméru otekdvame Cetnosti 200 - 0,35 =70 (70, 40, 20)
Ize povaZovat tento vybér za reprezentativni vzhledem
k vyskytu krevnich skupin?
2 2 2 2
2= (56 — 70) n (72 —70) n (54 — 40) i (18 — 20)
70 70 40 20
= 7,96 > 7,81 = x3(0,05) p=47%

vybér nelze povaZzovat za reprezentativni
p¥i polovi¢nich Eetnostech ve vyb&ru (28, 36, 27, 9) by vyslo
2 =308, p = 26,4 % (lze povaZovat za reprezentativni)
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multinomické rozdg&leni

priklad hrach: barva kvétl a tvar pylovych zrnek
segregace dvou typid genti (C. R. Rao: Linedrni metody statistické indukce ..., str. 439)

> barva kvétli — purpurova :

» tvar pylu — ovalny : kulaty v pom&ru 3 : 1 (dano)

ervend v poméru 3 : 1 (dédno)

» plati-li nulovd hypotéza (Ho : jde o nezavislou segregaci),
pak ¢tyfi mozné kombinace musi byt v poméru 9 :3:3:1

barva | pupurovd Cervend purpurovd Cervend | celkem
tvar ovalny ovalny kulaty kulaty
n; 296 27 19 85 427
o} 3843/16 1281/16  1281/16  427/16 | 427
(o) | 1097 3517 4657 12741 | 222,12
J

x? = 222,12 > x3(0,05) = 7,81

> nezdvislost jsme zamitli
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multinomické rozdg&leni

priklad hrach: barva kvétl a tvar pylovych zrnek

dodateéné ovéfeni predpokladu zndmého poméru

> co zplsobilo zamitnuti hypotézy?

barva | purpurovd ervend | celkem
ovalny tvar 296 27 323
kulaty tvar 19 85 104
celkem 315 112 427

» jsou barvy v oekdvaném poméru 3 : 17
[chisq.test(c(315,112),p=c(3/4,1/4))]

x>=03443 p=557%
> jsou tvary v ofekdvaném poméru 3 : 17
x> =0,0045 p=759%

» divodem zamitnuti je nutné zavislost
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multinomické rozdg&leni

stejny priklad, $tépny pomér nezndme

pro¢ takto pocitdme, bude ¢asem

tvar barva

purpurovd Cervend | celkem
ovalny 296 27 323
kulaty 19 85 104
celkem 315 112 427

ofekavané Cetnosti:

323 -315/427 = 238,28 323-112/427 = 84,72
104 - 315/427 = 76,72 104 - 112/427 = 27,28

2 _ (296—238,28)2

(27—84,72)2 | (19-76,72)> | (85—27,28)> __
238,28 + 84,72 + 76,72 + 27,28 215,10
p < 0,001, olekavané &etnost jsou vé&tsi, nez 5
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multinomické rozdg&leni

sloZena nulova hypotéza (hypotéza o struktute)

v

hypotéza uréuje vztahy mezi pravdépodobnostmi 7y, ..., mx
nékteré parametry zistdvaji volné, je tfeba je odhadnout

v

priklad antigen: (Hardy-Weinberg equilibrium, nezdvislost)
model pro fenotypy AA, Aa, aa

> neurleny parametr 6 — pravdépodobnost alely A
> jsou zjisté&né Cetnosti fenotypd ny = 18, np =17, n3 =6
v souladu s modelem, tj. s H-W rovnovéahou?
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multinomické rozdg&leni

odhad metodou maximalni vérohodnosti za Hg

n!

P(N1 = n, N2 = Ny, N3 = n3) = (92)'71(29(1—9))"2((1—9)2)'73

n1!n2!n3!

> najit 0 takové, aby pravdépodobnost konkrétniho vysledku
byla maximalni moznad (maximaln& v&rohodna)

» odhad 6 maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce
6(9) = |n(P(N]_ = ny, N2 = no, N3 — n3))

=i (e (%)™ @0 - )™ (1= 0)))")
=+ (2n + ) In O + (n2 + 2n3) In(1 — 6)
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multinomické rozdg&leni

» v nasem p¥ikladu vyjde

2-N1+N2 _2'18+17
82

= 0,646>

(polet alel A na polet ,mist” pro alely)

v

6 ma obecné g nezavislych slozek, zde g = 1
kazdy odhadovany parametr ubere jeden stuperi volnosti

v

Hp zamita pokud

k i — nm; 5))2
X? = Z (NJI‘ITF(;A§9)) > Xiflfq(a)
j=1 j

pFiklad: x? = 0,355 < x§_1_1(0,05) = 3,34
p=551% hypotézu na 5% hlading nemiZeme zamitnout

v
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kontingen¢ni tabulka

nezavislost nominalnich znaku

ptiklad hrach: barva kvétd a tvar pylovych zrnek

>

nominalni znak s hodnotami Aj, ..., A, (tvar)
nomindlni znak s hodnotami Bi, ..., B, (barva)
Njj kolikrat soutasn& A; a B; (sdruZzené Eetnosti)
marginalni Cetnosti

Nie=> Nj  Noj=> Nj
j=1 i=1
nezavislost znaki: pro viechny dvojice i, plati
P(Ai N Bj) = P(A;) P(B))

charakteristika nezdvislosti: z marginalnich psti jevii A;, B;
dokdZeme rekonstruovat sdruzené psti jevi A; N B;
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kontingen¢ni tabulka

test nezavislosti dvou kvalitativnich znaka

hodnoceni kontingenéni tabulky

> Hp : znaky jsou nezavislé

OU
i=1 j=1

> teoretické Cetnosti (prot&jgek Njj) —
Cetnosti, které v priméru otekavame, plati-li hypotéza
Nio No_[ NioNoj

o,-j:n-P(A,-ﬂBj):n-P(A,-)-P(BJ-):n- - . - = -

» nezavislost se zamita pokud X? > xfrfl)(cfl)(a)

» stupn€volnostin—1—q=r-c—1—(r—1)—(c—1)=
r-c—r—c+1=(r—1)(c—1)
» mélo by byt o; > 5V (i,) (tj. pro v8echny dvojice)
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kontingen¢ni tabulka

priklad barva kvéti a tvar pylovych zrnek

$tépny pomér nezname

tvar barva

purpurovd Cervend | celkem
ovalny 296 27 323
kulaty 19 85 104
celkem 315 112 427

ofekavané Cetnosti:

323 -315/427 = 238,28 323-112/427 = 84,72
104 - 315/427 = 76,72 104 - 112/427 = 27,28

2 _ (296—238,28)2 | (27—84,72)> | (19-76,72)2 , (85—27,28)%> __
- 238,28 + 84,72 + 76,72 + 27,28 222,12
p < 0,001, olekavané &etnost jsou vé&tsi, nez 5
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kontingen¢ni tabulka

priklad: koufeni u muzi
data: Ichs
empirické sdruZené a marg. Cetnosti

vzd&lani | zdkl. odb. mat. VS | celk.

nekufak | 14 55 55 73 | 107 , (14 —243)?
byvaly k. | 11 28 44 42| 125 XT3

ku¥ak 14 24 24 17| 79

silny k. 78 189 175 106 | 548 .

celkem 117 296 298 238 | 949 (106 — 137’4)2

otekdvané sdruzené a marg. Cetnosti 137,4

vzdéldni | zdkl.  odb.  mat. VS | celk. = 38,68

neku¥ak 24,3 61,4 61,9 49,4 197
byvaly k. | 15,4 39,0 39,3 31,3 125 o . . o
kutdk 9,7 24.6 24,8 19,8 79 f= (4 1)(4 1) =9
silny k. 67,6 1709 172,1 137,4 548 p< 0.0001
celkem 117 296 2908 238 949 ’

[chisq.test(matrix(c(14,11,14,78, 55,28,24,189,
55,44,24,175, 73,42,17,106),nr=4,nc=4))]
zavislost jsme na 5% hladiné prokazali
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priklad Baden

barva o&i barva vlasi celkem
svétld | hnéda | &ernd | rySava

modrd 1768 807 189 47 2811

Sedd/zelend 946 | 1 387 746 53 | 3132

hnéda 115 438 288 16 857

celkem 2829 | 2632 | 1223 116 6 800

» barva o&i r = 3, barva vlasti ¢ = 4, n = 6800
» 011 = 2811-2829/6800 = 1169. ..
» 034 =116 -857/6800 = 14,62 > 5

» (1768 — 1169)% (807 — 1088)2

X 1160 | 1088 T 073,5
> x2(0,05) = 12,5916
p < 0,0001

zavislost je na kazdé rozumné hlading prokazana
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kontingen¢ni tabulka

test homogenity

» hodnoty znaku By, ..., Bc

» r nezavislych vybéri z rliznych populaci
» Hp : populace se nelisi

» dal stejné jako pro nezavislost

» priklad krevni skupiny

populace skupina celkem
0 A B | AB

C 121 | 120 79 | 33 353

D 118 95 | 121 | 30 364

celkem 239 | 215 | 200 | 63 717

» (121 —353-239/717)? ,
- .= 11742 0,05) = 7,815
X 353.230/717 | 742 > x3(0,05) =7,

nejm. teoretickd &etnost: 353-63/717 = 31,02 > 5, p = 0,8 %
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McNemariiv test (test symetrie)

nezaméiiovat s testem nezavislosti!

>

>

parovy test pro nomindlni veli¢inu s hodnotami By, ..., By

zjistujeme hodnoty nomindlniho znaku na stejnych objektech
za dvojich okolnosti (pfed oSetfenim, po oZetteni)

Nj; poet objektil, u nichZ prvni méfeni B; a druhé méreni B;

nulova hypotéza: pravdépodobnosti moznych hodnot znaku
jsou stejné za obojich okolnosti (pfed ofetfenim i po ném)

-2 Z*N,, o,

hypotézu zamitneme p¥i X2 > Xi(kfl)/z(a)
vyrazy ve jmenovateli musi byt kladné!

nezdvisi na pottu objektl, kdy vysly oba vysledky stejn& (N;;)
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McNemar

priklad stromy

1994 1995 celkem
1 2 3

1 4 3 3 10

2 712111 39

3 11151 35 51

celkem | 12 | 39 | 49 100

» stav tychZ strom( ve dvou sezénach
> celkem 100 strom{
—_7)2 _1)2 _ 2
2 _ (3-7) (3-1) (11 — 15) 3215
3+7 3+1 11+15

v

v

x3(0,05) = 7,8147, p=36,0%

rozdil mezi sezénami jsme neprokazali

» [mcnemar.test(matrix(c(4,7,1,3,21,15,3,11,35),3,3))]
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tyFpolni tabulka (tabulka 2x2)

znovu test nezdvislosti & homogenity

a b a+b
c d c+d
atc| b+d n

» specialni p¥ipad kontingenéni tabulky pro r = c =2
> test nezdvislosti i test homogenity
statistiku lze upravit na pohodIngjsi vyjadreni

n(ad — bc)?

X% =
(a+ c)(b+ d)(a+ b)(c + d)

zamitd se pro X2 > x3(a) = z(a/2)?
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Fisheriiv exaktni test

pripad malych &etnosti

> je-li nékterd olekdvana Cetnost mald, pak lze u &étyfpolni
tabulky pouzit upraveny postup: Yatesova korekce
2 _ n(|ad — bc| — n/2)?
Y (a+c)(b+d)(a+ b)(c+d)

» Fisherdv exaktni test pod&itd pfimo dosaZenou hladinu p

» pro tabulku s velkymi &etnostmi je vypocet Fisherova testu
vypoletn& narotny (pamétové ndroky, trvani vypottu)

> existuje zobecnéni Fisherova testu i pro vétsi tabulky, nezZ je
Etyfpolni
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Fisheriiv exaktni test

komplexni pfiklad hrabos

Frenkelia Sarcocystis spp. celkem
spp. + —

+ 4 27 31

- 11 473 484

celkem 15 500 515

» souvisi spolu ndkazy dvéma cizopasniky?
» nulova hypotéza: nezavislost

»  515(4-473 —11-27)?
~ 15.500-31-484

= 11,643, p=0,06%

> nejmensi olekdvand Cetnost: 15-31/515=0,9 <5
> [chisq.test(matrix(c(4,11,27,473),2,2),correct=FALSE)]
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priklad hrabos$

» Yates: x2=8,187 p=042%
[chisq.test(matrix(c(4,11,27,473),2,2))]

» Fisheriv test: p=0,92%
[fisher.test(matrix(c(4,11,27,473),2,2))]
» na 5% hlading zavislost prokazana
» vyskytuji se dvaoji cizopasnici se stejnou psti?
(zcela jind otdzka, neZ na nezdvislost)
» odpovéd dd McNemarilv test:
,  (11-27)2

=-——=06,7368 =0,949
X 11+27 ) ) p ) A)

[mcnemar.test(matrix(c(4,11,27,473),2,2),correct=FALSE)]
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pouZiti statistiky

jak statistiku pouzijeme

» co o problému zjistili jini? (p¥etti, sepi¥)

> co chces zjistit?
» zformuluj otdzku (to ur&i mozné statistické metody)
» zformuluj nulovou a alternativni hypotézu

» zvol hladinu testu «

» zvol rozsah vyb&ru (pFesnost, délka int. spolehlivosti, sila
testu)
» potid data
» proved mé&¥eni (podrobné zaznamy!)
» preved do elektronické formy (kédovani)
» vycisti data (grafy, popisné statistiky,. . .)
» proved vypotty, kresli grafy
» pouZij vysledky a grafy, interpretuj
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dvoji plivod dat

» planovany (organizovany) pokus

aktivné zasahujeme

fixujeme okolnosti (stdld teplota, sv&telny rezim)
nastavujeme drovn& zvoleného faktoru (nap¥. Zivné roztoky)
jedincim nahodné p¥ifazujeme oSetfeni

zjistime-li rozdil, zndme jeho p¥icinu

v

v

v

v

v

» Setfeni (sledovani d&nf)

» pouze sledujeme, nezasahujeme

> rozdil mezi porovnavanymi skupinami m(Ze byt zptsoben
matouci (confounding) veli¢inou, kterd souvisi s rozd&lenim
do skupin i s m&enym znakem (p¥iklad: pldnované t&hotenstvi
na vzdélani matky, matouci veli¢inou je v&k matky)
rozdéleni do skupin nemiZeme ovlivnit, je dano
miZe zaleZzet na tom, zda délime podle moZnych p¥icin
(kohortové studie, pomér rizik RR vypovida) nebo ndsledki
(case-control, RR nevypovida, pomér sanci OR ano)

N
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jaké ulohy FeSime
déleni podle skupin statistickych metod
> popsat stav (popisnd statistika, Exploratory Data Analysis =
formulace védeckych hypotéz)
» poloha (primé&r, medidn, kvartily,. . .)
» variabilita (smé&r. odchylka, rozptyl, kvartilové rozpéti)
» zdvislost (korelaZni koeficient, Spearmantiv korel. koeficient)
» tvar rozdéleni (3ikmost, 3pi¢atost)
» prokazat vliv o3et¥eni (induktivni, konfirma&ni statistika)
» zmé&na polohy (t-testy, analyza rozptylu)
» zmé&na variability (Levene, F-test, Bartlettlv test)
» jind zm&na rozdgleni (Kolmogorov-Smirnov)
» prokazat zavislost (induktivnl', konfirmaéni statistika)
» obé& spojité (korelaZni koeficient, regrese)
» spojitd na kvalitativnimi (ANOVA)

» ob& kvalitativni (kontingen&ni tabulka)
» predikce spojité veli¢iny na spojitych &i kvalitativnich (regrese)
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vybér metody

v

jakou llohu fesime?

v

jsou vybéry nezavislé?
> zajistit organizaci pokusu

v

Ize p¥edpokladat normalni rozdéleni?
> lze soudit z grafu (normdlni diagram)
> |ze ové&Fovat pomoci testil
» v jednotlivych vyb&rech nebo z reziduf

v

je rozptyl staly?
> lze soudit z grafu (rozptylovy diagram)
> |ze ové&Fovat pomoci testil
» porovnat vybéry nebo z rezidui
> U regrese Ize ovéFit pomoci Breuschova-Paganova testu
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pouZiti statistiky

volba nulové a alternativni hypotézy

> Hp zjednodusuje model

hypotéza p¥esngji uruje model (nap¥. test shody)

populace se nelis{ (vyb&ry se lis{ jen ndhodng)

veli¢iny jsou nezdvislé

Ho zpravidla chceme vyvratit abychom prokazali svoji védeckou
hypotézu

vV vyVvyy

» H; je opak nulové hypotézy
» pokud existuje jednostranna alternativni hypotéza, musime ji
zvolit pred pokusem na zdkladé tvah, které nejsou zalozeny
na pouzitych datech
» zpravidla obsahuje vice moZnosti neZ nulova hypotéza
» zpravidla obsahuje tvrzeni, které chceme dokazat

» pouze zamitnutim Hg néco dokazujeme
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pouZiti statistiky

porovnani populaénich mér polohy

rozdéleni normaln{ spojité
populaéni parametr populaéni populaéni median
(o Zem je hypotéza) pramér (distribu&ni funkce)
jeden vybér jednovybérovy t- | jednovybérovy Wilcoxon
test
vybér dvojic parovy t-test znaménkovy, Wilcoxon
dva nezdvislé vybéry dvouvybérovy Mann-Whitney
t-test (Kolmogorov-Smirnov)
k nezavislych vybéri | analyza rozptylu Kruskal-Wallis
jedn. tfidén{
vybér r-tic analyza rozptylu Friedman
nahodné bloky
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pouZiti statistiky

vySetfovani zavislosti

nezavisle zavisle proménna
proménna(é) | spojita | nominalni
spojita regrese | (logistickd
korelace regrese)
nomindlni | analyza | kontingen&ni
rozptylu tabulky

priklady:

» hmotnost na vysce

v

rakovina plic na poétu vykoutenych cigaret

v

hmotnost obilky na Zivném roztoku

» barva o&i a barva vlasi
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