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pøipomenutí pøíkladu: klesá potratovost?

Yi 24.7 25.7 31.6 24.3 26.8 30.6 21.1 23.5 26.9 22.5 23.1 24.9

Zi 23.1 23.6 27.9 22.2 23.4 27.9 21.5 26.0 24.3 23.9 21.2 25.7

Xi 1.6 2.1 3.7 2.1 3.4 2.7 -0.4 -2.5 2.6 -1.4 1.9 -0.8

R+i 4 6 12 7 11 10 1 8 9 3 5 2

• pou¾ijeme údaje z 12 okresù v leteh 2000 (Yi) a 2001 (Zi)

• hypotéza H0 : v obou leteh potratovost stejná, rozdíly dány ná-hodným kolísáním; H1 : potratovost klesá (jednostranná alt.)

• za H0 by rozdíly mìly kolísat symetriky kolem nuly

• za H1 by mìly pøevládat kladné rozdíly, spí¹e velké
• prùmìrné poøadí z 8 kladnýh rozdílù: 8 (souèet 64)prùmìrné poøadí ze 4 zápornýh rozdílù 3,5 (souèet 14) 2



párový Wiloxonùv (Wiloxon signed rank) test

• neh» (Y1, Z1) . . . , (Yn, Zn) nezávislé dvojie, Xi = Yi − Zi

• H0 : Yi, Zi mají stejné rozdìlení (populae jsou stejné)

• mají-li Yi, Zi stejné rozdìlení, pak rozdíly Xi = Yi − Zi jsou symet-riky rozdìleny kolem nuly
• postup

− vylouèit nulové hodnoty Xi (tedy shodné hodnoty Yi, Zi), podletoho pøípadnì zmen¹it n

− urèit poøadí R+i absolutníh hodnot |Xi| = |Yi − Zi|
− urèit W souèet poøadí pùvodnì kladnýh hodnot Xi

− podle W rozhodnout 3



rozhodování
• na základì entrální limitní vìty lze pou¾ít

Z =
W − EWS.E.(W ) = W − n(n + 1)/4

√

n(n + 1)(2n + 1)/24

• hypotézu o shodì zamítneme, bude-li |Z| ≥ z(α/2)

• pøi jednostranné alternativì porovnat Z a z(α)

• pro malý poèet dvoji (do deseti) radìji pou¾ít tabulky

• pøíklad (W = 64, n = 12, jinou metodou pøesnì je p = 2,6 %))

Z =
64− 12 · 13/4

√

12 · 13 · 25/24
= 1,961 > 1,645 = z(0,05), p = 2,5 % 4



poznámky k výpoètu

• nezapomenout vylouèit nulové rozdíly

• shodným absolutním hodnotám rozdílùm pøiøadíme jejih prùmìrnépoøadí:
• Exel 2000 øe¹í problém shod nestandardnì (bohu¾el)

• jednoduhá ukázka
Xi 4 -2 5 2 -6 -4 2 7

|Xi| 4 2 5 2 6 4 2 7
R+i 4,5 2 6 2 7 4,5 2 8Exel 4 1 6 1 7 4 1 8 5



párový znaménkový (sign) test

• hodnotí pouze poèet kladnýh a zápornýh rozdílù, nezále¾í natom, jak jsou rozdíly veliké (slab¹í test ne¾ Wiloxonùv)

• H0 : Yi, Zi mají stejné rozdìlení; za hypotézy oèekáváme, ¾e poètykladnýh a zápornýh Xi jsou podobné

• oznaème Y poèet kladnýh Xi z elkem n nenulovýh, za hypotézy

Y ∼ bi(n, 1/2)

• pøibli¾né rozhodování (entrální limitní vìta)
Z =

Y − n/2
√

n/4
=
2Y − n√

n
, zamítat pro |Z| ≥ z(α/2)

• pøi jednostranné alternativì porovnáme Z a z(α) 6



poznámky
• pro znaménkový test není tøeba znát hodnoty Yi, Zi, staèí vìdìt,která z mo¾ností Yi > Zi, Yi < Zi, Yi = Zi nastala

• ná¹ pøíklad o mo¾ném poklesu potratovosti (n = 12, Y = 8)

Z =
2 · 8− 12√
12

= 1,155, p = P(Z > 1,155) = 1− Φ(1,155) = 0,124

• pøi malýh hodnotáh n (do 30) se doporuèuje Yatesova koreke

ZYates = |Y − n/2| − 1/2
√

n/4
sign(Y − n/2) =

|2Y − n| − 1√
n

sign(2Y − n)

• ná¹ pøíklad (Yatesova koreke, jiným zpùsobem pøesnì p =0,194)

Z =
|2 · 8− 12| − 1√

12
· 1 = 0,866, p = 1− Φ(0,866) = 0,193 7



Regrese
• na rozdíl od korelae (síla závislosti) hledáme tvar (zpùsob) zá-vislosti, zajímá nás také prùkaznost závislosti

• sna¾íme se z danýh hodnot regresorù (nezávisle promìnnýh)pøedpovìdìt hodnoty závisle promìnné (odezvy)

• sna¾íme se variabilitu (kolísání hodnot) odezvy vysvìtlit kolísánímregresorù

• prvnì v tomto smyslu F. Galton (1886) pøi vy¹etøování závislostivý¹ky synù na prùmìrné vý¹e rodièù: synové rodièù o dva palevy¹¹íh ne¾ prùmìr v¹eh rodièù byli v prùmìru jen o pale vy¹¹íne¾ prùmìr synù; dvoupalová odhylka se nereprodukovala elá,byl patrný návrat (regres) k prùmìru 8



pøíklad: souvisí úmrtnost se zemìpisnou ¹íøkou?
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• úmrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v státeh USA9



regresní pøímka
• hování Y (úmrtnost, mortality) vysvìtlit lineární závislostí na x(zemìpisná ¹íøka, latitude)
• ka¾dé zem. ¹íøe odpovídá jakási støední úmrtnost, ta závisí nazemìpisné ¹íøe lineárnìE Yi = β0 + β1xi, i = 1, . . . , n

• parametry β0, β1 odhadneme metodou nejmen¹íh ètverù mi-nimalizaí pøes β0, β1 souètu ètverù þsvislýhÿ odhylek

n
∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2

• výsledné minimum (pro b0, b1) { reziduální souèet ètverù Se10
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ná¹ pøíkladkoef. odhad stø. hyba t-stat. pabs. èlen 389,19 23,81 16,34 <0,001latitude { 5,98 0,60 { 9,99 <0,001

• odhad závislosti est(mortality) = 389,2 { 5,98 latitude

• s ka¾dým stupnìm sev. ¹íøky klesá úmrtnost v prùmìru o 6 osobna 10 000 000 obyvatel
• na rovníku by úmrtnost mìla být 389 jednotek, ale je to extrapo-lae mimo rozmezí známýh hodnot { velmi nejisté
• závislost je prùkazná, nebo» v øádku pro x (latitude) je p <0,00112



obenì
• odhadnutá závislost y = b0 + b1x, modelová y = β0 + β1x

• závislost na x prokazujeme testováním hypotézy H0 : β1 = 0 protioboustranné alternativì pomoí
T =

b1S.E.(b1) = b1
s

√

√

√

√

n
∑

i=1

(xi − x̄)2, zamítáme pokud |T | ≥ tn−2(α)

• reziduální souèet ètverù { nevysvìtlená variabilita odezvy

Se =
∑n

i=1(Yi − (b0 + b1xi))
2 reziduální rozptyl s2 = Se/(n − 2)

• koe�ient determinae ukazuje, jaký díl variability odezvy jsmezávislostí vysvìtlili

R2 = 1− Se
∑n

i=1(Yi − Ȳ )2 13



ná¹ pøíklad a tabulka analýzy rozptylu

st. vol. souèet ètverù prùm. ètverevariabilita f SS MS F pmodel 1 36 464,20 36 464,20 99,797 <0,001reziduální 47 17 173,07 365,38elkem 48 53 637,27
• kolísání úmrtnosti vysvìtlíme závislostí z 68 %

R2 = 1− 17173,07
53637,27

=
36464,20

53637,27
= 0,680

• na 30. stupni oèekáváme úmrtnost 389,19 { 5,98 · 30 = 209,86,na 40. stupni oèekáváme úmrtnost 389,19 { 5,98 · 40 = 150,0814



mù¾eme prediki zlep¹it?koef. odhad stø. hyba t-stat. pabs. èlen 401,17 28,04 14,31 <0,001latitude { 5,93 0,60 { 9,82 <0,001longitude 0,15 0,19 0,82 0,418

• není prùkazné, ¾e by koe�ient u longitude byl nenulový (nezamít-neme hypotézu, ¾e koe�ient je nulový)
• koe�ient determinae R2 =0,684 (pùvodnì 0,680)

15



mù¾eme prediki zlep¹it?koef. odhad stø. hyba t-stat. pabs. èlen 360,69 21,50 16,78 <0,001oean 20,43 4,83 4,23 <0,001latitude { 5,49 0,53 { 10,44 <0,001

• koe�ient determinae R2=0,770
• pøi þstìhováníÿ z vnitrozemí k oeánu po rovnobì¾e roste úmrt-nost v prùmìru o 20 osob na 10 milionù obyvatel

• je to ekvivalentní vnitrozemskému stìhování o 20,43/5,49 = 3,72stupòù na jih

• na ka¾dý stupeò stìhování na sever klesá úmrtnost o 5,5, pokudse nezmìní vztah k oeánu 16
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• vnitrozemské státy: y=360,69-5,49 xpøímoøské státy: y=(360,69+20,43)-5,49 x =381,12-5,49 x

• lze ovìøit, ¾e pøímky mohou být rovnobì¾né (p =99,6 %) 17



pozor na interpretai odhadù (pøíklad)

• závisí proento tuku dospìlého mu¾e na vý¹e?pokud ano, tak s vý¹kou roste nebo klesá?

• závisí na tom, jak se na úlohu díváme, o bereme v úvahu

• est(fat) = { 55,91 + 0,391 height R2 = 14,0 %

• est(fat) = 13,29 { 0,273 height + 0,627 weight R2 = 69,5 %

• ve v¹eh pøípadeh jsou koe�ienty na 5% hladinì prùkaznì nenu-lové

• rozdíl je v kvalitì vyrovnání, ale zejména v interpretai

• prùmìrná zmìna proenta tuku pøi jednotkové zmìnì vý¹ky(a nezmìnìné hmotnosti pro druhý model) 18



regrese v MS Exelu 2000Exel 2000 oznaèeníabsolutní èlen Hranie b0odhad Koe�ienty bistøední hyba odhadu Chyba støední hodnoty S.E.(bj)koe�ient Násobné R √
R2(mnohonásobné) korelaekoe�ient determinae Hodnota spolehlivosti R R2adjustovaný koef. det. Nastavená hodnota spol. R R2adjresid. smìr. odhylka Chyba støední hodnoty spoèet pozorování Pozorování npoèet st. volnosti Rozdíl 19



obené pøedpoklady
• tvar závislosti: známe jak vysvìtlovaná velièina závisí na vysvìt-lujííh
• homoskedastiita: pro v¹ehny kombinae hodnot vysvìtlujííhvelièin je rozptyl vysvìtlované velièiny konstantní

• nezávislost: náhodné slo¾ky vysvìtlovanýh velièin jsou nezávislé

• normalita: náhodná slo¾ka má normální rozdìlení

• pøedpoklady lze ovìøovat (regresní diagnostika)
• nìkdy pomohou transformae 20


