1(178) Gvod 129(178)

populace a vybér

Statistika _ o
(MD360P03Z, MD360P03U) > populaci charakterizujeme pomoci parametr( rozdélent,
K. rok 2’007/2008 pripadné typu rozdéleni
' > vysledek méfeni na ndhodné vybraném prvku populace —

nadhodna veli¢ina
» skutecné hodnoty parametrii nezndme
» chceme je odhadnout
» chceme rozhodnout o platnosti tvrzeni (hypotézy)
o parametrech
> jako vybér si predstavujeme nékolik nezavislych ndhodnych
velicin se stejnym rozdélenim a nezndmymi parametry
» parametry odhadujeme na zakladé€ vybéru
» 0o hypotézach rozhodujeme na zdkladé vybéru

Karel Zvara

karel.zvara@mff.cuni.cz
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara

6. listopadu 2007

SR+ 87, "
/&69 Q@L » priklady
RS AP N2 » stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny (populaéni priimér)
= S é odhadujeme pomoci vybérového priméru
%’ O =5 » rozptyl ndhodné veli¢iny odhadujeme pomoci vybérového
EH ¢ j rozptylu
@x;y
a a D360P0 D360P03U)ak. rok 2007/2008 6. pfednaska 5. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U)ak. rok 2007/2008
vybérovy pramér 130(178) vybérovy pramér 131(178),
chovani vybérového priiméru variabilita vybérového priiméru

» necht X1, Xo,... X, jsou nezavislé ndhodné veliciny
s libovolnym stejnym rozdélenim se stfedni hodnotou p

» pro rozptyl nezavislych ndhodnych velicin plati

2 . - ’ 7 v v e
a rozptylem o<, tj. nahodny vybér z onoho rozdéleni 2 2 2 2 2 2
. Oxty =0x T0y  0Opx = b0k
C o 1
> pramér X, Xo, ... X,: X = - ZX,- > proto je
i=1 1 0'2
v v . v , 02_ - 0_21 n = _n0_2 - —
> pfipomenime vlastnosti stfedni hodnoty X nimiXi 2 n
» pramér X mé tedy rozptyl n-krat mengi, ne? jednotliva
px+y = px +py,  pex = b-px P . yroeey !
pozorovani
> proto je > stfedni chyba priméru = smérodatna odchylka priméru
1 1 Z 1 SE(X)= 2
vy — 1 n = — n L= — L= —Nu = C. - —F=
Px =Hisn X = 5 HYL X =, - px; = = H vn
=

> 11z = 1, tj. X je nestranny odhad parametru p

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U)ak. rok 2007/2008
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vybérovy pramér 132(178) vybérovy pramér 133(178),

priklad: vék matek priklad: vék matek
Histogram of x
° —
8 = > vyjimeény umély priklad, kdy zndme celou populaci
= | [] » populace obsahuje 10 916 hodnot
o —
8 7 1 » rozdéleni véku je vyrazné nesymetrické
> o » provadén vybér rozsahu n, vzdy spocitan pramér
& 8 4 —
& © | » Nkrat opakované provedeno (spoditdno N = 1000 praméri)
& — L
= » spocitany charakteristiky z N primér( jako vychozich hodnot,
o — v - ; 7
< (modfe charakteristiky celé populace nebo hodnoty odvozené)
- n praimér sm. odch. o/y/n Sikmost $picatost
Q7 1 25.43 4.62 4.94 0.74 0.29
10 25.35 1.54 1.56 0.28 -0.04
o - 100 25.39 0.48 0.49 0.08 -0.05
! ! ! ! ! ! ! (populace) | 1 =25.40 o0 =494 494 0.77 0.19
15 20 25 30 35 40 45
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vybé&rovy pramér 134(178) vybérovy pramér 135(178),
priklad: histogram populace a histogramy vybért priklad: histogram populace a histogramy vybér
Sirky intervall stejné Sirky intervall prizptsobené variabilité
2000 populace n=1 2000 populace n=1
21500 3 150 21500 2 150
c c c c
S 1000 $ 100 $ 1000 $ 100
g g g g
L 500 L 50 L 500 L 50
0 [ T T T T T 1 0 [ T T T T T 1 0 [ T T T T T 1 0 [ T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40
n=10 n=100 n=10 n=100
250 150 250 150
5 200 > > 200 >
S 150 S 100 S 150 $ 100
0 [ T T T T T 1 0 [ T T T T T 1 0 [ T T T T 1 0 [ T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45 20 2 24 26 28 30 240 250 260 270
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vybérovy pramér 136(178) CLv 137(178),
priklad: shrnuti centralni limitni véta

» vlastnost souctu nezavislych ndhodnych velicin se stejnym
rozdélenim (populaéni priimér u, popul. rozptyl 02)

> primeér je soucet déleny poctem scitancil
= pro pramér plati CLV také

» praméry kolisaji kolem populaéniho priméru . , Y A (s . ,
P y J pop P K » standardizovany soucet (primér) n nezavislych ndhodnych

> smérodatné odchylky klesaji s rostoucim /n veli¢in Ize pro velké n aproximovat normalnim rozdélenim
» Sikmost a Spicatost se s rostoucim n blizi k nule N(0,1)
> je nadéje, Ze s rostoucim n je histogram podobnéjsi hustoté S Xi—n-p X—p
s v , . I T ;v — 1= . :
normalniho rozdéleni — projev centrdini limitni véty Z = ov/n T 5 vn ~N(0,1)

» pro velkd n se vybérovy priimér chova, jako by slo o vybér
z normalniho rozdéleni, a to bez ohledu na vychozi rozdéleni

X ~ N(p,0?/n)
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int. spol. pro p 138(178) int. spol. pro p 139(178),
interval spolehlivosti pro populaéni priimér 1 100 intervalt spolehlivosti (n =100, 1— «a =95 %)

(v 7 pfipadech interval neobsahuje 1)
» pro nezavislé ndhodné veli¢iny Xq,..., X, ~ N(,u, 02) plati

)_< ~ N(,u, 0'2/17) 95% intervaly

28
|

X—n
o/v/n

» pouzijeme kritickou hodnotu

|
o (|52 < torm) 1 < THT

» hodnota parametru p je tedy s psti 1 — a pokryta intervalem

> proto je ~ N(0,1)

2% 2
| |
S

2
|

(X — ﬁz(a/2);X + 7

» lze pouzit pro velkd n i bez pozadavku na normalni rozdéleni

z(a/2)> i
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int. spol. pro 140(178)

priklad: 1Q vysokoskolak

» u n = 16 ndhodné vybranych studenti jisté fakulty byla
zjisténa hodnota 1Q

» metoda méreni IQ je konstruovana tak, ze je 0 = 15

» vySel primér x = 110

» co lze fici o popula¢nim priméru vSech studentil oné velké
fakulty?

» 95% interval spolehlivosti (z(0,025) = 1,96):

1 1
(110 — 75 -1,96;110 + 75 -1,96) = (102,65; 117,35)

» skuteény populaéni pramér p (vSech studentl oné fakulty)
leZi s 95% pravdépodobnosti mezi 102,65 a 117,35

1 lezi s 90% pravdépodobnosti mezi 103,83 a 116,17

v

6. pfednaska 5. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U)ak. rok 2007/2008

int. spol. pro 141(178),
vlastnosti intervalu spolehlivosti pro p

» délka intervalu roste s pozadovanou spolehlivosti
» 90% interval (103,83; 116,17) ma délku 12,34
» 95% interval (102,65; 117,35) ma délku 14,70
» délka intervalu klesa s rostoucim poctem pozorovani n
» pro n =16 ma 95% interval (102,65; 117,35) délku 14,70
> pro n=16-4 =64 m4 95% interval (106,325; 113,675)
délku 7,35, tedy polovicni

> kolik potfebujeme pozorovani, aby mél 95% interval délku 267
o
—z

%z(a/Z)z& = n=(5 (a/2))2

» v prikladu s 1Q poZzadujeme 6 = 1:

2
n= <1T51,96) = 864

6. pfednaska 5. listopadu 2007 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U)ak. rok 2007/2008

int. spol. pro 142(178)

interval spolehlivosti pro 11 (neznamé o)

» nezndme-li o, nahradime je pomoci (vybérova smér. odchylka)

S= | 1> (X X)?

i=1

» interval spolehlivosti pro yu:

(X - %tnl<a);)_< + %%1(@)

» pouziti kritické hodnoty t,_1(a) Studentova t-rozdéleni misto
kritické hodnoty z(a/2) je penalizaci za to, Zze nezndmou
smérodatnou odchylku o jsme nahradili jejim odhadem S

» plati totiz t,_1(a) > z(e/2), s rostoucim n se rozdil zmensuje

int. spol. pro p 143(178),

priklad: vyska postavy

» studenti odhadovali vysku prednasejiciho;
predpoklddejme, Ze nestranné a nezdvisle na sobé
> n=22 x =172,4, sy = 4,032
» z tabulek: t;(0,05) = 2,080
4,032 4,032

172,4 — 2222 12 080: 172,4 +
( 23 22

-2,080)
(170,6;174,2)

» skutednd vyska je s pravdépodobnosti 95 %
nékde mezi 170,7 cm a 174,2 cm

> 2(0,025) = 1,96
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CLV pro &etnosti 144(178) CLV pro &etnosti 145(178),
centralni limitni véta pro Cetnosti priklad: pocet studentek

> za zkuSenosti je zndmo, Ze mezi uchazeci o studium byva
45 % divek
o » s jakou pravdépodobnosti bude pri 500 prihlaskach pocet
> kala CLV? . _
co fikala C divek mezi 200 a 220 (vcetné)?

v § cielich velidin s al i ropdlent > Y ~ bi(500,0,45) md uy = 500 - 0,45 = 225,
> — soucet nezavislych veliCin s alternativnim rozaelenim 2 . . _ _
sopulatni primér X, je x 0% =500-0,45-0,55 = 123,75, tedy oy = 11,1

| 4
» populaéni rozptyl X; je (1 —7) . 200.5 _ 225 1005 — 225
> Y =3 X P200< Y <220) =@ (222 "2 g (1222
| 4

» absolutni ¢etnost Y

11,1 11,1

» hledand pravdépodobnost je pFiblizné 33,2 % (presné 33,3 %)
[NORMDIST(220,5;225;11,1243;1)

Y ~ bi(n,7), proto pfiblizné Y ~ N(nm, nm(1 — 7))
> relativni Cetnost f = Y/n
» f — primér nezavislych veli¢in s alternativnim rozdélenim

P "NORMDIST(199,5;225;11,1243;1)]
[pnorm(220.5,500*0.45,sqrt(500*0.45*0.55))
-pnorm(199.5,500*0.45,sqrt(500*0.45%0.55))]
[BINOMDIST(220;500;0,45;1)-BINOMDIST(199;500;0,45;1)]
[pbinom(220,500,0.45)-pbinom(199,500,0.45)]

> fNN
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int. spol. pro pst 146(178) int. spol. pro pst 147(178),
interval spolehlivosti pro podil (pravdépodobnost) 7 priklad: hody s hraci kostkou

» 7 — podil prvk( populace s danou vlastnosti » odhadujeme pravdépodobnost Sestky
» 7 — pst, s jakou takovy prvek vylosujeme > kostka A: n =100, n4 = 17,4, = 0,17
» pocet prvki ndhodné vybranych s onou vlastnosti Y ~ bi(n, 7

POCEL P ne vybranye (n, ) 017 083 0,17 - 0,83
» stfedni chyba relativni &etnosti Y /n=f 0,17 — +1,96 - 100

= smérodatna odchylka relativni Cetnosti f

= odmocnina z rozptylu relativni Cetnosti f je tedy 7r(1—n_7r) (0,10;0,24)
» pravdépodobnost m nezndme, odhadneme ji pomoci f » kostka B: n = 100, ng = 41, fg = 0,41

» odtud je priblizny 95% interval spolehlivosti pro =

41
T o7 (o,41 ,/041 0.9 041+1.06. \/0 059)
(f—1,96-\/f;f—|—1,96-\/T>

(0,31;0,51)
> skutecna pst 7 je tedy s 95% psti v uvedeném rozmezi > dilezity rozdil: u kostky A pati 1/6 = 0,167 do intervalu
> existuje presnéjsi (pracnéjsi) postup spolehlivosti; u kostky B nikoliv; miize to néco znamenat?
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