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postupné doplnované slajdy uskute¢nénych prednasek
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avod

cviceni, zapocet, zkouska

» cviceni v pocitacovych ucebnach
» PUA (suterén Albertov 6)
» Z3 (Albertov 6, u schodii do suterénu)
» B5 (Vini¢na 7, 1. patro)

» MS Excel

» volné Sifitelny program R (http://cran.r-project.org/)

> (aktivni G¢ast na cvieni, maximdlné dvé absence) & (napsani
zdpoctového testu) = zdpocet

» obsah cviceni vice prizplsoben studovanému oboru

» predndasky jsou formulovany obecnéji

» zkouska nejspiS pisemna, kombinovand s Gstni, zdpocet musi
zkousce predchazet; prihlasovani ke zkousce pres SIS
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avod

prehled témat

>

popisna statistika (mé¥itka, charakteristiky polohy, variability,
souvislost znaku)

statistika v geografickych /demografickych /socidlnich védach
pravdépodobnost (zakladni kombinatorické pojmy, klasickd
definice, podminéna pravdépodobnost, nezavislost)

ndhodnd veli¢ina (rozdéleni, stfedni hodnota, rozptyl, hustota,
distribuéni funkce)

dilezita rozdéleni (normalni, binomické, Poissonovo)
statistické usuzovani (populace a vybér, parametry a jejich
odhady, interval spolehlivosti, volba rozsahu vybéru)
testovani hypotéz (chyba 1. druhu, chyba 2. druhu, hladina
testu, sila testu, p-hodnota)

testy (o populaénim praiméru & primérech, populaénim podilu
¢i podilech, nezavislosti, regresnich koeficientech)

regrese, kontingenéni (¢tyfpolni) tabulky

1. pfednaska 6. fijna 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



avod

priklad statistického zjistovani |

vV v v VY

zjistovani se tykd muzl stfedniho véku

v souboru je 80 kurdkd a 120 nekurakd

85 muzi ma oci modré, 25 hnédé, 90 jiné barvy

27 muzi ma jen zakladni vzdélani, 44 nelplné stredni, 65
maturitu, 64 vysokoskolské

22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce
1944, ..., 18 v roce 1951

» hmotnosti jednotlivych muzi jsou 83, 92, ..., 63 kg

» vyska jednotlivych muzl jsou 172, 176, ..., 178 cm

» Co maji tyto Gdaje spole¢ného? Cim se Gdaje v jednotlivych

podskupinach 1isi? Souvisi kouteni a vzdélani? Souvisi pfijem
se vzdélanim? Je tato souvislost stejna, jako v zemi XY?
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avod

priklad statistického zjistovani Il

vV v.v. v v Yy

zjistovani se tyka prijmi obyvatel

hodnotime hruby pfijem za rok

pfihlizime k mistu trvalého bydlisté (velikost obce, ktery kraj)
pfihlizime k vzdélani (druh, doba Skolni dochazky)

prihlizime k véku a pohlavi

Co maji tyto Gidaje spole¢ného? Cim se Gdaje li§i?
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zakladni pojmy

co a jak méfime (zjistujeme)

méfime na mnoha statistickych jednotkach (osoba,
domacnost, obec, okres, stat, pokusné pole ... )

» méfime (zjiStujeme) hodnoty znaku

» zjisténou hodnotu vyjadfujeme ve zvoleném méritku

vV v. v Vv

(stupnici)

na jedné jednotce mizeme mé¥it nékolik znaki (zdvislost)
méFime na skupindch jednotek — souborech

zajimaji nds hromadné vlastnosti ve velkych souborech

mizeme porovnavat vlastnosti znaku mezi soubory
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zakladni pojmy

méritka

» nula-jednickové (muz/zZena, kutrak/nekurak)
» nominalni (zemé pivodu, barva oci) jednoznaéné dané
hodnoty (Grovné)

» ordinalni (dosaZené vzdélani, stupen bolesti) jednozna¢né
dané hodnoty, mozné hodnoty jsou usporddané

» intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozeni)
konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami, nula jen
konvence; o kolik stupni je je dnes tepleji, nez bylo véera?

» pomérové (hmotnost, vyska, HDP, pocet obyvatel, vék)
ndsobek zvolené jednotky, nula = neexistence mérené
vlastnosti; kolikrdt je A starsi (vy3$i ...) nez B
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zakladni pojmy

méfitka (struénéjsi délent)

» kvalitativni: nula-jednickové, nomindlni, Casto i ordinalni

» u kvalitativniho méfitka se zpravidla udavaji €etnosti
jednotlivych hodnot (kolikrat kterd hodnota nastala)

» kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy
ordindlni (neni spojité)

» hodnoty v kvantitativnim méritku — Cisla

» zarazeni znaku k uréitému méritku miize zaviset na Gcelu
Setfeni (napf. barva nomindlni pro biologa, ordinalni pro
fyzika)
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zakladni pojmy

veli¢ina

» Ciselné vyjadreny vysledek méreni

» hodnoty znak( v intervalovém a pomérovém mé¥itku jsou
husté — spojita velicina

» Cetnosti hodnot znakl v nula-jedni¢kovém, nominalnim (&i
ordinalnim) méfitku — diskrétni veli¢ina

» pro veliciny mame charakteristiky nékterych jejich
hromadnych vlastnosti (charakteristiky polohy, variability,
tvaru rozdéleni)

» charakteristiky (statistiky) maji jednim cislem vyjadfit danou
vlastnost
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priklady

hody kostkou jako hromadny jev

» chceme 100 zjisténych hodnot (poltd puntiki) vyjadrit
nazorné, aby vypovidaly o vlastnostech kostky

» nj (absolutni) €etnost [frequency] hodnoty — kolikrat nastala

» f; = L relativni &etnost hodnoty (Ize vyjadFit v %)
— v jakém dilu méfeni nastala (nutné plati
n:n1+n2+...+nkzzjl-<:1nj)

» tabulka Cetnosti (absolutnich, relativnich)

> grafické vyjadreni etnosti — histogram [histogram]| (velikost
plochy je tmérna Cetnosti)

» rozhodovani o kvalité kostky (zda je symetrickd) je Glohou
statistické indukce [inference] — bude pozdéji
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priklady

zpracovani Cetnosti (kostka A)

J n 6= ny/n

1 Lf‘#iﬁfn 12 012 ¢

2 EH A/ 21 021 o

3 EHR 14 014

4 A 15 015 |

5 ) 21 021 °7

6w 17 017 ° s
n = 100 1.00 L2345
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priklady

zpracovani Cetnosti (kostka B)

nj fj=n;/n

j o —

1 M 15 015

o WAL 16 0,16 51

3l 7 007 ¢

g 6 0,06

5 HHHH 15 0,15 °DD D

6 AR AW 4 041 o LLILIOLIL]
n=100 Lasoa s
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priklady

priklad: vék 99 matek

99 zjisténych hodnot — soubor namérenych hodnot

26 35 21 25 27 24 24 30 23 18
3 21 25 26 26 19 29 22 21 27
26 30 28 28 27 29 27 26 21 23
24 21 28 25 34 24 21 28 25 28
22 26 32 22 32 25 21 25 24 32
24 22 31 33 23 30 26 27 25 24
24 23 25 23 26 28 24 25 25 26
28 28 22 23 20 20 21 31 24 21
29 28 26 38 20 23 25 37 33 23
27 23 21 25 21 33 22 29 21
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variacni fada

variacni rada, poradi

> Xi,X2,...,X, plvodni (neuspofddand) data — hodnoty znaku
v méfitku aspon ordindlnim uvedené v plvodnim poradi, bez
ohledu na pfipadna opakovani

> variafni fada x(;) < x2) < ... < X(p) [sort(x)]
data usporadana tak, aby hodnoty neklesaly

» proto zavorky u indext

» poradi [rank] — umisténi pozorovani ve variaéni fadé;
shodnym hodnotam davame priimérné poradi [rank(x)]

X 22 15 17 15 21 13 18
poradiR; | 7 25 4 25 6 1 5

[RANK(R2;R2 : R7;1)
+(POCET(R2 : R7)+1-RANK(R2;R2 : R7;0)-RANK(R2;R2 : R7:1))/2]

1. pfednaska 6. fijna 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



variacni fada

priklad: vék 99 matek — variac¢ni rada

usporadany soubor hodnot — variacni rada

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38
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variacni fada

N4

tridéni, tridni Cetnosti

v

spojita veli¢ina s velkym poctem namérenych hodnot

» obor hodnot rozdélime na k neprekryvajicich se tfid
(intervald), nejlépe stejné délky (ne vzdy je to praktické &i
mozné)

» vSechna pozorovani z daného intervalu nahradime zastupnou
hodnotou (zpravidla stfedem intervalu) x; (xf <...<x5)

> zjistime (absolutni) €etnosti ny, ..., ng jednotlivych tfid

» kumulativni €etnost N; uddva pocet hodnot v dané tfidé€ a
tfidach predchazejicich (1 <j < k) [cumsum( )]

J
Nj:n1+n2+...+nj:Zn;
i=1
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variacni fada

vék matek — tridni cetnosti
k=7

interval | x* | nj | f=nj/n| N; | N;j/n

do20 |19 | 5 0,051 | 510,051
21az23 |22 | 27 0,273 | 32 | 0,324
2437226 | 25| 32 0,322 | 64 | 0,646
27 az29 | 28| 19 0,192 | 83 | 0,838
30az32 | 31| 8 0,081 | 91 | 0,919
33az35 |34 | 6 0,061 | 97 | 0,980
36 a vice | 37 | 2 0,020 | 99 | 1,000
celkem -199 1,000 | - -
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variacni fada

grafické znazornéni tridnich cetnosti

» histogram je zaloZen na tfidéni do intervald, vyjimecné
zobrazuje pfimo Cetnosti jednotlivych hodnot (barplot)[hist( )]

> kazdé tfidé odpovida obdélnik o ploSe iumérné cetnosti
(absolutni nebo relativni)

» pri stejnych sSirkach intervall h odpovidaji Cetnostem vysky
obdélnikd (protoze zakladny jsou stejné dlouhé)

» pocet intervall k: voli se 5-15 tak, aby stredy byly okrouhlé

» pomickou je Sturgesovo pravidlo
k~1+33-logign=1+log,n

» priklad vék matek: k ~ 1+ 3,3 -log;; 99 ~ 7,6
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variacni fada

priklad (vék matek): histogram, h =3 (k =T7)

[hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow" )]

30
|

25
|

15

1. pfednaska 6. fijna 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



variacni fada

priklad (vék matek): kumulativni relativni ¢etnosti

1.0

0.6

0.4

0.2
|

0.0
|
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variacni fada

tridéni pri nestejné dlouhych intervalech

» nékdy jsou data nepravidelné rozmisténa

» zpravidla jsou soustfedéna u levého okraje intervalu hodnot
(v&kové ¢i pfijmové slozeni obyvatelstva)

» pak vhodné zvolit nestejné dlouhé intervaly

» je vhodné zvolit délky intervall tak, aby delsi byly nasobkem
kratSich

» pri nestejné dlouhych intervalech musi zjisténé Cetnosti
odpovidat plocha, nikoliv vyska; pak se na svislou osu nanasi
relativni Cetnosti
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variacni fada

priklad: tolary

mési¢ni prijmy 99 osob v tolarech

cetnosti
xjf" 10 1112|113 14 15 16|17 18 19 20

nj | 71416710 6 3 9|3 1 5 3

xF 21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
njt4 3 3 1 2 1|1 1 2 1 1 1 1

tfidni Cetnosti (hustota = Cetnost na jednotku délky intervalu/n)

trida 10 | 11 | 12 | 13-16 | 17-20 | 21-30 | 31-50 | celkem
XJT" 10 | 11 | 12 14,5 18,5 25,5 40,5
n;-k 7114 | 16 28 12 14 8 99
hustota*99 | 7 | 14 | 16 7 3 1,4 0.4
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variacni fada

priklad (tolary): histogram

na svislé ose je hustota (celkova plocha obdélnikii = 1)
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charakteristiky polohy

vybérové charakteristiky polohy: median

> snaha charakterizovat aroven (malé ¢i velké hodnoty) Ciselné
veli¢iny jedinym cislem

» median je Cislo, které déli data na dvé stejné velké Casti
(vétSich hodnot a mensich hodnot, je ve variaéni radé

uprostred)
» median [median] (prostfedni hodnota) X [median(x)]
X = X(ntly pro n liché
2
-1 ( n > 4é
X = > X(%) X(%-i-l) pro n suae

» zavorky u index(l jsou nutné: znamenaji, ze hodnoty byly
predem usporadany do varia¢ni rady
» 5 3,4,7,6 x=5 (3<4<5<6<7))
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charakteristiky polohy

kvartily, percentily

» dolni (horni) kvartil Q; (Q3) [lower (upper) quartile]
vydéluje ¢tvrtinu nejmensich (nejvétsich) hodnot

» kvartil — specidlni pripad percentilu

» percentil [percentile] x, vydéluje 100p % nejmensich hodnot
od ostatnich

> vypocet percentild — mnoho vzoreck(
» median je také percentilem, totiZ xp 5

> podobné Q1 = x1/4 = x0,25, Q3 = X3/4 = X0,75
[quantile(x,probs=c(1/4,3/4))]

1. pfednaska 6. fijna 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



charakteristiky polohy

vypoclet percentilil (jako v R), jen pro ilustraci
jedna z moznych definic — Gumbel(1939)

» najde se celé Cislo k splnujici
u < P < —
n—17 n—1
» tedy k = [1+ (n—1) - p] (|x]] znamena celou &ast z x)
> provede se linedrni interpolace mezi x()) a X(x11)
({x} znamena zlomkovou &ast x, o kolik presahuje celé ¢islo)

g={1+(-1)-pt=010+(—-1)-p)—k
Xp=(1=q) Xk + " X(11)

» napf. pro n =99, p = 0,25 bude
k=|1+(99—1)-0,25] = [25,5] =25
g=255—25=05

Q1 = x0,25 = 0,5 x(25) + 0,5 - X(26)
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charakteristiky polohy

priklad: vék 99 matek — variac¢ni rada

variaéni fada, medidn x =25
kvartily Q; =(23+23)/2=23, Q3 =(28+28)/2=28

18 19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38
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charakteristiky polohy

krabicovy diagram

» krabicovy diagram [box-plot] zobrazuje kvartily, median,
minimum, maximum, pfipadné odlehld pozorovani: od blizsiho

kvartilu dal nez 3/2-(Q3 — Q1) [boxplot(x)]
» priklad: vék matek (Q; = 23, x = 25, Q3 = 28, dvé odlehla
pozorovani)
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charakteristiky polohy

priklad: tolary (x = 14, @, = 12, Q; = 19,5)
10 10 10 10 10 10 10 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14
14 14 14 15 15 15 16 16 16 16
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19
19 19 19 19 20 20 20 21 21 21
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27
28 32 35 36 36 40 43 45 47
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charakteristiky polohy

primér
» pramér [mean] (kdyby bylo v8ech n hodnot stejnych)
[mean(x)]

1 1<
X:;(Xl—l-Xg—l-...—l—Xn):Ez;X;
=

» vazeny pramér: [weighted mean] zaloZen na Cetnostech
k k ko s
_ 1 « w1 . N . D=1 X
X—E(nlxl'i‘...‘i‘nkxk)—z nJXJ— F)(J—ki
j=1 j=1 Zj:l nj
> obecngji s vahami wy, ..., wy hodnot X7, ..., x;
PR
Zj:l Wi X;

k
Zj:l wj

vahy musi byt nezaporné (w; > 0)
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charakteristiky polohy

priklad: vazeny priimér znamek

predmét znamka kredity soucin

A 1 6 6
B 1 6 6
C 2 4 8
D 3 4 12
celkem 7 20 32

» primér (nevézeny): x =7/4 = 1,75

> vazeny pramér (vahami kredity): x = 32/20 = 1,6
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charakteristiky polohy

pramér pro nula-jednickovou velic¢inu

» u nula-jedni¢kového méfitka: primér = relativni Cetnost
jednicek

» pocet jednicek/pocet vSech hodnot (nul i jednicek)

» procento jedni¢ek mezi vdemi hodnotami (nulami a
jedni¢kami)

» procento jedincl s danou vlastnosti

» pozor, nejde o pravdépodobnost, nanejvys jde o jeji odhad!
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charakteristiky polohy

modus

» modus x [mode] nejéastéj$i hodnota (lze poditat také pro
nominalni & ordinalni méfitko)

» modus nemusi byt uréen jednoznacné, napf. vék matek:

x7 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

nj 1 1 3 12 6 9 10 12 10 6

x; 28 20 30 31 32 33 34 35 37 38

nj 9 4 3 2 3 3 1 2 1 1
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charakteristiky polohy

priklad — vék matek

> jiz zndme X = 25, Q; = 23, Q3 = 28
» modus neni uréen jednoznacné: x = 21, X = 25
> pramér

2544

1
— (264354 ... +21+23) = —— =257
99( +354...4+21+23) 99 ;

X

» vazeny pramér zalozeny na tfidéni
5.19427-22+4+32-254+19-284+8-31+6-34+4+2-37
54+274+32+19+8+6+2

X =
2547

=——=257
99 ’
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charakteristiky polohy

priklad — tolary
> primér

X

1 1687
— (26 42 o+ 12410) = ——
99(6+ 0+...4+12+10) 99

» vazeny primér zalozeny na Cetnostech jednotlivych hodnot

7-10+14-11+16-124---+1-47 1687
7+14+16+---+1 99

= 17,04

X =

= 17,04

> vazeny priamér zalozeny na tfidnich etnostech (obr. 24)
7-10+14-1+16-12+28-145+---+8-40,5
B 7+144+16428+12+14+8
1725

= 21742
99 ’

» modus: X = 12

X!
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charakteristiky polohy

useknuty primér
také mira polohy

» alfa-useknuty pramér [trimmed mean]: nejprve se oddéli
(usekne) 100 % nejmensich a 100« % nejvétsich hodnot, ze
zbytku se spocita pramér

> je robustni (necitlivy) vici odlehlym hodnotam

» voli se zpravidla « = 0,1 (0,15)

» priklad: vék matek [mean(vek.m,trim=0.1)]

1

99 — 18 (xo) + X1y + - - + Xg9) + X(00)) = 25,3
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charakteristiky polohy

priklad (vék matek):useknuty primér

(primér pocitan pouze z &ernych &isel)

vylou¢i se [0,1-99] = |9,9] =9 (|x] znamend celou &ast z x)

nejmensich a 9 nejvétSich hodnot
18 19 20 20 20 21 21 21 21 21
21 21 21 21 21 21 21 22 22 22
22 22 22 23 23 23 23 23 23 23
23 23 24 24 24 24 24 24 24 24
24 24 25 25 25 25 25 25 25 25
25 25 25 25 26 26 26 26 26 26
26 26 26 26 27 27 27 27 27 27
28 28 28 28 28 28 28 28 28 29
29 29 29 30 30 30 31 31 32 32
32 33 33 33 34 35 35 37 38
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charakteristiky polohy

vlastnosti charakteristik polohy

» zménime-li vSechny hodnoty x; tak, Ze prfidame ke kazdé
stejnou konstantu a, zméni se o tutéz konstantu také
charakteristika polohy (posunuti)

» zménime-li vSechny hodnoty x; tak, Ze je vynasobime kladnou
konstantou b, toutéz konstantou musime vyndsobit plvodni
charakteristiku polohy, abychom dostali charakteristiku polohy
pro upravena data (zména méfitka)

» obecné pro miru polohy m(x) plati

m(a+ x) = a+ m(x),
m(b-x)=b-m(x), b>0

» v obou pripadech mira polohy reaguje
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charakteristiky variability

charakteristiky variability

v

méfi nestejnost (variabilitu) hodnot ¢iselné veli¢iny

» obecné pro miru variability s(x)

s(a+x) = s(x),
s(b-x) =b-s(x), b>0

pfi¢tenim stejné konstanty a (posunutim) se charakteristika
variability nezméni (nezdvisi na poloze)

vynasobeni kladnou konstantou znamena, Ze stejnou
konstantou nutno vynasobit charakteristiku variability

> rozpéti [range] R= X(n) — X(1)

» kvartilové rozpéti [quartile range] Ro=Q3— @1
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charakteristiky variability

rozptyl (variance)

> (vyb&rovy) rozptyl (variance) [variance] [VAR VYBER][var(x)]

(nevyhovuje druhému pozadavku, misto toho: s2,, = b? - s2)
1
sf:m((xl—x) + (0 —X)2+... 4 (x )2)
1 n n
:n_lz(x,-— 1< x?—n- x)
i=1 i=1
L K
* —\2 *2 =2
:n_lznf(J_X) :n—l anxj —nex
J=1 j=1

» necht x; = 1,x = 3,x3 = 8, pak je
x=(1+3+8)/3=12/3=4

1 26
53:—3_1((1—4)2+(3—4)2+(8—4)2)27213£3,62
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charakteristiky variability

smérodatnd odchylka

v

rozptyl méFi primérny Ctverec vzdalenosti od priiméru

» smérodatna odchylka [std. deviation]: odmocnina z rozptylu

[SMODCH.VYBER][sd(x)]

Sx = 1/S2

» zcela vyhovuje poZzadavkiim na miry variability

» vyhoda smérodatné odchylky:

stejny fyzikalni rozmér jako plvodni data
vybérovy rozptyl z tfidnich Cetnosti:
Sheppardova korekce (jsou-li vSechny intervaly délky h):

2

delti —
odecti -

2. pfednaska 13. Fijna 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



charakteristiky variability

priklad — vék matek

v

rozpéti: R=38-18=20

> kvartilové rozpéti: Ro=28-23=5
> rozptyl
1 2544\
2 2 2 2 2
=—((26°4+35"+...+21°+23°)—-99 - | ——
s 98<( +35% + ... + 217 4 237) <99>>
= 16,97 = 4,122
» smérodatnd odchylka je 4,12
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charakteristiky variability

priklad — vék matek 2

» pomoci tridnich Cetnosti

2 2 2 2
= [(5-192427-222+ ... +2.37%) —09. ( ="
= 16,36 = (4,05)?

» navic Sheppardova korekce

2 2
— I —_— =
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charakteristiky variability

stfedni odchylka

» stfedni odchylka [mean deviation]: primér odchylek od
medidnu (nékdy od praméru) [mean(abs(x-median(x)))]

1 n
d:zz;|x,-—>~<|
1=

» stfedni diference [mean difference]: primér vzdjemnych
vzdalenosti véech n? dvojic

1 n n
A:pZZ\Xi—Xﬂ

i=1 j=1

= %Z > (xo) =)

J>i
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charakteristiky variability

normované charakteristiky rozptylenosti

» dosud zavedené charakteristiky variability zaviseji na volbé
méfitka (napf. délka v m nebo v km)

» hleddme charakteristiky nezdvislé na méfitku, nutné pomérovée
méritko, kladné hodnoty

» umozni porovnani z riznych soubort
» variacni koeficient [sd(x)/mean(x)]

vV =

xi|

» (Giniho) koeficient koncentrace
A ( 2% =1 X n+1>
2x ny i n

napriklad méri nerovnomérnost prijma, velikosti i1zemnich
jednotek, souvisi s plochou u Lorenzovy krivky
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charakteristiky variability

z-skor, standardizace

» variacni koeficient v, Giniho koeficient G jsou priklady
bezrozmérnych veli¢in (zasluhou priméru ve jmenovateli zavisi
G i v na posunutil)
> z-skory [STANDARDIZE(x;primér(x);smodch.vybér(x))]
[(x-mean(x))/sd(x)] nebo [c(scale(x))]

zi = , i=12,...,n

» dostaneme nulovy primér (z = 0), jednotkovy rozptyl (s, = 1)
» z-skéry jsou bezrozmérné = umozni hodnotit vlastnosti
nezavislé na poloze a variabilité, napf. tvar rozdéleni

> x1=1,x%=2,x3=3 = x=2,5=1

2-2 3-2
a=="la="=0n="=1
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charakteristiky tvaru

charakteristiky tvaru: Sikmost
» invariantni vici posunuti i zméné méritka:

Ya+x) =)
Wb-x)=7(x)  b>0

proto pouZzijeme z-skéry

» Sikmost /by — primér z 3. mocnin z-skorti
[SKEW()] [mean(scale(x)"3)]

1< Xj — X 3
ﬁl:;;( =

» pro symetricky histogram +/b; blizké nule
» doprava protazeny histogram pro v/b; >> 0

» doleva protazeny histogram pro \/b; << 0
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charakteristiky tvaru

charakteristiky tvaru: Spicatost

> Spicatost b, — prumér ze 4. mocnin z-skért

(nékdy se odetita 3) [KURT()] [mean(scale(x)"4)]
1< Xj — X 4
by = -
> n ; ( Sx >

» nékdy se pocitaji odhady populacni sikmosti a Spicatosti jinak
(Excel: sy jinak, Fisherovo g1, g> — pro zajimavost)

V/n(n—1) (n+1)(n—1) 3(n—1)
T -2 Vb (bz_ >

&1 2= h—2)(n-3) nt1

» Sikmost a Spicatost slouzi k hodnoceni, zda Ize predpokladat
normdlini rozdéleni (bude zavedeno pozdéji)
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zavislost dvojice znaku

prehled zavislosti

» abychom mohli vySetfovat zavislost, musime na jedné
statistické jednotce mé¥it aspon dva znaky

» postupy (i grafické) zavisi na méfitcich obou znakd
» kvalitativni — kvalitativni
(vzdélani — pracovni zafazeni)
» kvalitativni — kvantitativni
(vzdéldni — ro&ni pfijem)
» kvantitativni — kvantitativni
(vé&k — ro&ni prijem)
» zatim popisné charakteristiky a grafy, prokazovani zavislosti
pozdé&ji
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zavislost dvojice znaku

kvalitativni — kvalitativni

» kvalitativni data — znak v nomindlnim (ordindlnim) mé¥itku

» hodnoty vyjadfujeme pomoci Cetnosti

» dva znaky — Cetnosti moznych dvojic hodnot nj;
(sdruzené Eetnosti)

» zapisujeme do kontingenéni tabulky [contingency table]
[table(x,y)] nebo [xtabs(~x+vy)]
» dopliiujeme marginalni €etnosti [marginal frequencies]
» soulty po fadcich a po sloupcich
» Cetnosti jednotlivych hodnot kazdého ze znak( zvlast
[addmargins(table(x,y))]

» oba znaky nula-jednickové — kontingencni tabulka 2x2,
ctyfpolni tabulka [fourfold table]
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zavislost dvojice znaku

priklad — vzdélani matek

(zobrazeni relativnich etnosti v %, pozor na orientaci graful)

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34
stredni 30 17 47
VS 17 1 18
celkem 70 29 99
porodnice
vzdélani | Praha  venkov | celkem
zdkladni | 329% 379% | 343 %
stfedni | 42,8 % 58,6 % | 47,5 %
VS 243% 35% | 182 %
celkem 100% 100 % | 100 %

100
J

80
!

60

20

53(258)

Praha venkov
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zavislost dvojice znaku

priklad — vzdélani matek

(zobrazeni relativnich etnosti v %, pozor na orientaci graful)

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34
stredni 30 17 47
VS 17 1 18
celkem 70 29 99
porodnice
vzdélani | Praha  venkov | celkem
zakladni | 67,6 % 32,4 % | 100 %
stfedni | 63,8 % 36,2 % | 100 %
S 94,4% 66% | 100 %
celkem | 70,7% 29,3% | 100 %

o]
0 4
o

80
!

60
!

20

o -

54(258)

28Kladni maturita Vs
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zavislost dvojice znaku

kvalitativni — kvantitativni

» podle kvalitativni proménné rozdélime hodnoty kvantitativni
proménné do dil¢ich soubor(

» porovname charakteristiky dil¢ich souborti (zejména
charakteristiky polohy) mezi sebou, pokud se hodné lisi,
svédci to pro zavislost

» celkovy primér = vazeny pramér dilcich soubort
» celkovy rozptyl = vazeny primér rozptyld + vazeny rozptyl
praméra (pfesné jen pro populaéni rozptyly s n ve jmenovateli)

» snaze jako rozklad souctu ctverci
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zavislost dvojice znaku

priklad: platy u tri skupin zaméstnanci

2

skup. | pfijem n; Xj S; s;
Zluti | 200 150 2| 175,00 | 35,4 | 1250,0
modfi | 80 70 60 60 4| 6750 | 9,6 91,7
Cerni | 2020181815151010 | 8| 1575 | 4,0 16,2
celkem | 746 14 | 53,29 | 57,7 | 3334,4
_2-1750+4-6750+8-1575 746
x= 21448 =g T3
& 33344 > 2-1250,0+4-91,7+8-16,2 — 2140
2+4+438

> neviZeny (nesmyslny) primér by byl
(175 + 67,5 4+ 15,75) /3 = 86,08!

> rozptyl celkem je mnohem vétsi, nez jsou rozptyly ve skupinach

» pric¢ina: nestejné priméry
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zavislost dvojice znaku

rozklad souctu ctvercu

» velikost kolisani vSech plati (celkova variabilita):

SST = (200 —53,29)2 + (150 — 53,29)? + (80 — 53,29)% +. ...
+ (10 — 53,29)% = 43 346,86
» velikost kolisani uvnit¥ skupin:
SSE = (200 — 175)% + (150 — 175)% + (80 — 67,5)> + ...
+ (10 — 15,75)% = 1 638,5
» kolisani priméri (mezi skupinami):
SSA =2 (175 — 53,29)% + 4 - (67,5 — 53,29)>
+ 8- (15,75 — 53,29)% = 41 708,36

> kontrola: 1 638,5+41 708,36=43 346,86
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zavislost dvojice znaku

rozklad souctu ¢tverch obecné

> xjj j-ta hodnota v i-té skupiné (plat j-té osoby v i-té skuping)
» n; pocet hodnot v j-té skupiné, k pocet skupin
> Xjo prumér v i-té skupiné (pramérny plat v i-té skupiné)

> Xee Celkovy pramér (pramér viech plata)

k n;
SST =) > (xjj — Xee)?

i=1 j=1
k k nj
= Z Ni (Xie — Xee)? + Z Z (xijj — Xie)?
i—1 i—1 j—1
= S§SA + SSE

celkovy = mezi skupinami + uvnit¥ skupin (rezidudlni)
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zavislost dvojice znaku

kvantitativni — kvantitativni
[plot(ig~zn7,data=lq,col=1+divka,pch="+")]

zépornd korelace kladna korelace
=] + +
3
o +
3 04 + +
+ + +
o
S
3 ]
o - >
o o
S
o
(=2}
o
*© +
+
o _|
~ T T T T T T T T
1.0 15 20 25 3.0 6000 8000 10000
znamky hmotnost
r=—0,69 r=0,45
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zavislost dvojice znaku

popis zavislosti spojitych velicin

» (vybérova) kovariance [covariance] [cov(vek.o,vek.m)]

n

1 _

Sy = T . 1(x,- —X)(yi =)
1=

vy 1 n - o) — 2 )
> zfejmé je Six = 73 D i (Xi — X)(Xi —X) =55, Sy =5,
> (Pearsoniiv, momentovy) korela¢ni koeficient

[(Pearson, product-moment) correlation coefficient]

> |ze zapsat pomoci z-skérl [cor(vek.o,vek.m)]

n — —
_ Sxy 1 Xi_X'yi_y
r_sxsy_n—lz< Sx >

Sy
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zavislost dvojice znaku

priklad: hmotnost a délka déti (24. tyden véku)

korelaéni koeficient pfi zméné méritka

> délka [cm]: x = 68,5 s, = 3,28

» hmotnost [g]: y = 7690, s, =845

» kovariance [cm - g]: s,, = 1257

» korelacni koeficient: r = 3_55% = 0,45
» hmotnost [kg]: y = 7,69 ’sy = 0,845

> kovariance [cm - kg|: s,, = 1,257

> korelacni koeficient: r = 37218’,2% = 0,45
>

které charakteristiky zavisi na pouZzitém méritku?

2. pfednaska 13. Fijna 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



zavislost dvojice znaku

vlastnosti Pearsonova korela¢niho koeficient

vV v vV v Vv Y

vypovida o sméru zdvislosti

pfi r < 0 s x rostoucim y v priméru klesa (napf. IQ a znamky)
pfi r > 0 s x rostoucim y v priméru roste (napf. vaha a vyska)
plati —1 <r <1

r = +1 jediné tehdy, kdyZ body [x; y] lezi na pfimce
vzajemné nezdvislosti x, y odpovidaji r blizkd nule
(upFesnime!)

nemusi zachytit kfivocarou (nelinearni) zavislost
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char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky polohy v geografii/demografii

» misto x budeme tuto prednasku oznacovat mérené hodnoty
jako y, princip pojmi je stejny, oznaceni je jen konvence

» casto zname jen primeéry v dil¢ich souborech a cetnosti:
praméry se pouziji jako yj*, Cetnosti standardné

» priklad: vék novych profesoril a docentil UK 2002:
41 profesorti, pramérny vék 51,1 (n; = 41, y; = 51,1)
77 docentd, primérny vék 47,8 (ny = 77, y3 = 47.8)
celkovy pramér (vazeny pramér):

[weighted.mean(c(51.1,47.8),c(41,77))]
41-51,1+477-47,8

— 48,9
41+ 77
nikoliv [mean(c(51.1,47.8))]
1,14 47
# =494
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char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

» geograficky stied
» bod
> praseCik primérné zemépisné Sirky a priimérné zemépisné
délky; praméry vazime velikosti sledovaného jevu
» geograficky median — obdoba medianu,
» Cdra, ktera rozdéluje geografické objekty do dvou disjunktnich
skupin
» hodnocena vlastnost urci vahy objektd
» usporadani hodnoceni znak( ddno zvolenou geografickou
vlastnosti (napf. zemépisnou délkou)
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Giniho index

» Giniho index charakterizuje nerovnomérnost rozdéleni

(bohatstvi pfijma, ...) jedingm Cislem | G = A/(2y)

» primérny rozdil v bohatstvi vztazeny k dvojndsobku priiméru

> maji-li v3ichni stejné (y(1) = ... = y(») >0), jenutn€ A=0a
tedy G =0
» ma-li jeden vSechno, ostatni nic
(0 =Ya)y=---=Yn-1) <Yn = a), pak je
_a 2(n—1)a
o2 Az 21
n n
2n—1)a n n-1
G = - _— =
n? 2a n

» Lorenzova kfivka je jemnéjSim nastrojem
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Giniho index

priklad: tolary (rozdéleni prijmu)
rizné hodnoty jsme oznadili y; < ... < y;
jaké procento nejchudsich ziska desetinu celkového prijmu?
etnosti 99 osob (celkovy mésiéni prijem je 1687)
y; 110111213 14 15 16|17 18 19 20
nj | 7114|1610 6 3 9|3 1 5 3
yj |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
np |4 3 3 1 2 1|1 1 2 1 1 1 1

séitejme prFijmy nejchudsich, dokud nenaséitame 10 % z 1687
(7-10+8-11)/1687 = 158/1687 = 0,0937 = 9,37 %
(7-10+9-11)/1687 = 169/1687 = 0,1002 = 10,02 %

u jaké ¢asti z 99 osob jsme scitali prijmy?

(7+8)/99 = 15/99 = 0,152 = 15,2 %
(7+9)/99 = 16/99 = 0,162 = 16,2 %
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Lorenzova kfivka

Lorenzova kfivka (Tolary)
10 % pfijm0 u nejchudsich 16 %

Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)

1.0

0.4

0.2
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Lorenzova kfivka

priklad: tolary (rozdéleni prijmu)

rizné hodnoty jsme oznadili y; < ... < y;
jaké procento nejchudsich ziskd dvé desetiny celkového prijmu?
etnosti 99 osob (celkovy mésiéni prijem je 1687)
y; 10111213 14 15 16|17 18 19 20
nj| 7114|1610 6 3 9|3 1 5 3

yi |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
njl4 3 3 1 2 1,1 1 2 1 1 1 1

sCitejme pFijmy nejchudsich, dokud nenascitdme 337 (20 % z 1687)
(7-10+14-11 +9-12)/1687 = 332/1687 = 0,1938 = 19,68 %
(7-10+14-11 + 10 - 12)/1687 = 344/1687 = 0,2039 = 20,39 %
u jaké ¢asti z 99 osob jsme scitali prijmy?
(7 + 14 + 9)/99 = 30/99 = 0,303 = 30,3 %
(7 + 14 + 10)/99 = 31/99 = 0,313 = 31,3 %
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Lorenzova kfivka

Lorenzova kfivka (Tolary)
20 % pfijmd u nejchudsich 30 %

Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)
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Lorenzova kfivka

priklad: tolary (rozdéleni prijmu)

jaké procento nejchudsich ziska polovinu celkového prijmu?
etnosti (celkovy mésiéni prijem je 1687)

yj (101112 }113 14 15 16 |17 18 19 20
nj| 71416110 6 3 93 1 5 3

yi |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
njl4 3 3 1 2 11 1 2 1 1 1 1

séitejme ptijmy nejchudSich, dokud nenas&itdme 50 % z 1687

(7-10+...4+9- 16+ 17)/1687 = 836,/1687 = 0,4956 = 49,56 %
(7-10+...+9-16+2-17)/1687 = 853/1687 = 0,5056 = 50,56 %

u jaké Casti z 99 osob jsme scitali prijmy?

(7+...+9+1)/99 = 66/99 = 0,6667 = 66,67 %
(7+...+9+2)/99 = 67/99 = 0,6768 = 67,68 %
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Lorenzova kfivka

Lorenzova kfivka (Tolary)
50 % pFijmd u nejchudsich 67 %

Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)
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Lorenzova kfivka

priklad: tolary (rozdéleni prijmu)

jaké procento ziskaji ¢tyfi (tj. asi 4 %) nejbohatsi?
Cetnosti (celkovy mésiéni prijem je 1687)

yij (10|11 12|13 14 15 16 |17 18 19 20
n|714]16(10 6 3 9|3 1 5 3

yi |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
njl4 3 3 1 2 11 1 2 1 1 1 1

seCteme prijmy onéch Ctyr nejbohatsich
(47 + 45 + 43 + 40)/1687 = 175/1687 = 0,1037 = 10,37 %

Ctyfi nejbohatsi tedy dostanou pres 10 % bohatstvi, na ostatnich
95,6 % zbude jen 1 —0,1037 = 0,8963 = 89,63 % bohatstvi
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Lorenzova kfivka

Lorenzova kfivka (Tolary)
nejchudsich 96 % ma 90 % pfijmd

Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)
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Lorenzova kfivka

Lorenzova krivka, jeji konstrukce

(pozor na rozlisovéani velikosti pismen y a Y)

> variacni fada: 0 < y(1) < ypo) < ... < ¥ [sort(y)]
» kumulativni souéty pro j =0,1,...,n [cumsum(sort(y))]
(kolik celkem patfi j nejchudsim)
i
Yo =0 Yy =ym +ye t vy = v
i=1
» GseCkami spojit body [j/n; Y(J.)/Y(n)], 0<j<n
» zajima nas plocha nad touto lomenou carou a pod Ghloprickou
jednotkového Ctverce
» plocha méri nerovhomérnost rozdéleni néjakého zdroje
» kdyby dostal kazdy stejné, bude velikost plochy nulova

» Giniho koeficient koncentrace je dvojnasobkem této plochy,
porovnava ji s plochou dolniho trojahelniku
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Lorenzova kfivka

umély priklad

Lorenzova kfivka pro 1:5 (Gini=0.267)

Yi,-.-,¥:1,2,3, 45 @ |

J_d/n vy Yo Ye/Ye |,

0 00 0 0000 []

102 1 1 0067 ||

2 04 2 3 0,200 |

3 06 3 6 0400 ]

4 08 4 10 0,667

5 10 5 15 1000 e
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10

3. pfednaska  20. Fijna 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



Lorenzova kfivka

umély priklad - pokracovani

vypolet Giniho koeficientu (n = 5)

52 A=[1-1/+ |1 -2/ +[1-3[+ |1 -4 +|1 -5
21 +2-2[+ 23|+ 24 +]2—5|
+13-1+[3-2/+3-3|+|3—4|+[3-5|
+4-1+4—2|+ 43| +|4—4+ |45
+15—1+5—-2[+|5—-3/+|5—4|+|5—5]
=10+7+6+7+10

A =40/25=1,6

}7:3

1,6 1,6
= ’ :;: 2
G=35 =5 =027
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Lorenzova kfivka

Lorenzova kfivka poet hejtmanti v krajich CR

» v kazdém kraji je stejné hejtman(, proto postupné soucty
rovnomérné rostou, totéz plati pro Y{;)/Y(n (=j/n)
» lomend cdra Lorenzovy krivky prejde v Gsecku a plocha zmizi

> pramérnd diference je nulova (vSechny rozdily |y; — yj| u
poctu hejtmani jsou nulové)

Lorenzova kfivka pro hejtmanu (Gini=0)
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Lorenzova kfivka

priklad: obyvatelé v krajich CR ke konci roku 2006

kraj obyvatel rozlohalkm?] hustota na km?

i Yi xi Y™ = yi/x

Hlavni mésto Praha 1188126 496,1 2395,0
Stredodesky kraj 1175254 11014,7 106,7
Jihocesky kraj 630006 10056,9 62,6
Plzerisky kraj 554537 7561,1 73,3
Karlovarsky kraj 304602 3314,6 91,9
Ustecky kraj 823265 53345 154,3
Liberecky kraj 430774 3163,0 136,2
Kralovéhradecky kraj 549643 4758,4 115,5
Pardubicky kraj 507 751 4518,6 112,4
Vysodina 511645 6795,6 75,3
Jihomoravsky kraj 1132563 7196,3 157,4
Olomoucky kraj 639894 5266,8 121,5
Zlinsky kraj 589839 39635 148,8
Moravskoslezsky kraj 1249290 5427,0 230,2
celkem 10287189 78867,0 130,4
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Lorenzova kfivka

Lorenzova kfivka (obyvatelé — kraje)

bez ohledu na rozlohu kraju

Lorenzova kfivka pro obyvatel (Gini=0.227)
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Lorenzova kfivka s vazenim

Lorenzova krivka pro tolary jesté jinak

» spousta hodnot proménné tolary se opakuje, mohli jsme
pouzit Cetnosti

» hodnota ya.) se vyskytuje njkrat

0 10*7=70 tolar( se rozdélilo 7 ,nejchudsich* osob

0 11*14=154 tolard se rozdélilo 14 druhych ,nejchudsich"

poslednich 47 tolari pripadlo jedinému nejbohatSimu
obé kfivky (aZ na kfizky) jsou totozné

vV vy Vvyy

Lorenzova kiivka pro prumery * cetnosti(cetnosti) (Gini=0.228; Lorenzova kfivka pro tolary (Gini=0.228)
°

1.0

“

0.8
0.8

0.6
0.4 0.6

0.4

0.2
0.2
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Lorenzova kfivka s vazenim

obyvatelstvo CR (hustota vaZena rozlohou)

>

» pramérny polet obyvatel na km? (vazeny prim. hustot y;

hodnotime nerovnomérnost rozmisténi obyvatel v republice,
ale Gdaje k disposici jen za celé kraje

idedIné bychom pro kazdou jednotlivou jednotku plochy
(napt. km?) pottebovali znat pocet obyvatel zde Zijicich
zname jen pocCty obyvatel y; v krajich a rozlohu kraji x;
predpokldaddame rovnomérné rozmisténi uvnitf kraje, tedy
yiprﬁm = y;/x; obyvatel na kazdy km? v j-tém kraji
kazdou takovou hustotu y,-prfjm musime zapoditat x;krat

celkova plocha xi + ... + x14(= X14)
prﬂm)

yPrim _ Xy _ > Xilyi/xi) _ Vi
Do Xi Do Xi > Xi

dal predpokladame yrem <<y
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Lorenzova kfivka s vazenim

priklad: kraje CR ke konci roku 2006

relativni kumulativni ¢etnosti = souradnice bodu na a svislé ose,
poradi podle hustoty

kraj obyvatel rozloha[km?] hustota
abs. kumul. rel. abs. kum. rel. | osob/km?

j v Y, Y/ X X Xi/Xu P
C 630 006 630 006 0,061 | 10056,9 10056,9 62,6
P 554 537 1184543 0,115 7561,1 17618,0 73,3
J 511645 1696 188 0,165 67956 24413,6 75,3
K 304602 2000790 0,194 3314,6 27728,1 91,9
S 1175254 3176 044 0,309 | 11014,7 387429 106,7
E 507 751 3683795 0,358 4518,6 43261,5 112,4
H 549 643 4233438 0,412 47584 48019,8 115,5
M 639 894 4873332 0,474 5266,8 53286,6 121,5
L 430774 5304 106 0,516 3163,0 56449,6 136,2
YA 589 839 5893 945 0,573 3963,5 60413,1 148,8
u 823265 6717210 0,653 53345 65747,6 154,3
B 1132563 7849773 0,763 7196,3 729439 157,4
T 1249290 9099 063 0,885 5427,0 78370,9 230,2
A 1188126 10287189 1,000 496,1 78867,0 2395,0
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Lorenzova kfivka s vazenim

Lorenzova krivka: obyvatelé kraji, vztazeno k rozloze

Lorenzova kfivka pro obyvatel(rozloha) (Gini=0.29)
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Lorenzova kfivka s vazenim

Lorenzova krivka: obyvatelé okresli, vztazeno k rozloze

o
—

@
(=)

0.2 0.4 0.6

0.0

Lorenzova kfivka pro obyvatel(rozloha) (Gini=0.334)
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Lorenzova kfivka s vazenim

poznamky

» hrubsi hodnoceni (kraje, nikoliv okresy) znamend mensi
hodnotu Giniho indexu! (obecnd vlastnost)

» nezalezi na zvolenych jednotkach

> ve vsech pfipadech je poradi sCitanci dano poradim ,hustot”
yrm = % (napt. obyvatel/rozloha), tj. <<y

» na svislé ose y jde o podil na bohatstvi

» kumulativni soucty od nejchudsich jsou Y; = Z{:l Vi

> na vodorovné ose x jde o umisténi v radé od nejchudsich k
nejbohatsim

» ozna¢me kumulativni soutty X; = > 2_, x;

pro zajimavost: X, = x1 + ... + xx odpovida u Cetnosti
celkovému poctu pozorovani n, rozdé€luje se bohatstvi Y
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Lorenzova kfivka s vazenim

shrnuti vypoctu v pFipadé vah
(stale predpokladame yP™™ < ... < yP"™™)

» kumulativni soucty X; = ZJ,::1 Xi, Y= ZJ,::1 Yi
X . le

> L kFivk bod
orenzova kfivka spojuje body [X v
> stfedni diference priimérnych pocti obyvatel na km? (hustot)

(Y

2 Zk: zk: prum o Jprum
k i=2 j=1
5 K 5 k=1
= Z XYi = XiYp) == 5 D (XiYip1 = XisaY))
k =2 j=1 k =1
k—

(X i X Vi
Xk Y X Yk

> pri vypoltu G se pouziji relativni kumulativni éetnosti x i y

20. fijna 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009

3. prednaska



avod

a4

mozné pristi Glohy statistické indukce

» na hracich kostkdch A a B padala Sestka nestejné Casto:
na kostce A v 17 ze 100 pokust
na kostce B v 41 ze 100 pokusi
> je pravdépodobnost Sestky rovna 1/67
» teorie pravdépodobnosti odvodi teoretickou hodnotu
» matematicka statistika odhadne, provérfi predstavu teorie
» je kostka symetricka, tj. maji vSechny stény kostky stejnou
pravdépodobnost?
» kolik potfebujeme nezavislych hodi, abychom s poZadovanou
spolehlivosti poznali, Ze je kostka nesymetricka?

» lisi se mezi sebou kostky A a B?

» vie zalozeno na modelu populace — vybér [population,
sample]
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avod

populace a vybér

>

>

model populace — vybér umoznuje zobecnéni na celou
populaci z hodnot zjisténych na vybranych statistickych
jednotkach (vybér)

populace (zakladni soubor) — velky soubor, jehoz je
zpracovavany soubor (vybér) reprezentativnim vzorkem
reprezentativnost — frekvence vyskytu dilezitych
doprovodnych znak( ve vybéru odpovida jejich frekvenci
v populaci

reprezentativnosti nejlépe dosdahneme tak, Ze pouzijeme
prosty nahodny vybér, kdy kazda n-tice prvki populace ma
stejnou Sanci (pravdépodobnost) do vybéru se dostat

na zakladé vybéru tvrdime néco o populaci
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avod

parametry — odhady, statistiky

» podle toho, jakou roli hraje hodnoceny soubor, rozliSujeme
charakteristiky

» populaéni: vztaZzené k populaci (mnohdy jen idedlni, ndmi
predstavované), jsou to parametry modelu
» vybérové: vztazené k vybéru z néjaké populace, jsou to
statistiky spocitané z vybéru
» statistika — z vybéru spocitand hodnota (nap¥. soucet
napozorovanych hodnot, priamér, Giniho index .. .)
» specidlnim pripadem statistik jsou odhady odpovidajicich
populacnich parametra,
» prikladem dvojice odhad — parametr je dvojice relativni
etnost — pravdépodobnost (napf. 17/100 vers. 1/6)
> statistiky se pouzivaji pfi statistické indukci (statistickém
rozhodovani) [statistical inference (decisions)]
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pravdépodobnost

zakladni pojmy

» pokus — dobfe definovana situace (postup), kterd konéi jednim
z fady moznych vysledkl (vrzena kostka spadne na zem)

» nahodny pokus — pokus, u néhoz predem nevime, ktery
vysledek nastane (ktera strana kostky padne pFisté?);
predpokladd se stabilita relativnich ¢etnosti moznych vysledki

» nahodny jev — tvrzeni o vysledku nahodného pokusu

» pravdépodobnost nihodného jevu A — Ciselné vyjadreni
ocekavani, ze vysledkem nahodného pokusu bude pravé A

» racionalni predstava: pii velkém poctu opakovani pokusu se
relativni Cetnost jevu blizi k pravdépodobnosti tohoto jevu
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pravdépodobnost

klasickd pravdépodobnost (Laplace)

> jisty jev (nastavd vzdy) Ize rozdélit na M stejné
pravdépodobnych nesluitelnych (disjunktnich)
elementarnich jevi (symetrie)

> kazdy jev lze slozit z téchto elementarnich jevi

> je celkem My, priznivych jevu A (je z nich slozen)

» klasicka definice pravdépodobnosti (metoda vypoctu)

_ M

P(A) =

» klasickou pst lze pouzit jen nékdy! (Sportka, Sazka)
> nelze pouZzit napfr.:

» dostuduje resp. nedostuje
» dostuduje s vyznamenani, dostuduje bez vyznamenani,
nedostuduje
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pravdépodobnost

priklad: hraci kostka

idealizovana symetricka hraci kostka

v

» homogenni material
presna krychle

Vv

vVVvYyv

(=g
©
N
(%]
(=g
<
c

o
g
o
(2]
—+
=<
®
o

kazda strana ma stejnou pravdépodobnost
A — padne Sestka, B — padne sudé islo
M=6
Ma =1, tedy P(A) =1/6
Mg = 3, tedy P(B) = 3/6 = 1/2

vV v v Vv
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pravdépodobnost

faktorial

[FAKTORIAL(n)] [factorial(n)]
» faktorial n=n-(n-1)---2-1 ol=1

» kolika zplsoby Ize usporadat za sebou n rozlisitelnych prvki

» priklady:
» 5!=5.4.3.2-1=120
» 11=1

» kolika zpiisoby Ize uspofadat za sebou 14 kraji CR:
14! =14-13-12---2-1 =87 178 291 200 = 8,7- 100
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pravdépodobnost

pocet kombinaci

[KOMBINACE(n; k)] [choose(n, k)]
> kombinaéni &islo (]) (¢ti ,n nad k*)
» pocet k-prvkovych podmnoZin mnoZiny o n prvcich nezavisle

na jejich poradi

<n>:k n! n-(n—1)-(n—k+1)

I(n—k)!  k-(k—1)---2-1

» kolika zplsoby si mohu z péti knizek vybrat dvé na dovolenou:

5 51 5.4
= = — = 1
<2> o3 21

» kolika zpUsoby si z onéch péti mohu vybrat tfi knihy? (10)
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pravdépodobnost
priklad: losovani otazek (1)

student neumi 5 otazek, umi 10 otazek

v

> losuje se dvojice otdzek z onéch 15 otdzek
» pravdépodobnost P(A), Ze student neznd ani jednu
z vylosovanych:

» elementarni jev: dvojice otazek
prvni otazka — 15 moznosti, druhd jen 14 moZnosti,
nezalezi na poradi, tedy délit 2 (podet kombinaci)

5+10 15 15! 15-14
M‘( 2 >_<2>_2!13!_ 21 1

> priznivé elementarni jevy: vylosuje obé z péti, které neumi

5\ /10 5-4 10
= (3)(9) =2 110 - 22 s
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pravdépodobnost

priklad: losovani otazek (2)

» pravdépodobnost P(B), ze znad pravé jednu otadzku

5\ (10 50
I\/IB_<1>-<1>_5-10_50:>P(B)_E_47,6%

» pravdépodobnost P(C), ze znd obé otazky (pravé dveé)

5 10 10-9 45

» pravdépodobnost P(D), ze zna aspori jednu otdzku

95
Mp = Mg + Mc = 50 + 45 = 95 = P(D) = = = 905 %

» kontrola: Mp + My =M
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pravdépodobnost

pravidla pro pravdépodobnost (1)

» sjednoceni jevii AU B: plati A nebo B
(aspori jeden z jevi A, B)

» pranik AN B: plati A a sou€asné B (oba jevy A, B soudasné)
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

» Venniv diagram

AU B = celd vybarvend plocha
A) = 0,42 = zelena + 3Sediva plocha
B) = 0,24 = Zluta + Sediva plocha
AN B) = 0,16 = Sediva plocha
A) + P(B) = zelend + zlutd
+ 2 - Sediva plocha
P(AUB) =0,42+0,24 — 0,16 = 0,50
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podminéna pst

pravidla pro pravdépodobnost (2)

» neslucitelné jevy: nemohou nastat nikdy soucasné, navzajem
se vylucuji; pro neslucitelné jevy plati
P(AUB) =P(A) +P(B)

» podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu A, kdyz
uz jev B nastal:

P(ANB)
P(AB) = “PB)
» Venniv diagram
P(B) = 0,24 = Zluta + Sediva plocha
P(AN B) = 0,16 = Sediva plocha
B P(A|B) = Sediva vzhledem k (zlutd + Sediva)

P(A|B) = 0,16/0,24 = 0,67, ale
P(A) = 0,42
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podminéna pst

nezavislost nahodnych jevl

> nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu
neovlivni pravdépodobnost vyskytu druhého

» (definice nezavislosti nahodnych jevi):

P(ANB

P(A) = P(A|B) = 505) ) ©[P(ANB) = P(A)P(B)|

» Venniv diagram

P(A) = 0,60 = zelend + Sediva
P(B) = 0,40 = Zluta + Sediva plocha
P(AN B) = 0,24 = Sediva plocha
B P(A|B) = Sediva vzhledem k (Zlutd + Sedivd)
P(A|B) = 0,24/0,40 = 0,60
P(A)-P(B) = P(AN B)
= A a B jsou nezavislé
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podminéna pst 100(258)

idealizovany priklad

» A — jednicka ze statistiky, P(A) = 0,3

» B — jedni¢ka z matematiky, P(B) = 0,2

» AN B - jednicka z obou predméti, P(AN B) = 0,1

> jsou jevy A, B nezdvislé? (jsou jednicky ze dvou predmétl

nezdvislé?) NE, protoze 0,3 - 0,2 # 0,1
> jaka je pst jednicky ze statistiky, kdyz uZ je z matematiky?
P(AnB) 0,1
PAB)=——+—"=-"=
WB) =@y 02~ °°

» pst jednicky z matematiky, kdyz uz je ze statistiky:
P(BJA) =0,1/0,3=1/3
» pravdépodobnost, Ze aspon jedna jednicka:

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)=03+02—01=04
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nahodna veli¢ina 101(258)

rozdéleni ndhodné veliciny

» nahodna veli¢ina — Ciselné vyjadreny vysledek nahodného
pokusu

» diskrétni rozdéleni (pro Cetnosti) uréeno seznamem moznych
hodnot a jejich pravdépodobnostmi:

X1, X2, ...
P(X = Xl), P(X = Xg), .

> spojité rozdéleni (pro spojité méfitko) uréeno distribuéni
funkci

[Fx(x) = P(X < )]

nebo hustotou

fx(X) = (;iXFx(X), Fx(X) = /X fx(t)dt
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nahodna velic¢ina

vék matek (n=4838)

102(258)

h=3 h=2 h=1
p— 8_
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o A <
S |
S 14k
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nahodna veli¢ina

103(258)

velka populace, spojita veli¢ina — intervaly pro tfidéni mohou
byt kratké, obalce histogramu relativnich Cetnosti odpovida
hustota fx(x) [density]

podobné kumulativnim relativnim ¢etnostem odpovida
distribucni funkce [distribution function]

bezprostfednim vybérovym protéjskem distribucni funkce je
empiricka distribucni funkce

#(xi < x)

Fn(x) = -

x; < x5 < ...< Xy, existujici riizné hodnoty
i, M, ..., Ny jejich Cetnosti (n =3 n;)
Fn(x) je schodovitd funkce, v bod& x* ma skok n;/n
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nahodna veli¢ina 104(258)

kumulativni distribu¢ni funkce (tolary)
skoky odpovidaji ¢etnostem, nap¥. ve 12 je skok z 0,212 na 0,374 o 16/99=0,162

[ce]
2
= 7]
[T S
o
o . . . . . . .
e T T T T
10 20 30 40
tolary

X7 [10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
|7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3
N;| 7 21 37 47 53 56 65 68 69 74 77
xf |21 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47
npl4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1
N; |81 84 87 88 90 91 92 93 95 96 97 98 99
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nahodna veli¢ina

105(258)

priklad diskrétniho rozdéleni: znamky u zkousky

X, Y znamky ze dvou predmétd

znamka k 1 2 3 4
P(X=k) |03 04 02 01
P(Y=k) |03 03 02 0.2

» z tabulky nic nepozndme o pfipadné zavislosti X, Y

» jak jednim Cislem charakterizovat droven znamek?

» obycejny primér moznych hodnot by X, Y nerozlisil

> pouZzijme vazeny prameér, kde vahami znamek jsou
pravdépodobnosti moznych hodnot

» dostaneme tak stfedni hodnoty X a Y (populaéni praméry)

ux=1-03+2-04+3-02+4-01=21
py =1-034+2-03+3-02+4-02=2,3
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stfedni hodnota

106(258)
charakteristiky rozdéleni nahodné velic¢iny (1)
» stfedni hodnota nahodné veli¢iny X (populaéni primér)

» je to vazeny primér moznych hodnot

» vahami jsou pravdépodobnosti hodnot

ux = EX =x1-P(X = x1)+x2-P(X = x)+ ZXJ = Xj)

» operator E (expectation) aplikovany na ndhodnou veli¢inu X
spocita vazeny pramér jejich hodnot, vahami jsou u
diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti téchto hodnot

» pro spojité rozdéleni

ux =EX :/ x - fx(x)dx
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stfedni hodnota 107(258)

» stfedni hodnota funkce Y = g(X) nahodné veli¢iny X
vazeny primér funkénich hodnot

EY =Eg(X) =) glx)P(X = x)
k

resp. pro spojité rozdéleni
EY =Eg(X)= / g(x)f(x)dx

—00

» populacni median [ spojitého rozdéleni

X Cislo, které déli mozné hodnoty ndhodné veli¢iny na dva
stejné pravdépodobné intervaly hodnot vétSich a mensich
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rozptyl 108(258)

(populaéni) rozptyl ndhodné velic¢iny X

» vazeny primér Ctvercl vzdalenosti moznych hodnot od stredni
hodnoty

ok =E(X — pux)?
= (1 — ux)?P(X =x1) + (2 — px)?P(X = x0) + ...
=205 — m)?P(X =)

7 = B = [ (e )0

—00

» (populaéni) smérodatna odchylka odmocnina z

(populaéniho) rozptylu
ax =1/ 0'3(
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rozptyl 109(258)

priklad diskrétniho rozdéleni: zndmka u zkousky

znamka k | 1 2 3 4 W o? o
P(X=k) (03 04 02 01|21]089]0,943
P(tY=k) |03 03 02 02|23]121|1100

» jednim Cislem charakterizovat kolisani znamek (variabilitu)

» (populacni) rozptyl = vazeny pramér ¢tvercu vzdalenosti
od stfedni hodnoty

» vahami jsou pravdépodobnosti

ox =(1-21)%-03+(2-2,1)% 04
+(3-21)%-02+ (4—2,1)%2.0,1=0,89 = 0,943
0% =(1-23)?-03+(2-2,3)%-0,3
(3

+(3-23)2-02+(4-23)2-02=121=1,1?

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009
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rozptyl 110(258)

vlastnosti stredni hodnoty a rozptylu
X, Y — nahodné veliciny, a, b konstanty, b > 0

parx=E(a+X)=a+EX =a+ pux
pox=E(b-X)=b-EX =0b-pux
ux+y:E(X+Y):EX+EYZ/LX"|-MY

2 2 _
Ua+X_UX7 O'a+X—O'X

2 2 2

oh.x = b0k, op.x = |blox

okiy =0k + 0% +20xy

ox,y = E(X — ux)(Y — py) kovariance X, Y
= (a —px)1 — py)P(X =x1,Y = y1)
+ (1 —ux)(y2 —puy)PX=x1,Y =y2) +...
(s¢ita se pres vSechny mozné dvojice)
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zavislost 111(258)
nezavislé nahodné veliciny
» pripomenme: ndhodné jevy A, B jsou nezdvislé, kdyz

P(ANnB) =P(A)-P(B)

» nahodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé, kdyz
pro vSechny dvojice moznych hodnot (x;, y;) plati

PX=x,Y =y)=P(X =x)-P(Y =y)

» X a Y jsou tedy nezavislé, jsou-li nezavislé vSechny jevy
A = {tvrzeni o X} a B = {tvrzenio Y}

» jsou-li X, Y nezavislé, pak
2 2 2
ox,y =0, tedy ox,y=o0%t+oy

» pro nezavislé ndhodné veliCiny plati:
rozptyl souctu = soucet rozptyll
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Zzavislost 112(258)

(populaéni) korelaéni koeficient

» Pearsoniiv (vybérovy) korelaéni koeficient

Ixy =
Y sty

» vybérova kovariance ddna vztahem

n

1 _ _
sy = 1 2. =X y)
i=1
» populacni protéjsek
oxy
XY =
oxXoy

> pxy ma stejné vlastnosti jako ry,, zejména plati [pxy| <1

» pro nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y je vzdy pxy =0
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zavislost 113(258)

idealizovany priklad: zndmky u zkousky

sdruZené a marginalni pravdépodobnosti

Y
X 1 2 3 4 |P(X=
1 0,5 0,10 005 000| 03
2 0,0 015 0,10 005| 04
3

4

0,06 0,05 0,05 0,05 0,2
0,00 0,00 0,00 0,10 0,1
PlY=4)103 03 02 0.2

oxy=(1-21)(1-23)-0,15+(1—-2,1)(2—23)-0,10+...
+(4—-2,1)(3—23)-0,00+ (4 —2,1)(4 —2,3)-0,10 = 0,57
0,57

B m = 0,55 = X a Y jsou zdvislé

XY
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binomické rozdéleni

114(258)
alternativni rozdéleni

» diskrétni, s jedinym parametrem 7 (nikoliv Ludolfovo &islo)

» P(X=1)=m, PX=0)=1-n 0<m<1)

» X — kolikrat v jednom pokusu doslo k udalosti, kterda ma
pravdépodobnost 7 (jen dvé mozné hodnoty: 0 nebo 1)

» stfedni hodnota (populaéni pramér)
px =1-P(X=1)40-P(X=0) =7
> (populaéni) rozptyl

0% = (1= ux)*P(X = 1) + (0 — px)*P(X = 0)
—(1-7)? 74+0-m)?2-(1-m)
=(1-n)7+m?(1—7) =n(l—n)
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binomické rozdéleni 115(258)

binomické rozdéleni bi(n, ) (1)

» diskrétni rozdéleni s parametry n, ™ 0<m<1)
n nezavislych pokusi
v kazdém zdar s pravdépodobnosti 7, nezdar s psti 1 — 7

>
>
» celk. pocet zdarii X ma binomické rozdéleni s parametry n, 7
» zapisujeme X ~ bi(n, )

>

X je soucet n nezavislych ndhodnych veli¢in X;

(Xi = pocet zdarii v i-tém pokusu)

kazdé X; ma alternativni rozdéleni s parametrem 7

z vlastnosti stfedni hodnoty souc¢tu nah. veliéin:

z vlastnosti rozptylu souctu nezavislych nahodnych velicin

v

v

o% = nm(l—7)
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binomické rozdéleni 116(258)

binomické rozdéleni bi(n, ) (2)

» pravdépodobnosti moznych hodnot

P(X = k) = (Z)M(l—n)"—k, k=0,1,,...,n

» pst, ze v danych k pokusech zdar Z, v ostatnich nezdar N

ZZ...ZNN---Ns psti 7¢(1 — 7)"*
—_—— ——
k n—k

» zvolime k mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N,
pocet moznosti:

<n>_ n! n(n—1)---(n—k+1)
o kl(n—k)!  k(k—1)---2-1
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binomické rozdéleni

117(258)

priklad: zkousky

v

C — zdar = udélat zkousku, P(C) = 0,8

zkousku déla n = 10 student stejné pfipravenych (u vsech
stejnad pravdépodobnost ), studenti neopisuji (nezavislost)

v

v

pst, Zze zkousku udé€ld né€jakych 9 studenti

10
P(X=9) = <9> .0,8°.0,2' =10-0,8°-0,2! = 0,268

> pst, ze pravé jeden student (néjaky) zkousku neudéld

10
P(Y=1)= ( ) ) .0,21.0,8° =10-0,2' - 0,8° = 0,268

v

pst, ze zkousku udéld danych 9 studentd: 0,0268

5. pfednaska 3. listopadu 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



binomické rozdéleni

118(258)

priklad: koureni

> vime, ze mezi dvacetiletymi muzi je (feknéme) 35 % kufakd
(nap¥. je-li 70 tisic dvacetiletych, pak je mezi nimi asi 24 500
kutakd, ale nevime, ktefi to jsou)

» vybereme ndhodné 60 dvacetiletych muzi, X — pocet kuraki
mezi nimi, tedy X ~ bi(60,0,35)

» populaéni primér, rozptyl, smérodatna odchylka
px =60-035=21 0% =60-0,35-0,65 = 13,65 = (3,7)°

» ukazky pravdépodobnosti moZnych hodnot
[dbinom(15,60,0.35)]

k 15 17 19 21 23 25
P(X =k)| 0,029 0,062 0,09 0,107 0,091 0,059
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Poissonovo rozdéleni

119(258)

Poissonovo rozdéleni Po(\) (1)

v

diskrétni rozdéleni (zakon vzacnych jevl), Y ~ Po()\)

v

Y — pocet vyskyti jevu ve zvolené Casové (prostorové,
plosné ...) jednotce

v

A > 0 — jediny parametr, intenzita vyskytu jevu (jak Casto se
v priméru vyskytuje ve zvolené jednotce)
Ak

P(Y =k =T5e"  k=01...

v

stfedni hodnota, (populaéni) rozptyl

Ly = A, o3 =\

v

u binomického rozdé&leni bylo ux > 0%, zde rovnost
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Poissonovo rozdéleni 120(258)

Poissonovo rozdéleni Po()) (2)

> parametr X\ znamend hustotu na jednotku ¢asu (plochy ...)
(populaéni pramér poctu pfipadd na jednotku .. .)

» zménime-li jednotku, zméni se parametr: pri pocitani
pravdépodobnosti toho, kolikrat najdeme pripad na
trojnasobku plvodni jednotky (trojndsobné plose, ve
trojnasobném case ... ), bude novym parametrem 3\

» analogicky pro jiné kladné nasobky

» aproximace: X ~ bi(n,7), n velké, ™ malé (ux = n- )
pak pravdépodobnosti hodnot X Ize aproximovat (pfiblizné
vyjadfit) pomoci pravdépodobnosti hodnot Y ~ Po(n - )

» Poissonovo rozdéleni Po(n - ) aproximuje binomické bi(n, )
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Poissonovo rozdéleni

121(258)

priklady Poissonova rozdéleni

» do pasti pada za noc v praméru 8 broukd (A = 8)
» s jakou pravdépodobnosti jich tam rano najdeme 107
[POISSON(10;8;0)] [dpois(10,8)]

10

8
P(Y =10) = 1—O'e_8 = 0,099

» vezmeme-li past s polovi¢cnim obvodem, ocekdvdme polovi¢ni
primér za noc (A = 4)

5. pfednaska 3. listopadu 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



Poissonovo rozdéleni

122(258)

souvislost binomického a Poissonova rozdéleni

» s jakou pravdépodobnosti neudéla 12 z 50 stejné pripravenych
studentt zkousku? (pst nedspéchu = 0,2)

» binomické rozdéleni bi(50,0,2)
[BINOMDIST(12;50:0,2)] [dbinom(12,50,0.2)]

50

P(X =12) = <12

> +0,2'%.0,8% = 0,103
» Poissonovo rozdéleni Po(50 - 0,2)=Po(10)
[POISSON(12;10;0)] [dpois(12,10)]

1012

—10 — 0,095
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normalni rozdéleni 123(258)

normélini (Gaussovo) rozd&leni Ny, o?)

o _]

S —— N(0.1)
— N(1,1)
—— N(0,0.25)

© N(—1,0.25)

= —— N(0,4)

< _|

o

o~ |

o

s _|

o

> spojité rozdéleni, symetrické okolo stfedni hodnoty u

» maximalni hodnota hustoty je imérnd 1/o (\/21—2 = %
o

» model vzniku: soucet velkého poctu nepatrnych prispévki
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normalni rozdéleni 124(258)

normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)

Hustota N(0,1)

0.4

0.3

- 2.1% 13.6 %|34.1 %(34.1 %|N3.6 % 2.1 %

0.2

0.1

0.0
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normalni rozdéleni 125(258)

priklady pravdépodobnosti o normalnim rozdéleni

> pro X ~ N(p,0?) plati

‘MX:EXZM‘ 0% =E(X — ux)? =02
X—p
» (X ~N 2 = Z="—"—""~N(0,1
(1,02) - (0,1)
>
X —
P(|Z] <c):P<‘ ”‘ <c> =P(X —pl<c-o)
> tedy
P(|X — u| < 1,00 0) = 0,68, tj. 68 %
P(|X — u| < 1,96 0) = 0,95, tj. 95 %
P(|X — u| < 2,00 0) = 0,9545, tj. 95,45 %
P(|X — | < 3,00 ) = 0,9973, tj. 99,73 %
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normalni rozdéleni 126(258)

normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)

tabelovano:

> hustota ¢(z)

[NORMDIST(z;0;1)] [dnorm(z)]
» distribu¢ni funkce ®(z) = P(Z < z)
[NORMSDIST(z)] [pnorm(z)]
» kritické hodnoty z(a): P(Z < z(a)) = ®(z(a)) =1 -«
[NORMSINV(1 — «)] [gnorm(1 — «)]
= 2(0.05) =1.645
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normalni rozdéleni 127(258)

zajimavé kritické hodnoty

2(0,025) = 1,96 tj.
2(0,025) = 1,96 ;.

(0,025) P(Z>196)=25%

(0,025) P(Z < —1,96) =25 %
2(0,025) = 1,96 tj. P(|Z| > 1,96) =5 %
2(0,005) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 %
2(0,005) = 2,58 tj. P(Z < —2,58) = 0,5 %
2(0,005) = 2,58 tj. P(|Z| > 2,58) =1 %
2(0,050) = 1,64 tj. P(Z > 1,64) =5 %
2(0,050) = 1,64 tj. P(Z < —1,64) =5 %
2(0,050) = 1,64 tj. P(|Z| > 1,64) = 10 %
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normalni rozdéleni 128(258)

vypocet pravdépodobnosti pro Z ~ N(0, 1)

> u spojitého rozdéleni je P(X < x) = P(X < x), tedy iu Z
> Z ~N(0,1),a < b, pak |P(a < Z < b) = &(b) — ¥(a)|
» odvozeni: jevy (Z < a) a (a < Z < b) jsou neslucitelné

(tvrzeni nemohou platit soucasné)
jejich sjednocenim je jev (Z < b), proto

P(Z<b)=P(Z<a)+Pa<Z<b)
®(b) = ®(a) +P(a< Z < b)
» piiklad: P(1 < Z < 2) = ®(2) — ®(1) = 0,977 - 0,841 =

0,136, jak bylo na obrazku
[NORMSDIST(2)-NORMSDIST(1)] [pnorm(2)—pnorm(1)]
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normalni rozdéleni

129(258)

Postup vypoctu P(1 < Z < 2) (Z ~ N(0,1))
pomoci tabelované funkce ®(z) = Fz(z) = P(Z < z)

<
o

N
(=)

0.0

0.2 0.4

0.0

hustota Z ~ N(0,1)

|
w

|
N

|
=
o
=
N
w

P(Z<1)

|
w

|
N

|
[y
o
-
N
w

<
o

N
(=)

0.0

0.2 0.4

0.0

P(Z<2)

P(1<Z<2)
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normalni rozdéleni 130(258)

vypocet pro X ~ N(u, 02)

X—p
g

Pix s =p (T < mg) <p (22708) <o ()

b _

P(a<X<b):<I>< ”)—@(a ”)
o o

priklad: X ~ N(136,1,6,4%) (vySky 10letych hochii v roce 1951)

X ~N(p,0%) = Z= ~ N(0,1)

P(134,5 < X < 140,5) = & <M> 3 <M>

6,4 6,4
= 0,754 — 0,401 = 0,353

tedy v rozmezi 135 cm az 140 cm bylo asi 35,3 % hochu
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normalni rozdéleni

131(258)

pohodInéjsi moznost

v

X ~ N(136,1,6,42)
pocitame P(134,5 < X < 140,5)

Excel i R nabizeji moZnost dosadit skute¢né parametry
normalniho rozdéleni

v

v

v

druhym parametrem je smérodatna odchylka

Excel (neptehlédnéte, ze nejde o NORMSDIST!):
[NORMDIST (140,5;136,1;6,4;1)-NORMDIST(134,5;136,1;6,4;1)]
R: (pozor, na vstupu nutné desetinna tec€ka, ¢arka je

oddélova¢ parametril)
[pnorm(140.5,136.1,6.4)-pnorm(134.5,136.1,6.4)]

v

v
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avod 132(258)

populace a vybér

» populaci charakterizujeme pomoci parametr(i rozdélent,
pripadné typu rozdéleni
» vysledkem méreni na ndhodné vybraném prvku populace je
ndhodna veli¢ina
» skutecné hodnoty parametrii nezname
» chceme parametry odhadnout
» chceme rozhodnout o platnosti tvrzeni (hypotézy)
o parametrech
> jako vybér si predstavujeme nékolik nezavislych nahodnych
velic¢in se stejnym rozdélenim (moznd neznamymi parametry)
» parametry odhadujeme na zakladé vybéru
» o hypotézach rozhodujeme na zdkladé vybéru
» priklady
» stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny (populaéni priimér)
odhadujeme pomoci vybérového priméru
» rozptyl ndhodné veli¢iny odhadujeme pomoci vybérového
rozptylu
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vybérovy pramér

133(258)
chovani vybérového priiméru
» necht Xi, X3,... X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny

s libovolnym stejnym rozdélenim se stfedni hodnotou u
a rozptylem o2, tj. nahodny vybér z onoho rozdéleni

. v I
> prumér Xi, X, ... X X = ;Z;X,-
1=

» pripomenme vlastnosti stfedni hodnoty, zejména

UX+Yy = X + [y, Mbx = b-px

> proto je
1 1 — 1
Px =Hiso x = 5 HSi, x = ;Z“Xf == p
i=1

> s = {1, tj. X je nestranny odhad parametru
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vybérovy pramér

134(258)

variabilita vybérového priiméru

» pro rozptyl nezavislych niahodnych velicin plati

0§<+Y =o% +0% o2 x = b%0%
> proto je
1 o?
2 _ ;2 2
Ox = 01 = —no° = —
_Zl 1X n2 n

» primér X ma tedy rozptyl n-krdt mensi, nez jednotliva
pozorovani

» sti¥edni chyba priméru = smérodatna odchylka priméru

6. pfednaska  10. listopadu 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



vybérovy primér 135(258

priklad: vék matek

Frequency
600 800 1000
| |
|

400
1

200
1

15 20 25 30 35 40 45
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vybérovy pramér

136(258)

priklad: vék matek

» vyjimecny umély priklad, kdy zname celou populaci
» populace obsahuje 10 916 hodnot
» rozdéleni véku je vyrazné nesymetrické
» provadén vybér rozsahu n, vZdy spocitan primér
» Nkrat opakované provedeno (spocitdno N = 1000 primért)
» spocitany charakteristiky z N priimér( jako vychozich hodnot,
(modfe charakteristiky celé populace nebo hodnoty odvozené)
n praimér sm. odch. o/y/n Sikmost $picatost
1 25,43 4,62 4,94 0,74 0,29
10 25,35 1,54 1,56 0,28 -0,04
100 25,39 048 0,49 0,08 -0,05
populace | 1 =25,40 o =494 4,94 0,77 0,19
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vybérovy pramér

v o

priklad: histogram populace a histogramy priméri

Sirky interval(l stejné, variabilita primér( s rostoucim n klesa

opulace n=1
2000 — pop
11500 _ 150
1000 — 100
500 — 50
0 0
I T T T T T 1 I T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
n=10 n=100
250 —
150
200 —
150 100
" 100 ’
50
50 —
0 - 0
I T T T T T 1 I T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45

6. pfednaska  10. listopadu 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



vybérovy primér 138(258)

priklad: histogram populace a histogramy vybéri

Sirky interval(l prizplsobené variabilité, s rostoucim n se zlepsuje normalita

opulace n=1

2000 pop
21500 » 150
c c
$ 1000 S 100
o o
o o
&L 500 L 50

0 I T T T T T 1 0 I T T T T 1

15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40
n=10 n=100

250 150
> 200 >
o 8]
& 150 $ 100
& 100 g
5 L 50

50

0 I T T T T 1 0 I T T T T T 1

20 22 24 26 28 30 24.0 25.0 26.0 27.0
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vybérovy pramér

priklad: shrnuti

» prumeéry kolisaji kolem populaéniho priméru u
» smérodatné odchylky klesaji s rostoucim +/n
» Sikmost a Spicatost se s rostoucim n blizi k nule

> je nadéje, Ze s rostoucim n je histogram podobnéjsi hustoté
normalniho rozdéleni — projev centrdini limitni véty
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CLwv

140(258)

centralni limitni véta

» vlastnost souctu nezdavislych nahodnych veliin se stejnym
rozdélenim (s populaénim priimérem 1, popul. rozptylem o2)
> primeér je soulet déleny poctem scitanci
= pro primér plati CLV také
» standardizovany soucet (primér) n nezavislych ndhodnych

velicin Ize pro velké n aproximovat normalnim rozdélenim
N(0,1)

Z’.'_lX,-—n-,u 7_N .
Z: I= _= NN ].
o~ —Vn~N(0,1)

» pro velkd n se vybérovy priimér chova, jako by slo o vybér
z normalniho rozdéleni, a to bez ohledu na vychozi rozdéleni

X A~ N(p,02/n)
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int. spol. pro 141(258)

interval spolehlivosti pro populac¢ni primér p
» pro nezavislé ndhodné velic¢iny Xi,..., X, ~ N(,u,az) plati
X ~ N(p,02/n)
X —
U/f
» pouzijeme kritickou hodnotu
p(|X=2
o/\/n

» hodnota parametru p je tedy s psti 1 — « pokryta intervalem

(x - ﬁz(a/z) X + ﬁz(a/2)>

> |ze pouzit pro velkd n i bez pozadavku na normalni rozdéleni

> proto je ~ N(0,1)

< z(a/2)> —1l-a
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int. spol. pro p 143(258)

priklad: 1Q vysokoskolaku

» u n = 16 nidhodné vybranych studentd jisté fakulty byla
zjisténa hodnota 1Q

v

metoda méfeni 1Q je konstruovadna tak, ze je 0 = 15

v

vysel priimér x = 110

v

co lze fici o populacnim priméru vsech studentid oné velké
fakulty?

95% interval spolehlivosti (z(0,025) = 1,96):

v

1 1
(110 — —5 1,96;110 + - > . 1.06) — (102,65; 117,35)

v

skute¢ny populaéni primér p (vSech studenti oné fakulty)
lezi s 95% pravdépodobnosti mezi 102,65 a 117,35

> 1 lezi s 90% pravdépodobnosti mezi 103,83 a 116,17
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int. spol. pro p

144(258)
vlastnosti intervalu spolehlivosti pro p

» délka intervalu roste s pozadovanou spolehlivosti
» 90% interval (103,83; 116,17) ma délku 12,34
> 95% interval (102,65; 117,35) ma délku 14,70
» délka intervalu klesd s rostoucim poctem pozorovani n
» pro n =16 ma 95% interval (102,65; 117,35) délku 14,70
» pro n=4-16 = 64 ma 95% interval (106,325; 113,675)
délku 7,35, tedy polovi¢ni (1/v/4 =1/2)

» kolik potfebujeme pozorovani, aby mél 95% interval délku 267

%z(a/2):5 = nz(%z(aﬁ))2

» v prikladu s IQ poZadujeme § = 5:

2
n= <15—51,96> =35
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int. spol. pro p

145(258)

interval spolehlivosti pro i (nezndmé o)

» nezname-li o, nahradime je pomoci (vybérova smér. odchylka)

n

S= 112(Xi_7)2

n—14%
i=1

» interval spolehlivosti pro u:

- S )
(X — ﬁt,,_l(a);X + %tn_l(@)>
» pouziti kritické hodnoty t,_1(a) Studentova t-rozdéleni misto
kritické hodnoty z(«/2) je penalizaci za to, Ze neznamou
smérodatnou odchylku o jsme nahradili jejim odhadem S

» plati totiz t,_1(c) > z(/2), s rostoucim n se rozdil zmenSuje
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int. spol. pro p

146(258)

priklad: vyska postavy

» studenti odhadovali vysku predndsejiciho;
predpokladejme, Ze nestranné a nezavisle na sobé

> n=122, xX=1724, s =4,032
> z tabulek: t»1(0,05) = 2,080

4,032 4,032
(172,4 — 282 5 080, 172,4 + 2952 5 050)
V22 V22

(170,6; 174,2)

» skutecnd vyska je s pravdépodobnosti 95 %
nékde mezi 170,7 cm a 174,2 cm
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CLV pro &etnosti 147(258)

centralni limitni véta pro Cetnosti

» co fikala CLV?

» absolutni Cetnost Y
» Y — soucet nezdvislych velicin s alternativnim rozdélenim
populacni primér X; je 7
populaéni rozptyl X; je n(1 — m)
Y = 27:1 Xi
Y ~ bi(n, ), proto pfiblizné Y ~ N(nm, nw(1 — 7))
> relativni Cetnost f = Y /n
» f — primér nezavislych veli¢in s alternativnim rozdélenim
» f~N(m7m(l—m)/n)

>
>
| 4
| 4
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CLV pro &etnosti

148(258)

priklad: pocet studentek

» zkuSenost: mezi uchazedi o studium byvéa 45 % divek

» s jakou pravdépodobnosti bude pfi 500 prihlaskach pocet
divek mezi 200 a 220 (véetné)?

» Y ~ bi(500,0,45) ma py = 500 - 0,45 = 225,
0% =500-0,45- 0,55 = 123,75, tedy oy = 11,1

220,5 — 22 1 —22
P(200 < Y < 220) = @ (M) 3 (M)

11,1 11,1

» hledand pravdépodobnost je pfiblizné 33,2 % (pFesné 33,3 %)
[NORMDIST(220,5;225;11,1243;1) — NORMDIST(199,5;225:11,1243;1)]
[pnorm(220.5,500%0.45,sqrt(500*0.45*0.55))

— pnorm(199.5,500*0.45,sqrt(500*0.45*0.55))]
[BINOMDIST(220;500;0,45;1) — BINOMDIST(199;500;0,45;1)]
[pbinom(220,500,0.45) — pbinom(199,500,0.45)]
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int. spol. pro pst

149(258)

interval spolehlivosti pro podil (pravdépodobnost) 7

» 71 — podil prvk(i populace s danou vlastnosti
» 7 — pst, s jakou takovy prvek vylosujeme
» pocet prvkl ndhodné vybranych s onou vlastnosti Y ~ bi(n, )

» stfedni chyba relativni Cetnosti Y /n = f
= smérodatna odchylka relativni ¢etnosti

= odmocnina z rozptylu relativni Cetnosti f, tedy 4/ @
» pravdépodobnost m nezname, odhadneme ji pomoci f

» odtud je pFiblizny 95% interval spolehlivosti pro =

(f—l,%ML; )¢ 1106 \/Ln_ f)>

» skute¢nd pst 7 je tedy s 95% psti v uvedeném rozmezi

v

existuje presnéjsi (pracnéjsi) postup
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int. spol. pro pst 150(258)

priklad: hody s hraci kostkou

» odhadujeme pravdépodobnost Sestky
» kostka A: n =100,n4 = 17,4, = 0,17

1 6. ) 22l 50 N Bt kit it
(0, 7— 1,96 100 >

(0,10;0,24)

> kostka B: n = 100, ng = 41, fg = 0,41

<041—196 \/041 059 041+ 1,96 \/041 059)

(0,31;0,51)

» duilezity rozdil: u kostky A pat¥i 1/6 = 0,167 do intervalu
spolehlivosti; u kostky B nikoliv; mize to néco znamenat?
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avod

151(258)

proC testovani hypotéz

» pripomerime 95% intervaly spolehlivosti pro Sestku u kostek:
> kostka A: (0,10; 0,24)
» kostka B: (0,31; 0,51)
» znamend néco, kdyz 1/6 = 0,167 lezi ¢i nelezi v 95% intervalu
spolehlivosti?
> nelze bezpecné poznat, Ze kostka A neni faleSna nebo ze
kostka B je falesna
» intervaly spolehlivosti urcily rozmezi, kde by skutecna
pravdépodobnost Sestky méla byt, jejich spolehlivost je velka,
ale omezend
» musime pripustit, Ze jsme mohli mit smilu, ze se v nasich
pokusech nahodou realizovaly malo pravdépodobné moznosti,
prestoze k takové smiile dochdzi jen zfidka

» potrebujeme standardizovana pravidla, jak rozhodovat

. pfednaska  24. listopadu 2008 Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



testovani hypotéz

152(258)

hypotézy a mozna rozhodnuti

» mozné statistické hypotézy

» (nulova) hypotéza Hy: — zjednodu3uje situaci, zpravidla se ji
snazime vyvratit, abychom vécné néco prokazali:
porovnavané populace se nelisi, vySetfované znaky jsou
nezavislé . ..
tedy zadny (tj. nulovy) rozdil, Zddn3 (tj. nulova) zavislost

» alternativa Hj: (alternativni hypotéza) — opak nulové
hypotézy, zpravidla to, co chceme vécné dokazat

» mozna rozhodnuti

» zamitnout Hy pokud nase data svéddci proti Hg
» nezamitnout Hy (pfijmout Hy) pokud neni dost diivodii Hyg
zamitnout

v

hypotéza — tvrzeni o populaci (zakladnim souboru)

v

rozhodujeme na zakladé dat z vybéru

v

nelze zarudit bezchybnost rozhodnuti
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testovani hypotéz 153(258)

chyby v rozhodovani

» nelze zarudit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:
» chyba 1. druhu, kdyz zamitneme platnou hypotézu Hg
» chyba 2. druhu, kdyz nepozndme, ze hypotéza Hy neplati a
nezamitneme ji (pfijmeme ji)
» nechceme prilis Casto chybné zamitat Hg
(tedy fale$né néco vécné prokazovat)
» proto se snazime chybé 1. druhu pokud mozno vyvarovat,
i kdyz ji nelze vyloucit
» hladina testu o = maximalni pripustnd pravdépodobnost
chyby 1. druhu (zpravidla « = 0,05, tj. « = 5 %)
» sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné
hypotézy
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testovani hypotéz

schéma rozhodovani

154(258)

rozhodnuti Ho plati Ho neplati

Ho zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < a) (pst 1— )
hladina testu sila testu

Hp nezamitnout
(pfijmout)

spravné rozhodnuti
(pst >1—a)

chyba 2. druhu
(pst )

» na zdkladé dat volime rozhodnuti (¥adek)

» nevime, jaka skute¢nost (sloupec) plati

7. prednaska
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testovani hypotéz

155(258)

klasicky postup pfi rozhodovani

zvolit (nulovou) hypotézu Ho, alternativu Hy
zvolit hladinu testu « (zpravidla 5 %)

zvolit metodu rozhodovani (ktery test pouZit)

vV v v .Y

z dat spocitat testovou statistiku T a porovnat ji
s tabelovanou kritickou hodnotou
(bude jesté: porovnat p-hodnotu s hladinou «)

v

kriticky obor — mnozZina téch vysledk(i pokusu
(napt. hodnot T), kdy budeme hypotézu zamitat

v

kdyZ padne statistika T do kritického oboru, pak hypotézu
zamitnout (zpravidla, kdyz T > ty, kde ty je kritickd hodnota)
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testovani hypotéz

156(258)

priklad: pada na kostce Sestka prilis Casto?

>

vV v.v vy

chceme na 5% hladiné& prokazat, Ze pravdépodobnost Sestky
na dané kostce je vétsi, nez by méla byt (tj. vétsi nez 1/6)
Ho : P(padne Sestka) = 1/6 (m=mo)

Hi : P(padne Sestka) > 1/6 (m > mo)

provedeme n = 100 pokusl, Y je pocet Sestek

co svédci pro neplatnost hypotézy? Je to situace, kdy
»Sestka padd mnohem castéji, nez by méla padat za Hp"

» tvar kritického oboru: hypotézu zamitat, kdyz Y > yy
» za platnosti Hy md pocet Sestek Y rozdéleni bi(n,1/6)

» velikost kritického oboru: y; zvolime tak, abychom hypotézu

za jeji platnosti zamitali s pravdépodobnosti nejvyse «, tj.

Po(Y > y) <«
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testovani hypotéz 157(258)

priklad: jak zvolit kritickou hodotu y;?

» nékteré pravdépodobnosti pro Y ~ bi(100,1/6)

Yo 20 21 22 23 24 25
P(Y >yp) | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038 0,022
» podminku P(Y > yp) < 0,05 spliiuje yp = 24
» padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou aspon 24 Sestek,

budeme na 5% hladiné zamitat hypotézu, Ze pst Sestky je
1/6 ve prospéch alternativy, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6
(dano zvolenou alternativou)

» na kostce A nam padlo 17 Sestek, hypotézu nezamitame,
to ale neznamend, ze bychom hypotézu prokazali

» na kostce B nam padlo 41 Sestek, hypotézu zamitame

» pro a = 10 % bychom zvolili yy = 22,
bylo by vSak vétsi riziko zamitnuti platné hypotézy
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testovani hypotéz

158(258)

priklad: sila testu

» sila testu = pst, Ze hypotézu zamitneme, kdyz ona neplati

» pfi 100 hodech hypotézu na 5% hladiné zamitame, je-li
Y > 24

» necht je ve skuteénosti m = 1/4, pak hypotézu zamitneme
(vysledek pokusu padne do kritického oboru) s psti

100 k 100—k
100\ (1 1
P(Y224):§:<k><z> (1_Z> = 0,629
k=24

[1-BINOMDIST(23;100;1/4;1)]

[1-pbinom(23,100,1/4)]
» pro ™ = 0,25 je tedy sila testu 62,9 %

» pro m = 0,3 je podobné sila testu rovna 92,4 %
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p-hodnota 159(258)

rozhodovani pomoci p-hodnoty

» p-hodnota p je nejmensi «, pri kterém Hg z danych dat jesté
zamitdme

» p-hodnota p je za platnosti Hy spocitand pravdépodobnost
vysledkil stejné nebo méné priznivych pro Hy, nez ten, ktery
opravdu nastal

» Ho zamitame pravé tehdy, kdy# je

» p-hodnotu pocitaji moderni pocitacové programy

» existuji Glohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty
(napt. Fisheriiv exaktni test ve ¢tyfpolni tabulce)

» statistické rozhodovani:
spocitat k T odpovidajici p-hodnotu a porovnat ji s «
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p-hodnota

160(258)

priklad: rozhodovani pomoci p-hodnoty

> snazime se prokazat, Ze Sestka pada pfilis ¢asto (Hy : m > 1/6)
» hypoéza Hp : m = 1/6, kriticky obor: Y > yp = 24

» padlo ndm Y = 17, proto (psti binomického rozdélent)

100 k 100—k
100\ (1 1
p:P(Y217):§:<k><6> (1_6> = 0,506

k=17
=1-P(Y < 16) [1-BINOMDIST(16;100;1/6;1)]

v

protoze 50,6 % > 5 %, hypotézu nemiizeme na 5% hlading
zamitnout, nemdzZeme tvrdit, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6

v

neprokazali jsme vsak, ze by hypotéza platila
na kostce B: p=P(Y >41)=1—-P(Y <40)=7,4-10"°
hypotézu zamitdme [1-pbinom(40,100,1/6)]

v
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p-hodnota

161(258)

priklad: kostka a oboustranna alternativa

v

vV v v VY

chceme ovérit, zda je kostka v poradku

pokusime se prokazat, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6 (pak
Sestka pada pfili§ Casto) nebo je mensi (pada prilis zfidka)
(oboustranna alternativa)

Ho : P(padne Sestka) = 1/6 (m =mo)
H; : P(padne Sestka) # 1/6 (m # mo)
proti hypotéze svéd¢i malé nebo velké hodnoty Y

pst chyby 1. druhu « rozdélime na dvé poloviny:
a/2 pro prilis malé Y, /2 prilis velké Y
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p-hodnota

162(258)

priklad: kostka, oboustrannd alternativa

Yo 8 9 10 ... 24 25 26
P(Y <yo) | 0,000 0021 0,043 ... 0978 0,988 0,994
P(Y > yo) | 0,996 0,90 0,979 ... 0,038 0,022 0,012
P(Y = yo) | 0,006 0,012 0,021 ... 0016 0,010 0,006

» a = 0,05, tj. «/2 = 0,025 (resp. « = 0,1, tj. «/2 = 0,05)
» Hp zamitneme, kdyz bude Y < 9 nebo kdyz bude Y > 25
» skutecnd pst chyby 1. druhu bude 0,021 + 0,022 = 0,043

> [pbinom(9,100,1/6)+(1-pbinom(24,100,1/6))]
[BINOMDIST(9;100;1/6;1) + 1-BINOMDIST(24;100;1/6;1)]

> hodnoty v rozmezi 10 az 24 (v¢etné mezi) nesvéd<i proti Ho
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test o podilu (psti) m 163(258)

oboustrannd alternativa (pfiblizné)

v

v

v

v

v

v

v

Ho : m = mo, napt. P(padne Sestka) = 1/6

H; : m # mo, napf. P(padne Sestka) # 1/6

proti hypotéze svéd¢i Y hodné daleko od py = nmg (poditame
za platnosti hypotézy), tj. rel. Cetnost f = Y'/n daleko od mp

zavedeme

Y — f—
Z: n7T0 _ 0 \/E

n7T0(1—7T0) 7T0(1—7T0)

hypotézu zamitneme, bude-li Z daleko od nuly: |Z| > z(«/2)
pro @ = 5 % zamitdme hypotézu, je-li |Z]| > 1,96

zp = 0,089 (nezamitneme), zg = 6,529 (zamitneme)
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jednovybérovy test 164(258)

zménila se za deset rok( vyska desetiletych hoch(i?

» v roce 1951 byla priimérnd vyska desetiletych hochii 136,1 cm
(zjisténo z velkého vybéru o tisicich méFeni)

» v roce 1961 bylo zméfeno 15 ndhodné vybranych desetiletych
hochi: 127 130 133 136 136 138 139 139 139 140 141 142
147 149 151

» X =139,13cm, n=15

> znamena to, Ze za téch deset rok( jsou desetileti opravdu
vyssi?

» staci k dikazu, ze 10 hochl je vétsich nez 136,1 cm
a jen 5 mensich nez 136,1 cm?

» staci k diikazu, ze novy primér je o 3 cm vyssi?
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jednovybérovy test 165(258)

test o stredni hodnoté 11 normalniho rozdéleni

» predpokldddme X1, X, ..., X, ~ N(u, 02), nezavislé
» o > 0 odhadneme pomoci s, = \/ﬁ S (X — X)?
» rozptyl X odhadneme pomoci s2/n, stfedni chyba X
(odmocnina z rozptylu) je tedy S.E.(X) = s, /v/n
» Ho : = po (o zndma konstanta)
X — X —
T=2_ /fO _ ,UO\/E
S.E.(X) Sx
statistka 7 ma za Hgy Studentovo t-rozdéleni s n — 1 st. vol.
» kdy hypotézu Hy zamitdame (kriticky obor):

» Hi: p # po (oboustrannd alternativa) |T| > th-1()
» H; : > po (jednostrannd alternativa) T > ty-1(2c)
» H; : < po (jednostrannd alternativa) T < —th-1(2a)
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jednovybérovy test 166(258)

souvislost s intervalem spolehlivosti

» pripomenme interval spolehlivosti pro
X —SE(X) th1(a) < p < X +SE(X) - tya(a)

tn_l(Oé)

Sx

NG

X—S—Xt,,_l(a)<u<5<+

Vn
> lze prepsat jako

X

|T\:1 "V

< tp—1(a)

» Hp : u = po tedy nezamitneme na hladiné « pri oboustranné
alternativé, pravé kdyz pg lezi v 100(1 — «)% intervalu
spolehlivosti

» interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty i,
které bychom jako hypotézu nezamitli
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jednovybérovy test

167(258)

priklad: vysky desetiletych hochli (02 nezndmé)

» kriticky obor: X se pfilis lisi od g ve sméru zvolené alternativy

> spolitdme [t-test(hosi,mu=136.1,alternative="greater" )]

139,13 — 136,1
e VL T |
656 V15 = 1,79

» na 5% hladiné pfi jednostranné alternativé u > po hypotézu
zamitame, nebot t14(0,10) = 1,76 (p = 4,7 %)

» na 5% hladiné jsme prokazali, Ze vyska desetiletych vzrostla

> 95% int. spolehlivosti pro populaéni primér vy$ek hochu:
(135,5;142,8)

» na 5% hladiné pfi oboustranné alternativé hypotézu
nezamitdme, nebot t14(0,05) = 2,14 (p = 9,5 %)
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jednovybérovy test 168(258)

pouziti Excelu (Analyza dat, Popisna statistika)

prednaska Excel hosi

pramér St¥. hodnota 139,13 | | 139,13 — 3.63
stfedni chyba Chyba stf. hodnoty | 1,693 — 13550
medidn Median 139

modus Modus 139 | * 13913 4363
s Smér. odchylka 6,56 = 142,76

s? Rozptyl vybéru 42,98 | » 95% interval
$picatost Spidatost 0,006 spolehlivosti:
Sikmost Sikmost 0,090 | (1355; 142,8)
rozpéti Rozdil max-min 24 > 1o = 136,1 je
minimum Minimum 127 v int. spolehlivosti
maximum Maximum 151 |, pFi oboustranné
soucet Soucet 2087 alternativé jsme
rozsah vybéru n Pocet 15 nezamitli Ho
pol. Sitka int. spol. | Hladina spol. 3,63
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jednovybérovy test 169(258)

kriticky obor pro X

(nezndmé o)

rozdé leni prd mé rné vysky za hypotézy

O 5% oboustranny test
B 10% oboustr. (ob& barvy)

hustota(x)
000 001 002 003 004 005 0.06

> pri jednostr. alternativé 1 > g je 5% kriticky obor oznaden
obéma barvami na pravé strané
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dvouvybérovy t-test

170(258)
porovnani dvou populaci (dvouvybérovy t-test)

VySky desetiletych

—_— 0

150
1

» priklad: lisi se desetileté
divky vyskou postavy od
desetiletych hocha?

(tvrzeni o vSech détech)
» vysky hochli zname, 7
X = 139,13 cm, ;

-

145
I

140

sy = 6,56, ny =15

» vysky divek: 131, 132,
135, 141, 141, 141, 141,
142, 143, 146, 146, 151

» Y = 140,83, s, = 5,84, ‘ ‘
n, =12

135
I

130
L
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dvouvybé&rovy t-test 171(258)

dvouvybérovy t.test

> |ze predpokladat, Ze vysky ndhodné vybranych hochd maji
normalni rozdéleni

Xi ~ N(px, 0?), nezavislé, i=1,..., n,

> lze predpokladat, Ze vysky nahodné vybranych divek maji
normalni rozdéleni

2 (el T —
Y,-wN(,uy,a), nezavislé, i=1,...,n,

» predpoklad stejnych rozptyli byva splnén, lze jej ovéFit
» musi jit o nezavislé ndahodné vybéry, nelze napt. vybirat
sourozenecké dvojice nebo opakované mérit stejnou osobu
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dvouvybé&rovy t-test 172(258)

v o

porovnani stfednich hodnot nezavislych vybéri

» Ho : p1x = py, (neni rozdil, nulova hypotéza)
zfejmé totéz jako i — py, = 0 (nulovy rozdil st¥. hodnot)
(hosi a divky se v deseti letech co do vysky nelisi)
» mozné alternativy
» Hi: px # py (neni-li divod k jednostranné alternativé)
» Hi:py > py (bylo cilem dokézat, Ze hosi jsou vétsi nez divky)
» Hi: py < py (bylo cilem dokazat, Ze hosi jsou mensi nez divky)
» rozhodovani zaloZeno na porovnani priméri X a Y; &im vice
se lisi ,,spravnym smérem"”, tim spiSe zamitnout hypotézu

> je tfeba porovnat s mirou presnosti, s jakou rozdil priméri
X — Y odhadne skutecny rozdil populacnich primérd pi, — piy
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dvouvybérovy t-test 173(258)

odhad o2

> k tomu je tfeba odhadnout také neznimé o> pomoci

1 Nx B ny B

2 2 2
S B X — X Y- Y

- (G )

s s
ne+n,—2 nc+n, —27

(vazeny pramér odhadi rozptylu v obou vybérech)
> vyska desetiletych déti: n, = 15, n, = 12, X = 139,13,
Y = 140,83, s2 = 42,98, s2 = 33,79, tudiz
5 14

11
= —— .4298 + —— - 33,79 = 38,94 = 6,242
ST = 0 e 55 3% ’ ’
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dvouvybé&rovy t-test 174(258)

kriticky obor

» o hypotéze Hg : p1x = i, se rozhoduje pomoci

T:AX—V :X—Y nxn,
SE(X-Y) s \n+n

Hi @ px # py zamitdme pokud |T| > t; 15, —2(c)

Hi @ px > py zamitdme pokud T > t; 15, —2(20)
Hi @ px < py zamitdme pokud T < —tp 45, —2(200)
vysky desetiletych: T = —0,70 =
| — 0,70‘ < 2,06 = t15+12_2(0,05)
na 5% hladiné jsme neprokazali rozdil mezi vyskami
desetiletych hocht a divek (p = 48,8 %)
[t.test(vyska~Divka,var.equal=TRUE)]
[TTEST(A14:A28;A2:A13;2;2)]

vV v v v

v
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dvouvybérovy t-test

175(258)

souvislost s intervalem spolehlivosti

> [l — [ty =0 o kolik se lisi populacni primérné vysky
odhadem prodjed =X —-Y =—-17

krajni body intervalu spolehlivosti pro rozdil § jsou

v

v

(X =Y)FSEX = Y) " tnsn-2(a)

Ho zamitame pravé tehdy, kdyz nula neni v int. spol. pro ¢

v

pfi porovnani vysek hochii a divek je 95% interval pro §

15 12 15 12
(_677a 373)

(—1,7—6,24 L1 006 —174624 i+i-2,06>

v

nula je v intervalu, proto nezamitame Hp : § =0
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dvouvybérovy t-test 176(258)

shrnuti

» dileZité predpoklady

> nezdvislé vybéry

» stejné (populaéni) rozptyly (lze testovat)

» normalni rozdéleni (Ize testovat)
> existuje varianta bez predpokladu stejnych rozptyli
» pro velkd ny, n, na normalité tolik nezélezi (CLV)

» je-li problém s normalitou, |ze pouzit jiny test
(Mann-Whittney)
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177(258)

dvouvybérovy t-test

provedeni v MS Excelu (stejné rozptyly)

prednaska Excel Soubor 1 | Soubor 2
pramér Stf. hodnota 139.133 140.833
rozptyl Rozptyl 42,981 33.788
rozsah vybéru Pozorovani 15 12
spol. odhad rozpt. | Spoleény rozptyl 38.936
Ho : px — py = Hyp. rozdil stf. hodnot 0
stupné vol. Rozdil 25
T t stat -0.733
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0.244 | jen nékdy!
tn,+n,—2(20) t krit (1) 1.708
p oboustr. testu P(T<=t) (2) 0.488
tncyn,—2(Q) t krit (2) 2.060

pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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dvouvybérovy t-test 178(258)

problém nestejnych rozptyli

» predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt
ve skuteCnosti splnén, lze jej ovéfit porovnanim odhadi
2

rozptylu F-testem F = 5—5
Sy
» hypotéza Hg : 02 = a§ se proti Hy : 02 # 0}2, zamita, kdyz je

> Fny—l nX—l(a/2)

-

bud F = = > Fn,—1,n,—1(/2) nebo

‘<m|\) | XN
xmr\) | “<(nr\>

» vlastné se vétsi odhad rozptylu déli mensim odhadem, k tomu
se musi zvolit spravné poradi stupnt volnosti a hladina
» priklad vysky desetiletych déti:

F= gé:gi = 1,27 < F1411(0,025) = 3,36

> [var.test(vyska~Divka)]
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dvouvybérovy t-test 179(258)

MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

prednaska | Excel Soubor 1 | Soubor 2
prameér Stf. hodnota 139.13 140.83
rozptyl Rozptyl 42.98 33.79
rozsah Pozorovani 15 12
stupné vol. | Rozdil 14 11
F F 1.27
p P(F<=1) (1) 0.349

F krit (1) 2.739

pozor Excel pracuje Spatné: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu
pro jednostrannou alternativu odvozenou z hodnoty statistiky F;
pfi oboustranné alternativé je tfeba p-hodnotu vyndsobit dvéma

ve skutecnosti je P(F > 1,27) = 0,349, takze p = 2-0,349 = 0,698
pro oboustrannou alternativu mélo byt pouzito

F14,11(0,025) = 3,359
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180(258)

dvouvybérovy t-test

provedeni v MS Excelu (nestejné rozptyly)

Soubor 1 | Soubor 2
primér Stf. hodnota 139.133 | 140.833
rozptyl Rozptyl 42.981 33.788
rozsah Pozorovani 15 12
Ho : px — py = | Hyp. rozdil stf. hodnot 0
stupné vol. f Rozdil 25
T t stat -0.713
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0.241
tr(2a) t krit (1) 1.708
p oboustr. testu | P(T<=t) (2) 0.482
tr(a) t krit (2) 2.060

pri oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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pérovy t-test 181(258)

parové testy

» neni-li pfedpoklad nezavislosti porovnavanych vybér( splnén,
da dvouvybérovy t-test nespravny vysledek
» typické poruseni predpokladu nezdvislosti je u parovych dat
» méreni na stejnych objektech ve dvou riznych casech
» méreni na stejnych objektech pred zdsahem a po ném
(oSetFeni)
» méreni na rodicich
> postup
» spoditaji se a hodnoti rozdily (zmény)
» prejde se k Gloze s jedinym vybérem
» maji-li rozdily normalni rozdéleni, pak parovy t-test
» v Excelu nesmysIné je parovy t-test uveden jako
dvouvybérovy parovy test (nejde o dva vybéry)
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pérovy t-test 182(258)

priklad: vyska rodici

» rozhodnout o tvrzeni, Ze populac¢ni priimér vysek otci je
pravé o 10 cm vétsi nez populacni primér vysek matek

> otcové: }7 = 179,26,s, = 6,78, n, = 99
matky: Z = 166,97,s, = 6,11, n, = 99

> otcové jsou (ve vybéru) v priméru o Y — Z = 12,29 cm vyssi

» smérodatnd odchylka rozdila je 8,14 (méné, nez kdyby byly
vysky rodic¢t nezavislé . ..6,7824-6,112=9,132)

» stiedni chyba rozdilu priméri je 8,14/4/99 = 0,819

» rozhodneme podle statistiky [t.test(vyska.o-vyska.m,mu=10)]

[t.test(vyska.o,vyska.m,paired=TRUE,mu=10)]

12,29 — 10

T —
‘ 0,819

‘ = 2,801 > 1,984 = t65(0,05) p=0,6%
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Mann-Whitney

183(258)

Mannav-Whitneylv (Wilcoxonv) test

poradova obdoba dvouvybérového t-testu

vV v v Vv

porovnavame stejny kvantitativni znak ve dvou populacich
mdame dva nezavislé vybéry z téchto populaci

co kdyz nelze predpokladat normalni rozdéleni?

necht Xi,...,Xs, a Y1,..., Yy, jsou nezavislé vybéry ze
spojitého rozdéleni (napriklad vék matek, stfedni délka Zivota
muz{ pfi narozeni ve dvou skupinach zemi, potratovost . ..)

Ho tvrdi, Ze obé rozdéleni jsou stejna (mezi populacemi neni
rozdil, zpravidla nds zajima, Ze neni rozdil v mirach polohy)

> specielné to znamen4d, ze populacni mediany jsou shodné

» postup zalozen na poradi bez ohledu na vybér

» idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by takto

zjisténa primérna poradi v obou vybérech podobna
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Mann-Whitney

184(258)

priklad: potraty na 1000 obyv. (Cechy vers. Morava)

v roce 2003

kraj | Pha  St¢ J¢ Pl KV Us Lb
potratovost | 4,03 4,02 4,11 470 5,65 5,80 4,98
poradi 7 6 8 10 12 13 11

kraj | HK  Par Vys UM Ol Zl  MS
potratovost | 4,33 3,38 3,57 3,70 3,65 3,42 3,87
poradi 9 1 4 3 2 5

» Hp : shoda populaci (zejm. mediani), H; : neshoda
» nejasné, kam patfi kraj Vysocina; vynechame jej
» pramérné poradi Ceskych kraja: 77/9=8,56
W=7+6+8+4+10+12+134114+9+1=77
» pramérné poradi moravskych kraji: 14/4=3,5
W, =4+3+2+5=14
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Mann-Whitney

185(258)

priblizné rozhodovani (ny, n, desitky)

» W, W, soucty poradi, W, standardizujeme

Wi — ne(ng +ny, +1)/2

7 —
V/nxny(ne +ny, +1)/12

» za hypotézy (neni rozdil mezi populacemi) je pouzitim
centralni limitni véty Z ~ N(0,1)

» hypotézu zamitame, je-li |Z| > z(«a/2)

» nas priklad: [wilcox.test(potr~Cechy)]

77 —9-14/2

V9 -4-14/12

» na 5% hladiné jsme prokazali rozdil

=216 > 1,96 = 2(0,05/2) p=31%
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Mann-Whitney

186(258)

presny vypocet p-hodnoty Wilcoxonova testu

>

>

zajima nas, nakolik je nas vysledek (W, =77, W, = 14)
vyjimecny

mame celkem n, + n, = 13 pozorovani, ¢tyfi z nich (tolik jich
je v mensi skupiné, z Moravy) Ize vybrat celkem (143) =715
zpulsoby

kolik z téchto zpusob vede k tak extrémné nestejnym
pramérnym poradim?

budeme hledat, kolik Ctvefic oznacenych za moravské by dalo
v souCtu nejvys 14, jak nam doopravdy vyslo

vzdy plati W, + W, = (nc + ny)(nc +n, +1)/2 =91
(soucet ¢isel 1 +2+4 ...+ nc+ny)

stali zabyvat se jedinou ze statistik W,, W,,, zpravidla tou pro
mensi vybér
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Mann-Whitney

187(258)

prehled moznych ctveric v nichz je soucet poradi nejvys 14

(Etvefice vybirame z &isel 1, 2, ...,13)

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 3 3 2 2
3 3 3 4 3 4 4 3 4 5 4 4 3 4
4 5 6 5 7 6 5 8 7 6 6 5 9 8
10 11 12 12 13 13 13 14 14 14 14 14 15 15

> nejvys 14 mohl byt soucet poradi za platnosti hypotézy
s pravdépodobnosti p; = 12/715 = 0,01678
» protoZze mame oboustrannou alternativu, musime vzit v Gvahu

také situaci, kdy by byla na Moravé velka poradi, p-hodnotu
nutno zdvojndsobit: p = 24/715 = 3.4 %
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parovy Wilcoxon 188(258)

priklad: klesd potratovost? (parovy t-test zde nevhodny)
potrati na 100 téhotenstvi

» pouzijeme Udaje z 12 okresli v letech

A ; . +
i 4] Xi|R 2000 (Y;) a 2001 (Z;)
247 231 16| 4 )
257 236 | 2.1 6 » hypotéza Hg : v obou letech potratovost
316 279 | 3,7 | 12 stejna, rozdily dany nahodnym kolisanim;
243 222 | 21 7 H; : potratovost klesd (jednostranng alt.)

268 234 | 34| 11
306 279 | 27| 10
21,1 215 | -04 1
235 260 | -25
269 243 | 26
225 239 | -14
23,1 212 19
249 25,7 |-0,8

» za Hg by rozdily mély kolisat symetricky
kolem nuly

» za H; by mély prevladat kladné rozdily,
spise velké

» primérné poradi z 8 kladnych rozdild: 8
(soucet W = 64), pramérné poradi ze 4
zapornych rozdili 3,5 (soucet 14)

N C1 WO
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parovy Wilcoxon 189(258)

priklad: klesad potratovost?

12 -> 12 [}
<— [}
10 —> 10 [}
< [}
8 E— 8 @
> [ ]
6 < 6 [}
NS [}
4 4 < 4 [}
< ()
2 < 2 (]
<— [ J
T 1T T 1 1 T 1
22 24 26 28 30 32 -2 01 2 3
VyVOj velikost poklesu
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parovy Wilcoxon

190(258)

parovy Wilcoxontv (Wilcoxon signed rank) test

» necht (Y1,21)...,(Yn, Zn) nezavislé dvojice,
rozdily X; = Y; — Z; maji spojité rozdéleni
» Ho : Y}, Z; maji stejné rozdéleni (populace jsou stejné)
» maji-li Y;, Z; stejné rozdéleni, pak rozdily X; = Y; — Z; jsou
symetricky rozdéleny kolem nuly
> postup
» vylouéit nulové hodnoty X; (tedy shodné hodnoty Y;, Z;),
podle toho pfipadné zmensit n
» urdit poradi R;" absolutnich hodnot |X;| = |Y; — Zi|
» urcit W, tj. soucet poradi pivodné kladnych hodnot X;
» podle W rozhodnout
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parovy Wilcoxon 191(258)

rozhodovani

» na zakladé centralni limitni véty |ze pouzit

W-EW = W-— ( 1)/4

‘= SE(W)  /n(n+1)2n+1)/24

hypotézu o shodé zamitneme, bude-li |Z| > z(a/2)

pfi jednostranné alternativé porovnat Z a z(«)

pro maly pocet dvojic (do deseti) radéji pouzit tabulky
priklad (W = 64, n = 12, jinak presné je p = 2,6 %)

64 —12-13/4

~ /12-13.25/24

=1,961 > 1,645 = z(0,05), p = 2,5 %
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parovy Wilcoxon 192(258)

poznamky k vypoctu

» nezapomenout vyloudit nulové rozdily

» shodnym absolutnim hodnotam rozdiliim prifadime jejich
pramérné poradi

» Excel nam v takovém pripadé moc nepomlize, protoze resi
problém shod nestandardné, napr.:

Xi | 4 25 2 6 -4 27
IX;l | 4 2 5 2 6 4 27
Rt |45 2 6 2 7 45 2 8
Excel | 4 1 6 1 7 4 1 8

» v tabulce patrné nestandardni chovani Excelu

> [wilcox.test(pokles,alternative="greater") |
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parovy znaménkovy 193(258)

parovy znaménkovy (sign) test

» hodnoti pouze pocet kladnych a zapornych rozdilli, nezalezi
na tom, jak jsou rozdily veliké (slabsi test nez Wilcoxoniv)

» Hg : Y;, Z; maji stejné rozdé€leni; za hypotézy oCekdvame, Ze
pocty kladnych a zdpornych X; jsou podobné

» oznaCme Y pocet kladnych X; z celkem n nenulovych, za
hypotézy Y ~ bi(n,1/2)

> priblizné rozhodovani (centralni limitni véta)

Y —n/2 2Y —n
n/4 vn

pfi jednostranné alternativé porovname Z a z(«)

, zamitat pro |Z| > z(«/2)

v
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194(258)

parovy znaménkovy
poznamky
» pro znaménkovy test neni tfeba znat hodnoty Yj, Z;, staci
veédét, kterda z moznosti Y; > Z;, Y; < Z;, Y; = Z; nastala
» nas priklad o mozném poklesu potratovosti (n =12, Y = 8)
2:8-12
V12

» pfi malych hodnotdch n (do 30) se doporucuje Yatesova
korekce

=1,155, p=P(Z>1,155)=0,124

2Y —n| -1
ZYates = %
» nas priklad (Yatesova korekce, jingm zpisobem presné
p =0,194)
_2-8-12| -1
V12

sign(2Y — n)

Z .1=10,866, p=1—®(0,866) = 0,193
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parovy znaménkovy 195(258

souvisi spolu vysky rodici?
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(Pearsonuv) korel. koef.

196(258)

prokazovani zdvislosti spojitych veli¢in

> vime, Ze pro nezavislé X, Y je px y =0

> ryy, je odhadem px y; jak daleko od nuly musi byt r,,,
abychom na hladiné « prokazali zaavislost X, Y7

» za predpokladu, Ze X, Y maji normalni rozdéleni (nebo pocet

pozorovanych dvojic Xj, Y; je velky), hypotézu nezavislosti
zamitdme pokud je | T| > t,—2(«), kde

r
T = —V/n—-2
Vv1—r2
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(Pearsoniiv) korel. koef. 197(258)

priklad: vysky rodici

v

pro n = 99 dvojic byl spocitan korela¢ni koeficient r = 0,205;

0,205
/1 —0,2052
» na 5% hladiné jsme zavislost prokazali

> t97(0,01) = 2,63, tudiz na 1% hladiné jsme zavislost
neprokazali

T = V97 = 2,07 > t47(0,05) = 1,98

» vyska zpravidla spliuje predpoklad o normalnim rozdéleni
» [cor.test(~ vyska.m+vyska.o,data=Kojeni)]
[CORREL(x;y)] (pouze vypocet korelatniho koeficientu)

» neni-li normalni rozdéleni a nemnoho pozorovani, rad€ji pouzit
Spearmanuv korelaéni koeficient
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priklad: vysky rodici

vySka otce

(Pearsonuv) korel. koef.

165 170 175 180 185 190 195

y=b[0]+b[1]x
x=c[0]+c[1]y

170 175

vySka matky

T
180

T
185

198(258
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Spearmanuv korel. koef. 199(258)

Spearmaniyv korelacni koeficient

» misto plvodnich hodnot x;, y; pouziva jejich poradi R;, Q;
> je to vlastné Pearsoniiv korelacni koeficient pouzity na poradi

» vypocet lze upravit, zjednodusit na

n

rs =1- 7{7(”26_ 0 D (Ri— Q)?

i=1

» vhodny pro nelinedrni monotonni zavislost, nevadi odlehlé
hodnoty

> pri testovani nemusi byt normalni rozdéleni
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Spearmanuv korel. koef. 200(258)

priklad: alkohol a imrtnost na cirhdzu

zemé spotfeba | imrtnost | R; | Qi | Ri — Q;
Finsko 3,9 36 1 3 -2
Norsko 4,2 431 2 5 -3
Irsko 5,6 34| 3 2 1
Holandsko 57 37| 4 4 0
Svédsko 6,0 7215 |7 -2
Anglie 7,2 30| 6 1 5
Belgie 10,8 123 7 | 8 -1
Rakousko 10,9 70| 8 6 2
SRN 12,3 23,71 9 | 10 -1
Italie 15,7 236 (10| 9 1
Francie 247 46,1 | 11 | 11 0
rszl—L(22+32+...) =0,773
11-120

r = 0,956 zdanlivé mnohem tésnéjsi zavislost!
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Spearmanuv korel. koef. 201(258

cirhdza jater a spotreba alkoholu
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regrese 202(258)

Regrese

» na rozdil od korelace (sila zavislosti) hledame tvar (zpusob)
zavislosti, zajima nas také prikaznost zavislosti

» snazime se z danych hodnot regresora (nezavisle
proménnych, prediktori) pfedpovédét hodnoty zavisle
proménné (odezvy, vysvétlované proménné)

> snazime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit
kolisdnim regresortl

» prvné v tomto smyslu F. Galton (1886) pfi vySetfovéni
zavislosti vysky potomkd na priimérné vysce rodici

» Pearson, Lee (1903): potomci otcli o dva palce vysSich nez
pramér vSech otcl byli v priméru jen o palec vyssi nez primér
syn(; dvoupalcova odchylka se nereprodukovala celd, byl
patrny navrat (regres) k praméru
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regrese

203(258)

priklad: souvisi imrtnost se zemépisnou Sirkou?
Gamrtnost na melanom na 10 000 000 obyvatel v statech USA

umrtnost

100 120 140 160 180 200 220

30 35 40 45

zem. Sitka
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regrese

204(258)
regresni primka

» cil: chovani Y (imrtnost, mortality) co nejlépe (nejvice)
vysvétlit linedrni zavislosti na x (zemépisna Sirka, latitude)
» (nase predstava, predpoklad:) kazdé zem. Sifce x; odpovidd
jakasi stfedni imrtnost E Y;, ta zavisi na zemépisné Sifce
linedrné
EY; = B+ Bixi, i=1,...,n

» obecné predpokladame:
’/I'NN(BO_‘_BIXHOQ)» i:]-v"'vn

> parametry 3y, 31 odhadneme metodou nejmensich c¢tvercu
minimalizaci pres g, 1 souctu Ctverct ,svislych” odchylek

n

min > (Y; — fo — f1xi)?

Bo,A1 Py
» vysledné minimum (pro By = bg, 31 = b1) se nazyva
rezidualni soucet &tvercu: Se =" 1(Y; — bo — b1x;)?
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metoda nejm. &tverci 205(258)

metoda nejmensich Ctvercl
odhadovand zdvislost: y =00+ [1-x (populace)
odhad zavislosti: y =bo+ b1 -x (vybér)
celkova plocha &tvercli:  Se = Y7 (Yi — by — bix;)?  (vybér)

o
S
w ] y =bg +bix
3
A
[xivi
o
Ll
b,
v | 1
° 11— [x:vil
bo
=
e T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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metoda nejm. Etvercu

206(258)

nas priklad

[summary(Im(mortality~latitude))]

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. ¢len | 389,19 23,81 | 16,34 | <0,001
latitude | —5,98 0,60 | — 9,99 | <0,001

» odhad zavislosti: mﬁty = 389,19 — 5,98 latitude

» s kazdym stupném sev. Sitky klesd imrtnost v priméru témér
0 6 osob na 10 000 000 obyvatel

» na rovniku by mrtnost méla byt 389 jednotek, ale je to
extrapolace mimo rozmezi znamych hodnot — sotva pouzitelné
> zavislost je prikaznd, nebot v fadku pro x (latitude) je
p <0,001
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testy

207(258)

obecné

v

odhadovana zavislost y = By + (1x, odhadnutd y = by + by x
» zavislost na x prokazujeme testovanim hypotézy Hp: 51 =0
(pak je y pro vSechna x stejné, tedy y = [y) pomoci

by by
T = = —
S.E.(bl) S

» zamitame Hy proti oboustr. alternativé, kdyz |T| > t,_»(«)

» rezidudlni soucet Ctvercti — nevysvétlena variabilita Y
Se=>""1(Y;— (bo + b1x;))? rezidudIni soucet Etverci
s2=5./(n—2) rezidudIni rozptyl

» koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy
(tj. jaky dil 27 (Y; — Y)?) jsme zavislosti vysvétlili

Se

R2—-1_— _
S (Yi—Y)?
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testy

208(258)

nas priklad a tabulka analyzy rozptylu

[anova(Im(mortality~Ilatitude))]

st. vol. | soucet Ctvercd | pram. Ctverec
variabilita f SS MS F p
model 1 36 464,20 36 464,20 | 99,797 | <0,001
rezidudlni 47 17 173,07 365,38
celkem 48 53 637,27

> kolisani Gmrtnosti vysvétlime zavislosti z 68 %, nebot je

17173,07  36464,20

RZ=1-— =
53637,27  53637,27

= 0,680
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testy 209(258)

interpretace

> predpovéd: Gmrtnost=389,19-5,98- &ivka
» na 30. stupni o¢ekdvdme Gmrtnost:
389,19 — 5,98 - 30 = 209,9

» na 40. stupni oekdvame Gmrtnost:
389,19 — 5,98 - 40 = 150,1

» prechod z 30. stupné na 40. stupen znamend v praméru
pokles 0 10 - 5,98 = 59,8 umrti na 10 000 000 obyvatel

» pokusime se predikci zlepsit pridanim dalSi nezavisle proménné
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dva regresory 210(258)

dva regresory

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. ¢len | 401,17 28,04 | 14,31 | <0,001
latitude -5,03 0,60 | - 9,82 | <0,001
longitude 0,15 0,19 0,82 0,418

» pokusime se pridat zemépisnou délku

» neni prikazné, ze by koeficient u longitude byl nenulovy
(nezamitneme hypotézu, ze koeficient je nulovy)

» longitude nepfinasi dalsi informaci o mortality, kterou bychom
uz neméli ze znamé hodnoty latitude

» = neni vhodné pridavat do modelu s latitude také longitude

> koeficient determinace R? = 0,684 (ptivodné 0,680) se témé&¥
nezménil
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dva regresory 211(258)

podrobné;si rozbor — vliv oceanu

> z4vislost jen pro vnitrozemské staty (R? = 59,6 %):
[Im(mortality~latitude,subset=0cean==0)]

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. ¢len | 360,55 36,70 9,82 | <0,001
latitude | — 5,485 0,904 | - 6,07 | <0,001

> z4vislost jen pro pfimorské staty (R = 78,6 %):
[Im(mortality~latitude,subset=0Ocean==1)]

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. ¢len | 381,20 24,83 | 15,35 | <0,001
latitude | — 5,491 0,640 | — 8,58 | <0,001

» smérnice jsou témér stejné, abs. ¢leny rozdilné

» v obou pripadech s kazdym stupném sev. Sirky klesd imrtnost
v priméru témér o 5,5 osob na 10 000 000 obyvatel
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dva regresory 212(258)

spolecné vnitrozemské i primorské staty

[summary(Im(mortality~Ocean-latitude))]

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. ¢len | 360,69 21,50 16,78 | <0,001
Ocean 20,43 4,83 4,23 | <0,001
latitude | — 5,49 0,53 | - 10,44 | <0,001

» koeficient determinace R? = 0,770

» pri ,,stéhovani” z vnitrozemi k ocednu po rovnobézce roste
amrtnost v priiméru o 20 osob na 10 milion(i obyvatel

> je to ekvivalentni vnitrozemskému stéhovéni o 20,43/5,49 =
3,72 stupnl na jih

» na kazdy stupen stéhovani na sever klesd imrtnost o 5,5,
pokud se nezméni vztah k ocednu
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dva regresory

213(258)

priklad: souvisi imrtnost se zemépisnou polohou?

umrtnost
180 220

140

100

30 35 40 45

zem. Sitka

» vnitrozemské staty: y=360,69-5,49 x
pfimorské staty: y=(360,69+20,43)-5,49 x =381,12-5,49 x

> |ze ovéfit, Zze pfimky mohou byt rovnobézné (p = 99,6 %)

10. pfednaska  15. prosince Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009



dva regresory

214(258)

pozor na interpretaci odhadi (na dalsim prikladu)

vV v v Vv

zavisi procento tuku dospélého muze na jeho vysce?
pokud ano, tak s vyskou roste nebo klesa?

zavisi na tom, jak se na Glohu divdme, co bereme v Gvahu
fat = — 47,68 + 0,341 height R2 =118 %
fat = 16,55 — 0,244 height + 0,504 weight R2? = 71,4 %

ve vSech pFipadech jsou koeficienty u regresorti na 5% hladiné
prikazné nenulové

» rozdil je v kvalité vyrovnani, ale zejména v interpretaci

» pridmérnd zména procenta tuku pri jednotkové zméné vysky

(a nezménéné hmotnosti pro druhy model)
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dva regresory

regrese v MS Excelu 2000, 2003

215(258)

Excel 2003 oznadeni
absolutni ¢len Hranice bo
odhad Koeficienty b;
stfedni chyba odhadu Chyba stfedni hodnoty S.E.(b))
koeficient VR?
(mnohondsobné) korelace Nasobné R
koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R?
adjustovany koef. det. | Nastavend hodnota spol. R Rgdj
resid. smér. odchylka Chyba stf. hodnoty s
pocet pozorovani Pozorovani n
pocet st. volnosti Rozdil
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dva regresory

regrese v MS Excelu 2000, 2003

216(258)

» Pozor na nabizeny graf ,Graf s rozdélenim pravdépodobnosti®:
obecné nevypovida o normalnim rozdéleni, jak bylo asi prani
tvlrch programu, bylo by tfeba pouzit misto vysvétlované
veli¢iny néktera z rezidui

» Nabizena , Normovana rezidua" jsou v regresi zcela
nestandardni (z-skéry béznych rezidui)
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dva regresory 217(258)

praktické problémy: transformace
stfedni délka Zivota ~ HDP (rok 1992, 33 skupin zemi z celého svéta)

w0 0
= =

70
70

65
65

stf. délka Zivota
60

stf. délka Zivota
60

55
I
55

50
I
0,
50

T T T T T T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 7.0 75 8.0 8.5 9.0 9.5 10.0

HDP HDP

v plvodnim méfitku zavislost nelinearni
logaritmovani HDP hodné pomohlo, ale jesté jisté jiné vlivy
log(HDP) vysvétli témér 79 % variability stfedni délky Zivota

vV v.v Y

|ze identifikovat staty, které se zvlast vymykaji
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dva regresory

praktické problémy: zdanliva zavislost

pocet letist ~ délka zeleznic v Evropé

8 L[]
© © ©
3
8
3
0 0
s
8
< 7 7
o g2 <« g <
g 5 5
S g g 3
£ 8 3 3
< g o+ g o
o
8
5
~ ~
o
8
S
- - - o
° ® Luxembourg © Luxembourg
T T T T T T T T T T T T T T T
0 10000 20000 30000 40000 0 10000 20000 30000 40000 6 7 8 9 10
railways railways log(railways)

> v pivodnim méfitku: R2 =78 %, p=0,2 %
> v logaritmickém méfitku x i y: R> =87 %, p = 0,02 %
> logaritmické méfitko, bez Lucemburska: R2 =69 %, p=1 %
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dva regresory 219(258)

praktické problémy: zdanliva zavislost

pocet letist resp. délka zeleznic ~ velikost zemé v Evropé

© -
—~ —
=3 7 S
= | 3
8 E;
~ o
' e Luxembourg
T T T T 1
8 9 10 11 12 13
log(area) log(area)

> pocet letist i délka Zeleznic souvisi s velikosti zemé
> u letidt: R> =86 %, p=10,03 %
> u zeleznic: R> =85 %, p = 0,04 %
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dva regresory 220(258)

praktické problémy: zdanliva zavislost

pocet letist a délka Zeleznic ~ plocha, oboji vztazeno k plose

o ° 0 °
¢ . S
g o ° s ©
8 © o o - .
g 38 .
g e s 8 D
g T . g S
s Luxembourg e =
S un N o
~ - 0 ° Luxembourg e
! . ° S le °
T T T 1 = T T T T T 1
-4.0 -35 -3.0 -25 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
log(railways/area) railways/area

» zavislost v logaritmech: R> =28 %, p = 14 %
» zavislost v plivodnim méfitku: R2 =12 %, p =36 %

» relativni pocet letist nesouvisi s relativni délkou Zeleznic
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dva regresory

praktické problémy: ¢asova rada

vyvoj HDP v CR — pozorovani tvofi

¢asovou radu

o
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po sobé jsouci pozorovani nejsou nezavisla

na obr. vpravo (model s pfihlédnutim ke kvartalim) je patrna
zavislost po sobé jdoucich rezidui, tedy i hodnot

na pravém grafu vyznacen okamzik parlamentnich voleb 1998
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multinomické rozdéleni 222(258)

priklad: je vybér reprezentativni?

» bylo provedeno Setreni mezi Zenami ve véku 18 az 50 rok

» mezi 498 nahodné oslovenymi zenami bylo celkem 180 zen
svobodnych, 239 Zen vdanych, 75 Zen rozvedenych a 4
ovdovélé

> stejné (daje v procentech: 36,14 % svobodnych, 47,99 %
vdanych, 15,06 % rozvedenych, 0,80 % ovdovélych

> je znamo, ¥e v celé populaci Zen v CR uvedeného vékového
rozpéti je 34,27 % svobodnych, 52,03 % vdanych, 12,50 %
rozvedenych a 1,20 % ovdovélych

> |ze vybér povazovat za reprezentativni?

» odpovidaji procenta vybéru procentiim populace?
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multinomické rozdéleni

223(258)

multinomické rozdéleni

» zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici ndhodnych veli¢in
X, ..., Xk

» parametry n,mq,...,m (0 <7 <1, m+...+m=1)

» n nezavislych pokus(

» v kazdém pokusu pravé jeden z k moznych vysledkil

» mozné vysledky se musi vyluCovat
» aspon jeden z moznych vysledk(i musi nastat

> j-ty vysledek nastdva s pravdépodobnosti 7;
» X; — polet pokusi, v nichZ nastal j-ty mozny vysledek, tedy
nutné
Xi14+...+Xk=n
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multinomické rozdéleni 224(258)

priklady multinomického rozdéleni

» predvolebni prizkum
» n — pocet tdzanych
» m; — skutecny podil volicl j-té strany v populaci
» Xj — polet (Cetnost) voli¢i j-té strany ve vybéru
» hody hraci kostkou
» n — pocet hodl
> 71,...,Te — pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky
» Xi,...,Xes — absolutni etnosti jednotlivych stran kostky
» krevni skupiny
» n=4 (skupiny 0, A, B, AB)
> T, A, T8, TaB — psti skupin 0, A, B, AB
> Xo, Xa, X5, Xag — poCty osob se skupinami 0, A, B, AB
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multinomické rozdéleni

225(258)

vlastnosti multinomického rozdéleni
> kazda jednotliva slozka X; ma binomické rozdéleni:

X; ~ bi(n, ;)

Y odni : o C2 _
> stfedni hodnota: px; = nm;, rozptyl: ox = nmi(1 — ;)
» (pro zajimavost) kovariance: cov(Xj, X¢) = —nmjmy j# t
» nahodné veli¢iny Xi,..., Xy jsou zavislé (X1 + ...+ Xk = n)
» asymptotickd vlastnost chi-kvadrat (velkd n, nm; > 5)
2 - (X — nm;)? 2
X = Z e ~ Xk-1

= J

j=1
» X; — empirické Cetnosti,

nmj — oekavané (teoretické) Cetnosti
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multinomické rozdéleni

priklad: hraci kostka A

226(258)

> test jednoduché hypotézy
» n = 100 hodl kostkou
> X1 =12, Xo =21, X3=14, X, =15, Xz =21, X =17

» hypotéza Hg : 11 = ... = g = 1/6 da olekdvané &etnosti
nmy = ... = nme = 100/6 = 16,67 (vzdy vice nez 5))
>
» (12 -16,67)2 (17 — 16,67)2
=t 00 O a6
X 1667 T 1667 :
>

X < x2(0,05) = 11,07, p=527%

v

neprokazali jsme, Zze by kostka nebyla symetricka
[chisq.test(c(12,21,14,15,21,17),p=rep(1,6)/6)]

v
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multinomické rozdéleni

priklad: hraci kostka B (1)

227(258)

» n = 100 hodi kostkou
> X1 =15 X, =16, X3 =7,X4 =6, X5 = 15, Xg =41

» hypotéza Hg : 11 = ... = g = 1/6 da olekdvané Cetnosti
nmy — ... = NTtg = 100/6 = 16,67
, (15 —16,67)2 (41 — 16,67)2
=2 0 T 4832
X 1667 T 1667 :
| 2

x? > x2(0,05) = 11,07 p < 0,0001

» zifejmé je nutno zamitnout hypotézu, ze kostka je symetricka

» na 5% hladiné jsme prokazali, Ze neni symetricka
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multinomické rozdéleni

228(258)

priklad: hraci kostka B (2), jind Hg

>

>

>

>

v

n = 100 hodi kostkou
X1=15X=16,X3=7,X3 =6,Xs = 15, X = 41

nulovad hypotéza: m; = ... =75 = 1/10, 16 = 5/10 = 1/2
ocekavané cetnosti za hypotézy:
nmi = ... = nms = 100/10 = 10, nme = 100/2 = 50
»  (15-10)? P (15 — 10)? N (41 —50)2 1270
X =10 10 50 7
x> >x2(0,05) =11,07 p=26%
zfejmé je nutno zamitnout i tuto hypotézu

[chisq.test(c(15,16,7,6,15,41),p=c(1,1,1,1,1,5)/10)]
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multinomické rozdéleni 229(258)

priklad: hraci kostka B (3) (pouzit jen ¢ast informace)

n = 100 hodi kostkou
Xe = 41
nulova hypotéza: mg = 5/10 = 1/2

vV v v v

hypotéza o psti jediného z moznych vysledki (pst Sestky) —
binomické rozdéleni

v

dfive jsme urdili priblizny 95% interval spolehlivosti pro

pravdépodobnost Sestky: (0,31; 0,51)

1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladine nelze zamitnout
[binom.test(41,100)]

v
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multinomické rozdéleni

priklad: je vybér reprezentativni?

230(258)

> provedeme test hypotézy, Ze pravdépodobnosti CtyF skupin zen
jsou rovny procentiim v populaci

svobodné vdané rozvedené ovdovélé | celkem

populace 3427 % 52,02% 12,50 % 1,20 % | 100 %
vybér 180 239 75 4 498

vybér (rel.) | 36,14 % 47,99 % 15,06 % 0,80 % | 100 %
ocek. Cet. 170,69 259,07 62,26 5,99 498
prinos 0,51 1,55 2,61 0,66 5,33

(180 — 170,69)2 (239 — 259,07)2 (75 — 62,26)2 (4 — 5,99)2
259,07 62,26 5,99

170,69

» vysledna hodnota chi-kvadrat je x> = 5,34 (p = 14,9 %), ale
x3(0,05) = 7,81
[chisq.test(c(180,239,75,4),p=c(34.27,52.03,12.50,1.20) /100)]

» neprokazali jsme, Ze by vybér nebyl reprezentativni, mizeme
jej za reprezentativni povazovat

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009
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multinomické rozdéleni 231(258)

v o

test homogenity r vybéri

» napriklad, zda maji kostky A, B stejné Sestice psti
(at uz je ta Sestice psti jakakoliv)
> Xi1,...,Xj i-ty vybér z multinomického rozdéleni
s parametry Nje, Ti1,. .., Tik (i=1,...,r)
» Hg : pravdépodobnosti jsou ve vSech srovnavanych populacich
stejné: mj1 = 71, ..., Tk = T (nezdvisi na populaci)
> Cetnosti uspordddme do kontingenéni tabulky
> nj — poclet j-tych vysledkl v i-tém vybéru
> nje = )_; njj jsou fadkové margindini Cetnosti (rozsahy vybérii)
> nej =y, njj jsou sloupcové margindlni ¢etnosti (¢etnosti
moznych vysledkil bez ohledu na vybér)
> n=3Ne=2;Nej =72 nj je celkovy pocet pozorovéni
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multinomické rozdéleni 232(258)

v o

test homogenity r vybéri

» nezndmé pravdépodobnosti 7; odhadneme pomoci
sloupcovych marginalnich relativnich Cetnosti nej/n

n NigNej
oCekavané Cetnosti tak budou oj; = nj, ;’ ===

v

» empirické Cetnosti porovname s Cetnostmi ocekdvanymi
k
—yoy et O“
i=1 j=1

> X2 je mirou neshody skutenych a ofekavanych &etnosti

plati-li hypotéza, ma vysledna statistika y?-rozdéleni
s (r — 1)(k — 1) stupni volnosti

v

v

hypotézu o shodé pravdépodobnosti v r populacich zamitame,
Je-li X2 > X%r—l)(k—l) ()
> je tfeba, aby ocekdvané Cetnosti byly dost velké, aspon 5
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multinomické rozdéleni

maji obé kostky stejné Sestice pravdépodobnosti?

» empirické Cetnosti (kontingenéni tabulka)

A|12 21 14 15 21 17| 100
B|1b 16 7 6 15 41| 100

27 37 21 21 36 58| 200

> oclekdvané Cetnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...

A
B

135 185 105 105
135 185 105 105

18 29
18 29

100
100

27 37 21 21

36 58

200

X? =

(12 -13,5)2 (21 — 18,5)?

135 | 185

(41 —29)2

29

— 18,13

> [chisq.test(matrix(c(12,15,21,16,14,7,15,6,21,15,17,41),2,6))]
p=03%

X2 > 11,07 = x3(0,05),

» hypotézu o shodé psti na kostkdch A a B zamitame

233(258)
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multinomické rozdéleni

priklad — vzdélani matek

porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem
zakladni 23 11 34
stfedni 30 17 47
S 17 1 18
celkem 70 29 99
porodnice
vzdélani | Praha venkov | celkem
zékladni | 24,0 10,0 34
stfedni 33,2 13,8 47
S 12,7 53 18
celkem 70 29 99
2 =6,12, p=47%

234(258)

» kdyby rozdéleni vzdélani bylo

vsude stejné, ocekavame tfi
moznosti v poméru 34:47:18
(marg. Cetnostil), celkem 99

» prazskych 70 matek by stejny

pomér dalo pri oc¢ekavanych
Cetnostech 70-34/99=240,
resp. 70-47/99=33,2 resp.
70-18/99=12,7

» podobné pro matky z venkova

dostaneme 9,96, po
zaokrouhleni 10,0, pro dalsi
Cetnosti 13,8 resp. 5,3
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zavislost kvalitativnich znaku

priklad: predvolebni prizkum

zpravy strana

TV xyz A B | celkem
sledoval 11 4 15
nesledoval | 6 9 15

celkem 17 13 30

zpravy strana

TV xyz A B celkem

sledoval | 73 % 27 % | 100 %
nesledoval | 40% 60 % | 100 %

celkem 57% 43 % | 100 %

zpravy strana

TV xyz A B celkem

sledoval | 65% 31 % | 50 %
nesledoval | 35% 69 % | 50 %

celkem 100 % 100 % | 100 %

235(258)

30 voli¢h bylo dotazano,
které ze dvou stran daji
prednost

souvisi odpovédi se
sledovdnim vecernich
zprav na dané TV stanici?

znamena néco nestejné
zastoupeni priznivcl stran
u téch, ktefi sledovali?
znamenaji néco nestejné
podily téch, ktefi sledovali
mezi prFiznivci dvou stran?

12. prednaska

12. ledna 2008
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zavislost kvalitativnich znaku

236(258)

test nezavislosti kvalitativnich znakd

> vySetfujeme soucasné dva znaky v nominalnim méritku
u n nezavislych statistickych jednotek

> nj; je poCet jednotek, kde je soucasné i-td hodnota prvniho
znaku a j-td hodnota druhého znaku

» celkem je j-ta hodnota prvniho znaku u n;e = ZJ- n;j jednotek,
J-ta hodnota druhého znaku u nej = >, nj; jednotek

» kdyby byly znaky nezdvislé, byl by pro kazdou hodnotu
jednoho znaku pomér mezi Cetnostmi hodnot druhého znaku
podobny, proto olekdvané Cetnosti jsou o;; = ""—n"”
(podminéné psti stejné)

> vypolet x? a jeho hodnoceni stejné jako u homogenity

> predvolebni priizkum: x> =2,17  p=14,1%
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zavislost kvalitativnich znaku 237(258)

priklad: souvisi planované téhotenstvi se vzdélanim?

planované planované
vzdélani | ne ano | celkem vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 14 34 zakladni | 58,8 % 42,1 % | 100 %
stfedni | 16 31 47 stfedni | 34,0 % 66,0 % | 100 %
VS 5 13 18 VS 278 % 722 % | 100 %
celkem | 41 58 99 celkem | 41,4 % 58,6 % | 100 %

> je souvislost mezi odpovédmi o planovaném téhotenstvi a
vzdélanim matek?

» kdyby byly znaky nezavislé, byly by podminéné
pravdépodobnosti pro jednotliva vzdélani stejné, tedy jejich
odhady by byly podobné

Y4

> test vlastné porovnava procenta u jednotlivych vzdélani

» chi-kvadrat test porovnava skutecné zjisténé Cetnosti s tim,
jaké cetnosti bychom v priméru ocekdvali, kdyby platila
nulovd hypotéza
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zavislost kvalitativnich znaki 238(258)

priklad: planovana téhotenstvi

skuteéné Cetnosti (ofekavané etnosti)

planované
vzdélani ne ano celkem
zakladni | 20 (14,08) 14 (19,92) | 34
stfedni | 16 (19,46) 31 (27,54) 47
VS 5(7,46) 13 (10,54) | 18
celkem 41 58 99
» odhad pravdépodobnosti, ze ma matka zakladni vzdélani:

~

P(vzdel = zakladni) = 34/99
» odhad pravdépodobnosti, zZe jde o planované téhotenstvi:
P(tehot = plan) = 58/99
> jsou-li vzdélani a planovanost nezavislé, pak
P((vzdel = zakladni) N (tehot = plan))
= P(vzdel = zakladni) - P(tehot = plan) = (34/99) - (58/99)
» ocCekdvany pocet matek se zakladnim vzdélanim a planovanym
téhotenstvim (za platnosti nulové hypotézy) odhadneme:
99 - (34/99) - (58/99) = 34 - 58/99 = 19,92
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zavislost kvalitativnich znaki 239(258)

priklad: planovana téhotenstvi

skuteéné Cetnosti (ofekavané etnosti)

planované
vzdélani ne ano celkem
zdkladni | 20 (14,08) 14 (19,92) 34
stfedni | 16 (19,46) 31 (27,54) 47
S 5(7,46) 13 (10,54) | 18
celkem 41 58 99

2 (20 —14,08)? N (14 — 19,92)2 N (16 — 19,46)2 N (31 — 27,54)2
14,08 19,92 19,46 27,54
(5—7,46)> (13 —10,54)2
7,46 * 10,54

= 6,68
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zavislost kvalitativnich znaku 240(258)

priklad: souvisi planované téhotenstvi se vzdélanim?

jesté jednou ...

» u kazdé matky zjistovany dva znaky: dosazené vzdélani, zda
téhotenstvi planovano
vzdélani zakladni stredni VS celkem
nepldnovéno | 20 (14,1) 16 (19,5) 5 (7,5) 41
planovano 14 (19,9) 31 (27,5) 13(10,5) 58
celkem 34 47 18 99
» kdyby nebyla zavislost, u kaZzdého vzdélani by bylo stejné
procento planovanych téhotenstvi, totiz 58/99=58,6 %
> u zakl. vzdélani x/34 = 58/99 tedy x = 34 - 58/99 = 19,9
» u stfedniho vzdélani x/47 = 58/99 tedy x = 47 - 58/99 = 275
» u vysokoskolacek x/18 = 58/99 tedy x = 18 - 58/99 = 10,5
» vSechny olekdvané Cetnosti jsou dostatecné velké

x? = 6,68 > 5,99 = x3(0,05), p=35%
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zavislost kvalitativnich znaku

priklad: vzdélani snoubenci

nevésta
zenich | zakladni stfedni VS | celkem
zakladni 24 12 3 39
stredni 7 24 3 34
VS 3 9 15 | 27
celkem 34 45 21 100

241(258)

» u 100 ndhodné vybranych snoubencl bylo zjisténo vzdélani
(zakladni = zakladni nebo nedplné stfedni)

» |ze povaZovat vzdélani snoubencil za nezavisla?
> jsou Cetnosti dost velké?

> nejmensi ocekdvané Cetnost (pfi nezavislosti):
27 -21/100 = 5,67
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zavislost kvalitativnich znaku

priklad: vzdélani snoubenci

nevésta
zenich | zakladni stfedni VS celkem
zdkladni | 24 (13,2) 12 (17,6) 3 (8,2) 39
stfedni | 7 (11,6) 24 (15,3) 3(7,1) 34
VS| 3(9,2) 9(122) 15(57)| 27
celkem 34 45 21 100

242(258)

> x2 =432 >x3(0,05) =95 p<01%
na 5 % hladiné jsme prokazali zavislost
vzdélani snoubencli nelze povazovat za nezavisla

Cetnosti na diagonale jsou vétsi, nez ocekavdme za nezdvislosti

vV v v Y

etnosti daleko od diagonaly (velky rozdil ve vzdélani) jsou
mensi, nez ofekdvame za nezavislosti

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2008/2009
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&tyfpolni tabulka 243(258)

Ctyrpolni tabulka

specialni pripad kontingencni tabulky

a b a+b
> c d c+d
at+c b+d n
> silu zavislosti Ize méfit ¢-koeficientem [phi coefficient]
(Ctyfpolni korela¢ni koeficient)
_ ad — bc
V(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

> ¢ je (jako kazdy korelaéni koeficient) mezi -1 a 1

11 4 |15
> pro| 6 9 | 15 |vyjde
17 13| 30
11-9—-4-6
¢ = = 0,34

v/15-15-17 - 13
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Ctyfpolni tabulka

priklad: predvolebni prizkum

244(258)

> ¢ > 0 znamend, ze Cetnosti na hlavni diagondle (indexy 1,1 a
2,2) prevladaji nad Cetnostmi na vedlejsi diagonale (indexy 1,2
a2l

strana
TV XY A B | celkem
» v nasem prikladu| sledoval |11 4 15
nesledoval | 6 9 15
celkem 17 13 30
vychazi ¢ = 0,34 > 0

(tedy kladné), protoze je 11-9 > 6-4

12. prednaska

12. ledna 2008
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Ctyfpolni tabulka

245(258)
Ctyrpolni tabulka — prokazovani zavislosti

» chi-kvadrat porovnavajici teoretické a olekavané Cetnosti lze
upravit na tvar

B n(ad—bc)2 o
X' = Gtb)(ctd)(ata(brd) ¢*

> nezavislost se na hlading& a zamit4, je-li x* > x3(a)
» priklad (predvolebni prizkum)

, 30-(11-9-4-6)
 15-15-17-13

= 3,39 = 300,342
» zdvislost jsme na 5% hladiné neprokazali, nebot

3,39 < 3,84 =x2(0,05), p=65%
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Ctyfpolni tabulka

246(258)

malé ocekdvané Cetnosti ve Ctyrpolni tabulce

> stale je tfeba, aby byly olekdvané Cetnosti dost velké (> 5)
» Yatesova korekce umozni rozhodnuti i pfi mensich
cetnostech tim, Ze zmensi ditatele
> n(|lad — bc| — n/2)?
XNates = (G b)(c + d)(a+ c)(b+ d)

> nezdvislost se zamita, je-li opét x2.... > x3(«a)

» Fisheriv exaktni test pocitd pfimo p-hodnotu
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Ctyfpolni tabulka

priklad: souvislost délky kojeni a planovani téhotenstvi

Praha a venkov venkov
téhot. neplan plan. | celkem | neplan. plan. | celkem
ve 24. t. nekoji 35 36 71 13 9 22
ve 24. t. koji 6 22 28 1 6 7
celkem 41 58 99 14 15 29

» bez ohledu na misto: x> =643, p=11%,
Xates = 5,33,  p=2,1 % (nejm. &etnost 41 - 28/99 = 11,6)
Fishertiv exaktni test: p=1,3 %

> venkov: x2 =427, p=3,9%,
XZtee = 2,66, p=10,3 % (nejm. Eetnost 14 -7/29 = 3,4)
Fishertiv exaktni test: p = 8,0 %
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Ctyfpolni tabulka

248(258)

Simpson(v paradox

dil¢i tabulky mohou ukazovat na zavislost jiného sméru, nez jejich soucet

venkov A B | celkem || mésto A B | celkem
sledoval 34 5 39 || sledoval 4 29 33
nesledoval | 28 2 30 || nesledoval | 6 35 42
celkem 62 7 69 || celkem 10 64 74

¢venkov = _0710 ¢mésto = _0704

sledoval 38 34 72
nesledoval | 34 37 71 Gcelkem = 0,05
celkem 72 71 143

» po spojeni dvou tabulek se zapornym ¢-koeficientem vysla
tabulka s kladnym ¢-koeficientem
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zavislost kvalitativni — kvantitativni 249(258)

zavislost mezi nula-jedni¢kovym a kvantitativnim znakem

» dva nezdvislé vybéry, napf. hodi Xi, ..., Xy, a divky
Xno+15 - - - s Xng+ny» vZdy normalni rozdéleni jako pro
dvouvybérovy t-test
» otdzka: jak silné€ souvisi sledovana vlastnost a pohlavi?
» ozname pohlavi formalné Y; = 0 pro chlapce a Y; =1 pro
dévcata
> korelacni koeficient rx y mezi témito veli¢inami se da zapsat
také jako ~ ~
. X1 — Xo nom
bis =
' S n(n—1)

> S je smérodatnd odchylka spocitana bez ohledu na pohlavi,
n = ng + ny je celkovy pocet méreni v obou vybérech

> r,is bodové-biserialni korelacni koeficient
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zavislost kvalitativni — kvantitativni

priklad: vyska desetiletych

vV v .v. v Y

v

stejna data jako dvouvybérovy test (data ze str. 173)
Xo = 139,13, no =15
X; = 140,83, np =12
S2 = 38,18, 5=6,18

140,83 — 139,13 [15-12
e — ’ ! == 4
Tbis 6,18 \V 15 + 12 0,493

Hg : nezavislost

ma-li X normalni rozdéleni, Ize pouZzit stejny test, jako u
korelacniho koeficientu; je to ekvivalentni dvouvybérovému
t-testu (pfi stejnych populaénich rozptylech

250(258)
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prehledy 251(258)

prehled korelacnich koeficient(

» zakladnim je (momentovy) Pearsoniv
D > e V)
Vil (6 = )2/ (i — )

» kdyz misto hodnot x;, y; dosadime jejich poradi R;, Q;,
dostaneme (pofadovy) Spearmaniv korelaéni koeficient

n

6
r=1— ————— R; — Q;)?
S n(n2 _ 1) ;( 1 QI)
» je-li jedna z veli¢in nula-jednickova, vyjde biseridlni korelacni
koeficient rp;s
> jsou-li obé veli¢iny nula-jedni¢kové, dostaneme ¢-koeficient
(Etyfpolni korela¢ni koeficient)
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prehledy

252(258)

prehled testd o populacnich mirdch polohy

rozdéleni normalni spojité

populacni parametr | populaéni primér | populaéni

(o &em je hypotéza) medidn

jeden vybér jednovybérovy znaménkovy
t-test Wilcoxon

vybér dvojic parovy t-test znaménkovy

Wilcoxon

dva nezdvislé vybéry dvouvybérovy Mann-Whitney

t-test
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zkouseni

253(258)

organizace zkouseni

> zkouSet mohu jen studenty véas zapsané v SIS, a to zpravidla
v PUA (Alb. 6), vyjime¢né v B5 (Viniéna 7)

» POZOR, u prvnich dvou dni jsou kvili uzavreni SIS pres
vikend nestandardni terminy pro odhlaseni ¢i prihlaseni

» na zacatku zkousky student musi jiZ mit zapocet
(aspori na jednom z mist: SIS, index)

» kazdy student dostane vlastni pisemné zadani

> vypocty lze provadét v Excelu, v R nebo na vlastni kalkulacce;
jiné pomicky nejsou dovoleny

» student bude mit moznost Gstné vysvétlit sviij postup, ddle
bude odpovidat na dotazy

» budu se ptat na zakladni véci i mimo pisemné polozené otazky
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zkouseni

ukdzka zadani/1

254(258)

Statistika (zadani aloh ke zkousce, ak. rok 2008/09) 999
Uvedte svoje jméno a pfijmeni, studovany obor a dnesni datum:

V R ziskate data prikazem

Data = read.csv2(’data/data999.csv’),

jednotlivé proménné zpristupnite prikazem attach(Data).

Do Excelu nahrajete data poklepanim na soubor
data/data999.csv.

Odpovédi na prvni dvé otdzky, pfipadné na dalsi otdzky, piste na
zadni stranu.

Odstranéni problémi s hodnotami NA: [sd(x,na.rm=TRUE)]
nebo [x=Data$x[!is.na(Data$x)]]

nebo [x=Data$x[1:9]] (malo obecné)
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zkouSeni 255(258)

ukdzka zadani/2

» 1. Co je Giniho koeficient koncentrace, jak souvisi
s Lorenzovou kfivkou?

» 2. Na Univerzité bylo v akademickém roce 2004/05 celkem
15 % student( s jingym nez Ceskym obcanstvim. Jaka je
pravdépodobnost, Ze mezi péti vylosovanymi studenty neni
zadny cizinec?

» 3. Urcete pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina s rozdélenim
N(u = —2,0% = 1) nabude hodnoty v mezich od —3 do 3.
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zkouseni

ukdzka zadani/3

256(258)

» 4. Na 5% hladiné se pokuste prokazat rozdil mezi hochy (yT)
a divkami (xT) v hmotnosti ve dvou letech (viz téz xyT,
GroupT):

xT |13 14 12 14 16 14 13 12 12 15
yl{13 16 16 12 13 13 15 15 13 15

» 5. Spocitejte popisné statistiky (primér, median, smérodatnou
odchylku a stf. chybu priméru) pro x. Uréete také 95%
interval spolehlivosti pro populaéni pramér (stfedni hodnotu).
Sestrojte nebo alespon naznacte sestrojeni Lorenzova oblouku
z téchto dat.

x: 192315205 16 23 8 17
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zkouseni 257(258)

ukdzka zadani/4

» 6. Dopliite marginalni Cetnosti a rozhodnéte, zda souvisi
preference volebnich stran s pohlavim volice.

A B | celkem
muzi | 31 11
Zeny |23 23
celkem

» 7. U nahodné vybranych osmnactiletych hocht byla zjisténa

jejich vyska a véha. Popiste linedrni zavislost vahy (yR) na

vysce (xR) a rozhodnéte o jeji prikaznosti.
yR| 73 62 60 56 65 51 65 57 67 75
xR | 184 177 175 188 187 190 185 178 193 186
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zkouseni 258(258)

nékolik slov zkousce

» cilem zkouseni je zjistit, do jaké miry studentka ¢i student
zvladl obsah prednasky

» dilezité jsou zakladni pojmy, myslenkové konstrukce, nikoliv
detaily
» u vzoreCkl je jejich smysl dilezZitéjsSi nez symboly

» ddm prednost spravnému vysvétleni smyslu pomoci nepresné
zvolenych slov pred nespravné kombinovanymi presnymi
terminy (i kdyz na jedni¢ku to pak asi nebude)

» netouzim nékoho do zkousky vyhodit (pfidéldval bych si
praci), ale nechci nikomu ublizovat tim, Ze by u zkousky prosel
i bez téch nejzakladnéjsich znalosti
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