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1. prednaska

> (vod, prehled témat

> co a jak zjitujeme, mé¥itka, veli¢ina
> histogram, t¥idéni

» variaéni ¥ada, poradi

» median, kvartily, percentily

> primér, vaZeny primér

» modus
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tvod

literatura

v

K. Zvéara: Zaklady statistiky v prostfedi R, Karolinum,

Praha 2013 (edice Biomedicinska statistika 1V)

Karolinum (Celetna 18), Lipova 6, Neoluxor (Vacl. ndm 41)

» K. Zvdra: Biostatistika, Karolinum, Praha 1998, 2000, 2001,
2003, 2006, 2008 (pozor na jiné znaZeni)

» Z. Pavlik, K. Kiihnl: Uvod do kvantitativnich metod pro
geografy, SPN Praha, 1981

> slajdy prednasky na adrese

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara

» miuZe dojit k drobnym (pravam slajdi pfed pfednaskou i po nf
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cviceni, zapocet, zkouska

» cvideni v potitatové utebn& PUA (suterén Albertov 6)
nebo v u¢ebn& B5 (Vini¢na 7)
» MS Excel

Vv

» volng Zifitelny program R (http://cran.r-project.org/)
funkce R

» (aktivni G€ast na cvi¢eni, maximaln& dv& absence)
& (napsani zapottového testu) = zdpolet

» obsah cvieni vice pFizplsoben studovanému oboru

> predndsky jsou formulovany obecnégji

» znalosti ze cvi¢eni nemusi u zkousky sta&it!

» zkouska kombinovand (pisemnd s potitatem i ustni), zdpotet
musi zkouSce predchazet; pfihlagovani ke zkousce pres SIS
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prehled témat

v/,

» popisnd statistika (mé&Fitka, charakteristiky polohy, variability,
souvislost znaki)

» statistika v geografickych/demografickych/socidlnich v&dach

» pravdépodobnost (zikladni kombinatorické pojmy, klasicka
definice, podmin&na pravd&podobnost, nezivislost)

» nahodn3 velitina (rozdéleni, stfedni hodnota, rozptyl, hustota,
distribu&ni funkce)

» dileZita rozdéleni (normalni, binomické, Poissonovo)

» statistické usuzovani (populace a vyb&r, parametry a jejich
odhady, interval spolehlivosti, volba rozsahu vyb&ru)

» testovani hypotéz (chyba 1. druhu, chyba 2. druhu, hladina
vyznamnosti testu, sila testu, p-hodnota)

» n&které testy (o popula&nim priméru & priimérech,
populaénim podilu &i podilech, nezdvislosti, regresnich
koeficientech)

» regrese, kontingen&ni (&ty¥polni) tabulky
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ptiklad statistického zjistovani |

> zjistovani se tykd muzl stfedniho véku
(populace, zikladni soubor)

» v souboru je 80 ku¥aki a 120 nekufaki (vyber)

» 85 muZl ma oi modré, 25 hné&dé, 90 jiné barvy

> 27 muzd ma jen zakladni vzdélani, 44 nedplné stfedni, 65
maturitu, 64 vysokoskolské

» 22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce
1944, ..., 18 v roce 1951

» hmotnosti jednotlivych muzi jsou 83, 92, ..., 63 kg

» vyska jednotlivych muZi jsou 172, 176, ..., 178 cm

» dotazy na populaci (zdkladnf souvbor):
Co maji tyto udaje spole&ného? Cim se ddaje v jednotlivych
podskupindch 1ii? Souvisi koufeni a vzdé&lani? Souvisi pfijem
se vzdélanim? Souvisi vdha s vyskou? Je tato souvislost stejna,
jako v zemi XY?

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 1. predndska 7. ¥ijna 2013 6(226)



zakladni pojmy

priklad statistického zjistovani Il

> zjistovani se tyka p¥ijmi obyvatel

» hodnotime hruby pf¥ijem za rok

» pfihlizime k mistu trvalého bydlist& (velikost obce, ktery kraj)
» prihlizime k vzd&ani (druh, délka skolni dochézky)

> prihlizime k délce praxe v oboru

» pfihlizime k v&ku a pohlavi

» Co maji tyto tdaje spoletného? Cim se Gdaje li&i?
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zakladni pojmy

co a jak m&¥ime (zji¥tujeme)

» méFime na mnoha statistickych jednotkach
(osoba, doméacnost, obec, okres, stit, pokusné pole ...)

» mé&Fime (zjistujeme) hodnoty statistickych znakd

> zjisténou hodnotu znaku vyjadfujeme ve zvoleném méfitku
(stupnici)

> na jedné jednotce miZeme mé&Fit n&kolik znakid (to umozni

v

vyZetfovat z3vislost)
» méFime na skupindch jednotek — souborech
» zajimaji nas hromadné vlastnosti ve velkych souborech

» muzZeme porovnavat vlastnosti znaku mezi soubory
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zakladni pojmy

mé¥itka

v

nula-jednitkové (muz/zena, kutak/neku¥ik)
» nominalni (zemé& plvodu, barva o&i) jednozna&n& dané
hodnoty (tGrovn& znaku)

» ordinalni (dosaZené vzd&lani, stupeil bolesti) jednozna¥ng
dané hodnoty, mozné hodnoty jsou uspofddané

» intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozenf)
konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami,
umisténi nul je jen konvence;

o kolik stupiiii je je dnes tepleji, neZ bylo v&era?

» pomé&rové (hmotnost, vytka, HDP, po&et obyvatel, v&k)
nasobek zvolené jednotky
nula = neexistence mé&fené vlastnosti
kolikrat je A starsi (vy38i ...) nez B
kolikrat je dnes tepleji? nedava smysl
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zakladni pojmy

v

méFitka (stru¢ngjsi d&leni)

v

kvalitativni: nula-jedni¢kové, nominalni, ¢asto i ordinalni

(AL

> u kvalitativniho mé¥itka se zpravidla udavaji ¢etnosti
jednotlivych hodnot (kolikrat kterd hodnota nastala)

» kvantitativni (spojité): intervalové, pomé&rové, n&kdy
ordin3lni (neni spojité)

» hodnoty v kvantitativnim méFitku — &isla

» zafazeni znaku k uréitému méfitku mize zaviset na ucelu
etfeni (nap¥. barva nomindini pro biologa,pro fyzika
prinejmen3im ordindlni, mozna dokonce pomérové)
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veli¢ina

» Ciseln& vyjddFeny vysledek m&¥eni (zjistovani)

> Ciselné hodnoty znaki v intervalovém a pomérovém méFitku
jsou husté — spojita velicina

» Cetnosti hodnot znakil v nula-jedni¢kovém, nomindlnim (&i
ordindlnim) mé&fitku — diskrétni velitina

» pro veli¢&iny mame charakteristiky nékterych jejich
hromadnych vlastnosti (charakteristiky polohy, variability,
tvaru rozdéleni)

» charakteristiky (statistiky) maji jednim Zislem vyjad¥it danou
vlastnost

» Kdo je vyssi — dvandactileti ho3i nebo dvanictileté divky?
(potfebujeme vydky vSech dvanictiletych hochi
charakterizovat jedinym ¢&islem, které ma vyjadfit droven
vyZek, podobné pro divky)
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priklad: 100 hodi kostkou

pocty puntiki na kostce coby rizné obrazky — nominalni znak

kostka A kostka B
4 2 5 6 3 1 1 2 2 2 1 4 6 2 3 2 6 1 5 2
2 4 5 3 1 1 3 5 5 5 5 6 5 5 6 4 2 4 5 6
4 3 2 5 5 5 2 2 5 2 3 6 3 6 5 6 1 3 5 1
2 6 5 5 2 3 6 6 4 6 6 6 2 1 1 2 6 3 2 3
5 4 1 4 2 2 4 5 2 5 4 4 1 6 6 2 6 3 2 6
5 5 3 3 5 3 6 6 6 5 2 6 1 2 6 1 5 5 6 5
3 5 4 5 1 1 4 3 2 4 6 6 5 1 6 6 6 1 2 6
1 2 4 6 6 3 4 6 1 2 6 2 5 6 2 6 6 5 6 4
6 6 1 2 6 2 4 3 2 3 6 1 2 6 2 1 6 6 6 6
1 1 6 5 2 6 4 4 6 3 6 5 1 5 6 6 1 6 6 6
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nominalni znak

zpracovani Cetnosti (kostka A)

¢arkovaci metoda, absolutni a relativni &etnosti, barplot pro znak v kvalitativnim méFitku

J nj  fi=nj/n
1 ##HHH ) 2 0{{2 ;
2 A Sl ) 21 021
3 FHM ) 14 0.14
' (o]
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n= 100 1,00 23 do56b
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nominalini znak

zpracovani etnosti (kostka B)

tarkovaci metoda, absolutni a relativni etnosti, barplot pro znak v kvalitativnim mé&¥itku

nj fi=nj/n 0
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hody kostkou jako hromadny jev

» chceme n = 100 zji¥t&nych hodnot (po&td puntiki) vyjadfit
nazorné&, aby vypovidaly o vlastnostech kostky

> nj (absolutni) Eetnost [frequency] j-té hodnoty (kolikrat
nastala)

» f; = 2L relativni &etnost j-té hodnoty (Ize vyjadfit v %)
v jakém dilu mé&Feni nastala
> nutné platin=ny +no + ...+ ny :Zjllenj, Z’-‘Zlﬂ-: 1
» tabulka Zetnosti (absolutnich, relativnich)
» grafické vyjadfeni Cetnosti — barplot (nepfesn& histogram)
(vy3ka obdélnika je im&rnd Cetnosti)

» rozhodovani o kvalit& kostky (zda je symetrickd) je dlohou
statistické indukce [inference] — bude pozdg;ji
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priklad: vék 99 matek

99 zjisténych hodnot — soubor namé¥enych hodnot

25 27 24 24 30 23 18
3 21 25 26 26 19 29 22 21 27
26 30 28 28 27 29 27 26 21 23
24 21 28 25 34 24 21 28 25 28
22 26 32 22 32 25 21 25 24 32
24 22 31 33 23 30 26 27 25 24
24 23 25 23 26 28 24 25 25 26
28 28 22 23 20 20 21 31 24 21
29 28 26 38 20 23 25 37 33 23
27 23 21 25 21 33 22 29 21
> spojité hodnoty pouze zaokrouhleny na cela &isla
» Umime néco uzite¢ného z dat vytdhnout?
» MiZeme si rychle udélat pfedstavu?
» MiZeme tyto Udaje porovnat s daty 10 rokd starymi?
» Umime vhodnym ¢&islem charakterizovat droveii a variabilitu?
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ptiklad (v&k matek): histogram, h =3 (k =7)

histogram pro znak v kvantitativnim méfitku

hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow")

o _
@

15 20 25
| | |

10
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tfidéni, tridni Cetnosti
jak jsme k histogramu dospéli

> spojita veli¢ina s velkym poétem naméfenych hodnot

» obor hodnot rozdélime na k nepfekryvajicich se t¥id
(intervald), nejlépe stejné délky (ale ne vZdy je to praktické &
mozné)

» v3echna pozorovani z daného intervalu nahradime zdstupnou
hodnotou (zpravidla stfedem intervalu) x* (xf <...<x{)

» zjistime (absolutni) &etnosti ny, ..., nx jednotlivych t¥id

» kumulativni €etnost /; udavéd polet hodnot v dané t¥idé&
a tfidach predchazejicich (1 <j < k) cumsum( )

J
Nj:n1+n2—0—...+nj:Zn;
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vék matek — t¥idni &etnosti
k=7, n=99

interval | x* | nj | f=mnj/n | N; | Nj/n

do20 (19| 5 0,051 510,051
21 az23 | 22 | 27 0,273 | 32 | 0,324
24 a7 26 | 25 | 32 0,322 | 64 | 0,646
27 az29 | 28 | 19 0,192 | 83 | 0,838
302232 | 31| 8 0,081 | 91 | 0,919
333235 34| 6 0,061 | 97 | 0,980
36 avice | 37 | 2 0,020 | 99 | 1,000
celkem -1 99 1,000 - -
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ptiklad (v&k matek): histogram, h =3 (k =7)

hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow")

30

15 20
|
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Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 1. prednaska 7. Fijna 2013 20(226)

priklad: tolary

mésiéni prijmy 99 osob ve fiktivni méné

11 36 13 20 13 14 11 11 19 32
45 10 19 19 22 21 14 12 14 13
19 14 16 16 17 10 13 24 40 47
12 10 15 12 12 21 13 13 13 14
16 16 11 12 11 11 36 16 20 12
22 10 12 11 22 12 14 11 11 10
10 12 19 21 16 35 26 43 13 11
13 12 12 24 12 15 11 10 17 11
16 18 12 12 12 28 16 21 20 16
27 11 13 15 24 11 17 12 27

velmi nep¥ehledna informace
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pfiklad: tolary

variaéni Yada = hodnoty jsou uspofadané

10 10 10 10 10 10 10 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14
14 14 14 15 15 15 16 16 16 16
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19
19 19 19 19 20 20 20 21 21 21
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27
28 32 35 36 36 40 43 45 47

pfehledné&jsi informace
budou uZite€né &etnosti hodnot?
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tFidéni p¥i nestejné dlouhych intervalech

» né&kdy jsou data nepravideln& rozmisténa

» zpravidla jsou soustfedéna u levého okraje rozmezi hodnot
(v&kové &i pFijmové sloZeni obyvatelstva)

> pak vhodné zvolit nestejné dlouhé intervaly

> je vhodné zvolit délky intervall tak, aby del3i byly ndsobkem
kratSich

N

> pfi nestejn& dlouhych intervalech musi zjist&né Cetnosti
odpovidat plocha, nikoliv vyska; na svislou osu se pak nanas{
relativni Cetnosti
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priklad: tolary

mésiéni prijmy 99 osob v tolarech

Cetnosti
x;p |10 111213 14 15 16|17 18 19 20
nj| 7141610 6 3 9 | 3 1 5 3

xj |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
nji!4 3 3 1 2 1|1 1 2 1 1 1 1

t¥idni Cetnosti (hustota = Zetnost na jednotku délky intervalu/n)

tfida 10 | 11 | 12 | 13-16 | 17-20 | 21-30 | 31-50 | celk.
X7 10 | 11 | 12 145 18,5 255 40,5
nf 711416 28 12 14 8 99
hustota*99 | 7 | 14 | 16 7 3 14 0.4
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ptiklad (tolary): histogram

na svislé ose je hustota (celkovd plocha obdélniki = 1)

n
.
o

0.10

0.05

0.00

plocha obdélnika = délka intervalu x hustota
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variaéni fada, poradi

Statistika

>

X1,X2, ..., Xp plvodni (neuspo¥ddand) data — hodnoty znaku
uvedené v pavodnim potadi, bez ohledu na p¥ipadna opakovani

varia&ni fada (uspofidany vybér) sort (x)
XQ) SX@2) S-S Xn)

data v méFitku aspoii ordindlnim usporadana tak, aby hodnoty
neklesaly; proto zavorky u indexi

poradi [rank] — umisténi pozorovani ve variaéni fadg;

shodnym hodnotam davame priimé&rné poradi rank (x)
Fiklad X 32 25 27 25 31 23 28
P poftadi R; | 7 25 4 25 6 1 5

v Excelu ma funkce RANK() pon&kud jiny vyznam, Ize pouZit
opravu na shody (viz ndpov&du pro RANK)
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median

vybérové charakteristiky polohy: median

snaha charakterizovat droveh &iselné veli¢iny (malé &i velké
hodnoty) jedinym &islem

median je Cislo, které déli data na dvé& stejné velké &asti:
vétsich hodnot a mengich hodnot

median je ve varia&ni ¥ad& uprostfed (prostfedni hodnota)

median [median] oznaZeni X median (x)
X = X(nt1y pro n liché
2
| .
x = 5 (X(g) + X(g+1)) pro n sudé

zavorky u indextd jsou nutné: znamenaji, Ze hodnoty byly
predem uspo¥adany do variaéni ¥ady
53,496 Xx=5 (3<4<5<6<9)
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kvartily, percentily

» dolni (horni) kvartil Q; (Q3) [lower (upper) quartile]
vydéluje &tvrtinu nejmensich (nejvétsich) hodnot od ostatnich
» percentil [percentile] x, vyd&luje 100p % nejmensich hodnot
od ostatnich
> konkrétni vypocet percentilu miize byt slozity
» 100p nemusi byt celé &islo
» v datech se mohou &isla opakovat
» vypotet percentili — mnoho vzoretkd (daldi pozadavky)
» kvartil — specialni p¥ipad percentilu:
Q1 = x1/24 = X0,25, &3 = X3/4 = X0,75
quantile(x,probs=c(1/4,3/4))
» median je také percentil, totiZ xg 5, podobn& minimum
(p=0)amaximum (p=1)
» fivenum(x) podobné pFikazu quantile (x,probs=0:4/4)
» 1., 5. a 9. decil jsou vhodné k popisu rozdé&leni pfijmi
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vypolet percentild (jako v R), jen pro ilustraci
jedna z moznych definic — Gumbel(1939)
> k danému p se najde celé &islo k spliujici
k=1_,<
n—1"7— n—1
» tedy k = |1+ (n—1)-p] (|x] znamena celou &3st z x)
> provede se linedrni interpolace mezi x(x) a X(x41):
g=1+((-1)-p)—k={1+(n—-1)p}
xp = (1= q)  x() + G X(het1)
({x} znamena zlomkovou &3st x, o kolik presahuje celé &islo)
» napf. pro n =99, p = 0,25 (v&k matek) bude
k=|1+(99—1)-025] =|1+245| = [255] =25
g=1255_25=05
Ql = X0,25 = (1 - 0,5) * X(25) + 0,5 * X(26) = 23
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median

krabicovy diagram (boxplot)

vék 99 matek

minimum Qy X Qs maximum

I I I I
20 25 30 35

» grafické zndzorn&ni medidnu, kvartili, minima, maxima,
ptipadné ,odlehlych” pozorovani

> tykadlo saha od kvartilu k co nejvzdalenéj$imu pozorovani, ale
takovému, aby délka tykadla byla nejvy%e %(03 - @)
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median

pfiklad: tolary
§:X0,5:14 X0:10 X1:47
p=3/4 k=|1+98-3/4] =|745| =74, q=745— T4,
= Q;=(1-05)-19+0,5-20 = 19,5, Q=12
(Q—@1)-1,5=75-15=11,25, 19,5+ 11,25 = 30,75

10 10 10 10 10 10 10 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14
14 14 14 15 15 15 16 16 16 16
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19
19 19 19 19 20 20 20 21 21 21
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27
28 32 35 36 36 40 43 45 47
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miry polohy

dalsi miry polohy: primér

» pramér [mean] (kdyby bylo viech n hodnot stejnych)
mean (x)

n

.1 1
X = E(Xl +x24+ ...+ xp) = ;Zx,-
» pomoci Cetnosti vazeny pramér: [weighted mean]

k *

1 . 1 n: g._ln-x.

X }: E: U x Jj=1"J7
X = —(NnNXx —l—...—l—nkx* = — n-x?k: X = = = 7
n( ! K n4=" T LT k.

j=1 j=1 ZJ—]. nJ
> obecné vaZzeny priimér s vahami wy, ..., wy hodnot
N . [ < X L k '
x{,....x; (vahy nutn& nezaporné: w; > 0, ijl w; > 0)
k *
D O
X=Xy = P
2121 Wi
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priklad: HDP zemi V4 v roce 2010

obyvatelé v tisicich, HDP na obyvatele v tisicich PPT (standard kupni sily)

zemé& obyvatel HDP soutin  podil obyv.

CZ 10517,247 19,4  204034,59 16,33 %

HU 9976,062 158  157621,78 15,49 %

PL 38441588 15,3  588156,30 59,58 %

SK  5477,038 18,0 98586,68 8,50 %
celkem 64411,935 68,5 1048399,35

> pramér (nevaZeny): 68,5/4 = 17,125

» vaZeny primé&r (vahami pocet obyvatel):
1048399,35/64411,935 = 16,276

> vaZeny primé&r (vahami podil obyvatel): 16,276

» kaZdy nenulovy nasobek vah vede ke stejnému vaZenému
priméru

» ktery primér vypovida sprivné (rozumng)?
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miry polohy

modus

N 14

» modus X [mode] nejéast&ji hodnota

» modus lze pocitat také pro nominalni &i ordinalni méfitko, ale
jako miru polohy jej Ize interpretovat jen do jisté miry
u ordinadlniho mé&¥itka
> napf. pfijem v tolarech:
xj 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
nj 7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3 4
xj 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47
np 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

» maximalni &etnost 16 nastdva pro pfijem 12 tolart

» modus je tedy X = 12
» modus nemusi byt uréen jednoznaéné

» v ptikladu nejsou chudi, nebot nikdo nem3 pfijem
pod 60 % z medidnu (0,6 - X = 0,6 - 14 = 8,4)
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miry polohy

ptiklad (tolary): porovnani t¥i mé&r polohy
zpravidla je mean> median> modus

0 Bl —— prumér (mean) 17,04
s ; ---- median (median) 14
11 modus (mode) 12

o s

S 1

9 :

S 4 0

S :

g | L | .

© T T T T ]
10 20 30 40 50
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2. prednaska

» vlastnosti charakteristik polohy

» vlastnosti charakteristik variability
> rozptyl, smérodatna odchylka

» stfedni odchylka, stfedni diference
» z-skér, standardizace

> Sikmost, Spicatost

» korela&ni koeficient

» Giniho koeficient koncentrace

» geograficky st¥ed, geograficky median
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vlastnosti charakteristik polohy

» charakteristiky (miry) polohy maji mé&fit drovefi
kvantitativniho (spojitého) znaku
(velky — maly, hodn& — milo, ...)

> posunuti: zménime-li viechny hodnoty x; tak, 7e p¥idame ke
kaZdé stejnou konstantu a, zmé&ni se o tutéZ konstantu také
charakteristika polohy

» zména méfitka: zménime-li v8echny hodnoty x; tak, Ze je
vynasobime kladnou konstantou b, toutéZ konstantou musime
vynasobit pavodni charakteristiku polohy, abychom dostali
charakteristiku polohy pro upravena data

» obecn& pro miru polohy p(x) plati

u(a+x) = a+ p(x),
u(b-x) = b- pu(x), b>0

» v obou pfipadech mira polohy reaguje
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charakteristiky variability

» m&F rozptyleni (nestejnost, variabilitu) hodnot &iselné veli€iny

» obecné& pro miru variability o(x) by mélo platit:

o(a+ x) = o(x), (srovnej s p(a+ x) = a+ p(x))
o(b-x)=b-o(x), b>0, (srovnejs u(b-x)=b-u(x))

» posunuti: pfi¢tenim stejné konstanty a (tj. posunutim) se
charakteristika variability nezm&ni (nezavisi na poloze)

» zména méfitka: vynasobeni kladnou konstantou b znamen3,
Ze stejnou konstantou nutno vynasobit charakteristiku

variability
> rozpé&ti [range] R = X(n) — X1)
» kvartilové rozpéti [quartile range] Ro=Q3— @1
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charakteristiky variability

rozptyl (variance)

» (vyb&rovy) rozptyl (variance) [variance] var (x)
(nevyhovuje druhému pozadavku, plati s2,, = b? - s2)
1 _ - -
s2 = —1 ((a — %)%+ (x —x)2+...+(xn—x)2)

1 < 1 n
= i = %) —“<ZX?—"-*2)
=1 =1

k k

1 « =\2 1 2 =2
:n_lznf(xjix) T h_1 anxj —hex
j=1 j=1

» necht x; = 1,x = 3,x3 = 8 (tedy n = 3), pak je
x=(1+3+8)/3=12/3=4

1 2
2ot (14 (3P (B4 = 2 =13 236
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charakteristiky variability

smérodatnd odchylka

v

rozptyl mé&Fi priimérny &tverec vzdalenosti od priiméru

v

polovina primérného Etverce vzajemné zavislosti:

5= 2n(n Z Z(X'

i=1 j=1

» smérodatna odchylka (standardni odchylka)[std. deviation]:
odmocnina z rozptylu sd(x)

Sx = \/S2

» zcela vyhovuje poZadavkiim na miry variability
» vyhoda smé&rodatné odchylky:
stejny fyzikalni rozmér jako pivodni data
> vybérovy rozptyl politany z t¥idnich &etnosti
(Sheppardova korekce: maji-li intervaly délku h, odetti h?/12)
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charakteristiky variability

pfiklad — tolary

> rozpéti: R=147-10=37
> kvartilové rozpéti: Ro=195-12=75
> rozptyl
1 16872
52*— (102 +10% 4 ... 4452 + 47%) —99 . [ ——
98 99
16872
%8 ((7-102+14-112+...+452+472)99- <99> )

= 65,080 = 8,067>

» smérodatnd odchylka je 8,067
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stfedni odchylka

» stiedni odchylka [mean deviation]: primé&r odchylek od

medianu (n&kdy od priméru) mean (abs (x-median(x)))
0=15 s
= — Xji — X
g

» stfedni diference [mean difference]: primé&r vzdjemnych
vzdlenosti v&ech n? dvojic  mean(abs (outer(x,x,"-")))

1 n n
A=—> D lxi—x

i=1 j=1

= %Z > (o) = x»)

J>i
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priklad prox < — c(1, 3, 8)
» stfedni odchylka
d=(1-3/+[3-3/+1[8-3])/3=7/3=233

mean (abs (x-median(x)))

» stfedni diference tabulka rozdili:

0 2 7
2 0 -5
7 5 0
1 2 |
A=z750+2474+240+5+7+5+0) == =311
2 2(7r+5+2
A= 21+ (6-3)+(3-1) =TT gy

Delta = mean(abs(outer(x,x,"-")))
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charakteristiky variability

normované charakteristiky rozptylenosti

» dosud zavedené charakteristiky variability zaviseji na volb&
mé&Fitka (nap¥. délka v m nebo v km)

» hleddme charakteristiky nezavislé na méfitku
> potfebujeme alespoii pomérové méfitko, kladné hodnoty
» umozni porovnani z riznych soubori
» variaéni koeficient sd(x) /mean (x)
Sx
vV = —
X
» (Giniho) koeficient koncentrace reldist::gini(x)

o <_ 2 i X n+1>

= — n
2 nYliiaXi n
souvisi s plochou u Lorenzovy k¥ivky

mé¥Fi napfiklad nerovnomérnost p¥ijmu, velikosti izemnich
jednotek . ..
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charakteristiky variability

z-skoér, standardizace

» variaéni koeficient v, Giniho koeficient G jsou pfiklady
bezrozmé&rnych veli€in (zasluhou priméru ve jmenovateli zavisi
G i v na posunutil!)
> z-skdry
(x-mean(x))/sd(x) nebo c(scale(x))

Xj — X

i=1,2,....n

Zj =
Sx

» dostaneme nulovy primér (z = 0), jednotkovy rozptyl (s, = 1)

» z-skdr nezavisi na posunuti ani na zmé&né méfitka

> z-skéry jsou bezrozmé&rné = umoZni hodnotit vlastnosti
nezavislé na poloze a variabilité, nap¥. tvar rozdéleni

» x1=1,x%=2,x3=3 = x=2,5,=1

1-2 2-2 3-2
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charakteristiky tvaru: Sikmost [skewness]

1% Yy,

> invariantni via&i posunuti i zmé&n& mé¥itka:

Ya+x) = 7(x)
A(b-x)=7(x)  b>0

proto pouZijeme z-skéry

v

Sikmost \/b; — pramér z 3. mocnin z-skéru
mean(scale(x)"3)

1 n P — X 3
\/Fl_nz<xs X>
i=1 X

» pro symetricky histogram /by blizké nule

v

doprava protazeny histogram pro /by >> 0

v

doleva protaZeny histogram pro v/b; << 0
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charakteristiky tvaru

charakteristiky tvaru: Spi€atost [kurtosis]

» Spicatost by — primér ze 4. mocnin z-skéri
(n&kdy se odetita 3) mean (scale(x)"4)

» nékdy se potitaji odhady populaéni Sikmosti a Spicatosti jinak
(Excel: s, jinak, Fisherovo g1, g> — pro zajimavost)

RV CED) (1) (n—1) 3(n 1)
a- Ve e (e 20

» Sikmost a $picatost slouZi k hodnoceni, zda Ize pfedpokladat
normdini rozdéleni (bude zavedeno pozdéji)
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priklad: souvisi emise CO, s HDP?

tdaje o zemich EU z roku 2010

& 1 LU+
o
5
% o _| * @ + +
2 - +
£ ° t
[ R @
+ 4+ %
o + T+ & °
+++
o 4
T T T T T T T
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
HDP

Ize charakterizovat silu zavislosti &islem?
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[ chorakierisiy vriabilty charakierisiy taru zavislost_char.polohy v geogr /demogr. |
méreni sily zavislosti
» méfime dva znaky v kvantitativnim méfitku:
(xi,¥i),i =1,...,n (nap¥. HDP jako x;, emise CO; jako y;
» zavislosti na fyzikdlnim méfitku se vyhneme pouZitim z-skéri
» (vyb&rovy) korelaéni koeficient

1 K(xi—X\(yi—7y
w2 () (5

i=1

» klasicky se definuje r,, = % kde

1 _ _
= T Z(Xi —X)(yi =)
x=1

je (vyb&rovd) kovariance
> plati —1<r<1
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priklad: souvisi emise CO, s HDP?

tdaje o zemich EU z roku 2010

& 1 LU+
vh’_) -
ol
% o _| AR 4+ *
@ - +
S ° ty
G FT e
+ 4+ &
0 + + + @ &
o+
o J
T T T T T T T
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000
HDP

r = 0,79 (bez Lucemburska jen r = 0,52)
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charakteristiky polohy v geografii/demografii

» misto x mlzZeme oznaovat mé&fené hodnoty jako y, princip
pojmi je stejny, oznaleni je jen konvence
» Casto zname jen prdméry a Cetnosti v dil¢ich souborech:
priméry se oznati jako y/*, Cetnosti opét n;
» priklad: vék novych profesorti a docentli UK 2002:
41 profesort, pramérny vé&k 51,1 (n; = 41, y; = 51,1)
77 docentti, praimérny vék 47,8 (np = 77, y; = 47,8)
primé&r novych habilitovanych akademickych pracovnikd
(vazeny pramér):
weighted.mean(c(51.1,47.8),c(41,77))
41-51,1+77-478

=4
41477 8,9
nikoliv mean(c(51.1,47.8))
1,1 +47
y = 49.4
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charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

» geograficky stied
» bod
» praselik primé&rné zemépisné Sitky a primérné zemépisné
délky; priméry vazime velikosti sledovaného jevu
» geograficky median — obdoba medianu,
> Cara, kterd rozdéluje geografické objekty do dvou disjunktnich
souvislych skupin stejné velikosti
» hodnocend vlastnost ur&i velikost objektd (nap¥. pocet
obyvatel tzemni jednotky)
» usporadani hodnoceni znaki ddno zvolenou geografickou
vlastnosti (nap¥. zemé&pisnou délkou)
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char. polohy v geogr./demogr.

priklad: geograficky stfed obyvatel CR

pouZijeme jen tdaje o krajich, ~[J — stfed obyvatel (A — velikost kraje)

485N 49N 495N 50N 505N 51N
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char. polohy v geogr./demogr.

priklad: geograficky stted obyvatel CR

pouZzijeme jen udaje o krajich CR v roce 2006

Zkratka kraj rozloha obyvatel Sitrka délka
1 A Praha 49609 1188126 50,08 14,42
2 S Stredocesky 1101473 1175254 50,08 14,42
3 C JihoCesky 1005688 630006 48,98 14,47
14 T Moravskoslezsky 542698 1249290 49,84 18,32
> 3itka
1188126 - 50,08 + 1175254 - 50,08 + . .. + 1249290 - 49,84 _ 4984
1188126 + 1175254 + ... + 1249290 o
> délka
1188126 - 14,42 + 1175254 - 14,42 4 ... + 1249290 - 18,32 — 15.59

1188126 + 1175254 + ... 4 1249290
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pfiklad: geograficky median

sCitame obyvatele postupné od zdpadu na vychod, posledni je v zdpadni poloviné
Liberecky kraj L, ve vychodni polovin& je prvni kraj Vyso&ina oznaeny symbolem J

délka obyvatel soulet podil
12,87504 304602 304602 0,02960984
13,36667 554537 859139 0,08351543
14,03333 823265 1682404 0,16354361
14,41667 1188126 2870530 0,27903930
14,41667 1175254 4045784 0,39328372
14,46667 630006 4675790 0,45452553
15,06528 430774 5106564 0,49640033
15,568333 511645 5618209 0,54613646
15,66667 549643 6167852 0,59956631
15,77583 507751 6675603 0,64892392
16,63333 1132563 7808166 0,75901843
17,25119 639894 8448060 0,82122142
17,66667 589839 9037899 0,87855866
18,31117 1249290 10287189 1,00000000

HNERoM@HRmIDoEQWwm=ovwX
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char. polohy v geogr./demogr.

priklad: geograficky stfed obyvatel CR

pouZijeme jen tdaje o krajich, ~[J — stfed obyvatel (A — velikost kraje)

485N 49N 495N 50N 505N 51N
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» Giniho koeficient koncentrace

» Lorenzova kfivka

» Theildv index
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Giniho koeficient koncentrace

(misto x nyni piSeme y)

» Giniho koeficient koncentrace charakterizuje jedinym &islem
nerovnomérnost rozd&leni (bohatstvi, ptijmd, .. .)

> pramérny rozdil v bohatstvi vztaZeny k dvojnasobku priméru
> maji-li v3ichni stejn& (y(1) = ... = y(n) > 0),
jenutne A=0atedy G=0

» ma-li jeden v3echno, ostatni nic

(0=yq) == Yn-1) < ¥(n) = 100), pak je
_ 100 2(n—1)100
S 100 o o100
n n
2(n—1)100 n n—1
¢ n? 2-100 n  n—oo

NG 1S

» Lorenzova kfivka bude jemnégj$im nastrojem
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pfiklad: rozloha lesti zemi V4 v tisicich ha

» CZ 2657 HU 2039 PL 9319 SK 1938
» primérnd rozloha je y = 3988,25 (tisice ha)

| CZ HU PL  SK

Ccz 0 618 —6662 719

> jednotlivé diference: HU | —618 0 —7280 101
PL | 6662 7280 0 7381

SK | -719 —-101 —7381 0
» stfedni diference (tisice ha)

A 0—|—618—0—666£21+4...—0—7381—0—0 _ 2845125
*

» Giniho koeficient (ten je bezrozmérny!)

A 2845125

=== 20 357
2y  2-3988,25
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priklad: podil z celkové rozlohy lesi zemi V4

CZ 16,7 % HU 12,8 % PL 58,4 % SK 12,1 %
totéz v poradi o nejmensiho podilu
SK 12,1 % HU 12,8 % CZ 16,7 % PL 58,4 %

» postupné soutty (kumulativni relativni &etnosti)
SK 12,1 % HU 24,9 % CZ 41,6 % PL 100, %

polovina na lesy nejchudsich (SK, HU) m3 &tvrtinu lesd

v

v

v

podil lesu
0.0 02 04 06 08 1.0

podil lest
00 02 04 06 08 1.0
|
+
podil lest
0.0 02 04 06 08 1.0

T T T T > T T T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

podil zemi podil zemi podil zemi
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Lorenzova k¥ivka

» vodorovna osa: postupné nalitani jednotek od nejchudsich,
jako dil celku

svisla osa: postupné natitani bohatstvi (¥3sti zdroje) od
nejchudsich, jako dil celku

v

» zajima nds plocha nad touto lomenou &arou a pod thlopfickou
jednotkového &tverce

v

plocha mé&fi nerovnomé&rnost rozdéleni néjakého zdroje

kdyby dostala kazda jednotka stejn&, bude velikost plochy
nulova

kdyby vSechno dostala jedina z n jednotek, lomena &ara bude
nulovd az do (n —1)/n; pro n — oo je (n —1)/n — 1, plocha
= dolni trojuhelnik

v

v

» dvojnasobek této plochy (= Giniho koeficient koncentrace)
porovnava tuto plochu s plochou dolniho trojahelniku

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 3. prednd¥ka  21. ¥ijna 2013 61(226)

Lorenzova kfivka, shrnuti konstrukce

(pozor na rozliovani velikosti pismen y a Y1)
> variadni fada: 0 < y(1) < y(2) < ... < ¥ sort (y)
» kumulativni soulty pro j =0,1,...,n cumsum (sort (y))

(kolik celkem pat#i j nejchudsim)

J
Yo=0 Yy =yo Xt v5) = D)
=1

v

dsetkami spojit body [j/n; Y(J.)/(Z,f’:1 vi), 0<j<n,

Jj/n — dil populace Y(J.)/(Zf:1 y;i) — dil bohatstvi
n = length(y)

Y = c(0,cumsum(sort(y)))

plot((0:n)/n,Y/sum(y) ,pch=3,asp=1)

» lines((0:n)/n,Y/sum(y))

» lines(0:1,0:1); abline(h=0:1,v=0:1,1ty=3)

v
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Lorenz

priklad: plochy lesii V4 s ptihlédnutim k rozloze zemi

zemé | rozloha lesy zalesn&ni rel. rozloha rel. lesy
CzZ | 78865 26570 33,7 % 151% 16,7 %
HU | 89608 20390 22,8 % 172% 128 %
PL | 304 255 93190 30,6 % 584 % 584 %

SK| 48105 19380 40,3 % 92% 12,1 %
celkem | 520 833 159 530 30,6 % 100,0 % 100,0 %

» Nakolik jsou nerovnomérn& rozmistény lesy na tzemi V47?7

> kazdému &tvereénimu km pFidélime pfislugny dil,
nap¥. v CZ je to 0,337 km?, v HU podobn& 0,228 km2)

» v HU tak pfibude 89 608krat hodnota 0,228,
v PL 304 255krat hodnota 0,306 atd.

» pfi pravidelném pfidavani splynou jednotlivé body pro danou
zemi v Usecku

> primét Gselky na osu x = relativni rozloha; primét na osu y
= relativni plocha lesli; poradi ddano zalesnénim
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Lorenz

pfiklad: Lorenzova k¥ivka hustoty zalesnénf

body: postupn& se na&ita rel. velikost zemi (osa X) a rel. plocha lestii (osa Y)
v potadi HU, PL, CZ, SK (nap¥. PL m3 58,4 % celkové rozlohy i 58,4 % plochy les(i)

1.0

00 0.2 04 06 0.8
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co jsme zjistili (zobecné&ni p¥ikladu)

» nezname plochu lesa na jednotlivych &tvere¢nich km

» zname prim&rnou plochu lesa na km? v kazdé zemi (v

» priim&rnou plochu opakujeme tolikrat, kolik km? ma dand
zemé& (Zetnost), tj. vaZime pottem km? (xi)

» zname tedy celkovou plochu lesti v kazdé zemi (y; = x,y,prum)

prum)

» potadi zemi ddno primé&rnou plochou lesa na km? (hustotou
lesa) jednotlivych zemf (yProm < yprim << yprim)
» ptiristky soufadnic bodu:
» vodorovn&: relativni rozloha dané zem& (mezi viemi zemé&mi)

Xi
Do Xe
» svisle: relativni plocha lesii (mezi viemi lesy)
vi B lelprum

Seve S Xy
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Lorenz

orientalné shrnuti vypoctu v pfipadé vah (Lorenz, Gini)
(stale predpokldddme yp'“m <...< ykprﬁm)
» kumulativni souéty _ _
Xi=>m X Xo=0, ;=3 1yi=>_ 1X'yprum’ Yo=0

Xi Y
» Lorenzova k¥ivka spojuje body [XJ YJ] j=0,1,...k

» stfedni diference primérnych pottii obyvatel na km? (hustot)

LSS g o - 23 g (22
Y X Xi X
i= 1_} 1 i=2 j=1
k—1

2 Z Z(XJYI leJ e X2 Z (X Yit1 — Xiy1 Y,)

1211

Xk Yk Xk Yk

_ A <X Yit1 Xi+1Yi>

> pfi vypottu G se pouziji relativni kumulativni podily x i y
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Lorenz

poznamky

» nezaleZi na zvolenych fyzikalnich jednotkach (nap¥. km vers.

ha)
» ve vdech p¥ipadech je pofadi s¢itancii ddno pofadim ,hustot”
yP™ = % (napt. lesy/rozloha), tj. yPrm < yprom

> na svislé ose jde o podil stat. jednotky na bohatstvi

» na vodorovné ose jde o podil velikosti stat. jednotky s danym
bohatstvim mezi viemi jednotkami

» hrubsi hodnoceni (nap¥. kraje, nikoliv okresy) znamen3 mensi
hodnotu Giniho koeficientu! (obecng, lze dokizat)

» velikost poklesu Giniho koeficientu po hrubsim hodnoceni neni
snadné vyjadrit (vysvétlit)
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priklad: prijmy 14 osob ve 3 skupinach, Giniho koeficient

skupina pfijem y; n;  pramér Gini
A 200 150 2 175,00 0,07142857

B 80 70 60 60 4 67,50 0,06481481

C 2020181815151010 8 15,75  0,1309524
celk. 746 14 53,29  0,5090004

skupinové priméry: G = 0,485, plvodni data: G = 0,509
prijem=c(200,150,...)

Skup = factor(c(rep("A",2),rep("B",4),rep("C",8)))
ni=table (Skup)

prumery = tapply(prijem,Skup,mean)
require(reldist)

gini(prijem)  #0.5090004

gini (prumery,ni) #0.4848717
tapply(prijem,Skup,gini)

PouZiti prim&ri (v&etn jejich Cetnosti) sniZilo G
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TheilGv index
> ¥1,.-.,Yn bohatstvi jednotlivych subjektd (nap¥. jednotky)

Z yl <yl>
» vaZzeny primér hodnot In(y;/y), vahy y;/y, soulet vah je n

» mé&F nerovnomé&rnost (variabilitu) rozd&leni bohatstvi
» souvisi s pojmem Shannonovy entropie (nejistota v teorii

informace, diverzita)
Z Ze ye <Zc Y(>

» maximalni hodnota entropie Syax je Proys = yo = ... = ¥,

> |ze dokdzat, 2e T = Spmax — S a T < In(n)

> &im v&tsi nerovnomérnost, tim v&tsi T (stejné jako Giniho
koeficient)
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pfiklad: pfijmy 14 osob

skupina  pfijem y; n;  pramér
A 200 150 2 175,00

B 80 70 60 60 4 67,50

C 2020181815151010 8 15,75
celk. 746 14 53,29

1 / 200 200 10 10
_ (29 ot — i =) ) = 0,450
18 (53,29 " (53,29) T TR (53,29)) ’
prijem=c(200,150,80,70,60,60,20,20,18,18,15,15,10,10)
library(ineq)

Theil (prijem)
Co kdybychom znali jen priméry a po&ty hodnot ve skupinach?
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Theillv index po skupinach
> y;j pfijem j-tého v j-té skupin€ s n; jedinci, i =1,...,k
» celkem n = fozl n; jedinch
> )7, = (1/n; )ZJ"‘ 1y,J pramér v i-té skuping
> (l/n)z J "Ly =(1/n) Z, 1 niyi celkovy pramér
> T Theilav mdex spoditany ze viech n hodnot
T; Theiltv index uvnitF i-té skupiny,
T8 Theiltiv index variability mezi skupinami
(jednotlivé hodnoty nahradime dil&imi praméry)

1< Vi
Zyw < ) 7B == n,y_’|n<y’>
Yi Vi n- y y

i=1

> plati T = TB + TY, kde TW je vazeny praimér T;

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 3. pfednaska  21. F¥ijna 2013 71(226)

priklad: pfijmy 14 osob ve 3 skupinach

skupina pfijem y; n;  pramér T;
A 200 150 2 175,00 0,010239
B 80706060 4 67,50 0,007421
C 2020181815151010 8 1575 0,030270
celk. 746 14 5329 0,450220
1 /. 175,00 (175,00 67,50 (67,50
TB= " (2. "I ’ 4. | ’
14 < 5329 < 53,29 ) T4 5300 " (53,29)
1575 (1575
8 326" (53,29» — 0,437618
350 270 126
TW — 2220,010239 + ~20,007421 + —~20,030270 = 0,012602
746 7T * 726" ’

TB/T =0,437618/0,450220 = 0,972, tudi? nerovnom&rnost
prijmu je z 97,2 % dana nerovnomérnosti mezi skupinami
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poznamky

Statistika

>

>

>

Theilv index T lze rozloZit na souéet dvou sloZek
» index pram&rii T8, ktery charakterizuje nerovnom&rnost
(raznost) dilgich (skupinovych) praméri
» index T", ktery charakterizuje priimérnou vnit¥ni
nerovnomérnost uvnit¥ skupin
nutn& plati nerovnost TE<T, tj. nerovhomérnost mezi
skupinami nemuze byt v&tsi, nez celkova nerovnomérnost

podobné& celkovy Giniho koeficient nemiZe byt v&tsi, neZ
Giniho koeficient primé&rd, ale jejich rozdil nelze tak snadno
vyjad¥it, jako v p¥ipad& Theilova indexu je TW (vaZeny
pramé&r dil¢ich indexi)
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[ _pravdpodobnost_podminéna pst._nahodns velitina stredni hodnota ropiyl |
4. prednaska

pravdépodobnost

podminé&na pravdépodobnost
nahodna veli¢ina

stfedni hodnota

rozptyl

nezavislost

korelace

Statistika
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zakladni pojmy

v

pokus — dob¥e definovana situace (postup), kterd kon&i
jednim z Fady moZnych vysledki (vrzen3 kostka spadne na
pevnou podlozku)

nahodny pokus — pokus, u néhoz predem nevime, ktery
vysledek nastane (kterd strana kostky padne p¥idt&?);
predpoklada se stabilita relativnich &etnosti moZnych vysledkdi

nahodny jev — tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu

pravdépodobnost ndhodného jevu A — &iselné vyjadreni
ocekavani, ze vysledkem nahodného pokusu bude pravé A

raciondlni predstava: pf¥i velkém poctu opakovani pokusu se
relativni Eetnost jevu blizi k pravdépodobnosti tohoto jevu
pravdépodobnost by tedy méla mit stejné hlavni vlastnosti
jako relativni &etnost
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klasickd pravd&podobnost (Laplace)

» jisty jev (nastava vZdy) lze rozdélit na M stejné
pravdépodobnych neslutitelnych (disjunktnich)
elementarnich jevi (symetrie)

v

kaZzdy jev Ize sloZit z téchto elementdrnich jevi

v

je celkem My ptiznivych jevu A (je z nich sloZen)

v

klasicka definice pravdépodobnosti (metoda vypottu)

P(A) = M __ potet pfiznivych
M ~ potet moznych

v

klasickou pst lze pouzZit jen nékdy! (Sportka, Sazka)
nelze pouZzit napt.:

v

» dostuduje resp. nedostuje
» dostuduje s vyznamenani, dostuduje bez vyznamenani,
nedostuduje
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pfiklad: hraci kostka

> idealizovana symetrickd hraci kostka

» homogenni material
presna krychle

vvYyy

o+
D
N
VX
=+
[0
c

e
=
o
(9]
=+
=~
[0
Q.

kazda strana ma stejnou pravdépodobnost
» A — padne Sestka, B — padne sudé &islo
M=6
Ma =1, tedy P(A) = 1/6
Mg = 3, tedy P(B) =3/6 = 1/2
POZOR NA NESPRAVNOU INTERPRETACI:

» celkem stokrat hodime kostkou (n = 100)

» dvacetkrat padne Zestka (na = 20)

20
> pomér oA _ 100 = 0,2 je jen odhad pravdépodobnosti jevu

v

v

v

v

n
A, Ze padne Zestka, nikoliv pravdépodobnost sama
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pravdépodobnost

pomlcky k vypoctu pravdépodobnosti: faktorial

factorial(n)
» faktorial n=n-(n—-1)---2-1 ol=1
» kolika zplsoby Ize uspotadat za sebou n rozliSitelnych prvki
» priklady:
» 5/=5.4.3.2.1=120
» 11=1
» kolika zptisoby Ize uspo¥ddat za sebou 14 krajii CR:

141 =14.13.12.-.2.1 = 87 178 291 200 = 8,7- 1010
8.71782912e+10

>
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pravdépodobnost

pomicky k vypoltu pravdépodobnosti: pocet kombinaci

v

v

v

v

v

choose(n, k)
kombinatni &islo (}) (&ti ,n nad k")
polet k-prvkovych podmnoZin mnoZiny o n prvcich
(tj. nezdvisle na potadi vybranych prvki)

n\ n! _n-(n—1)---(n—k+1)
(k> Kkl (n—k)!  k-(k—1)---2-1

kolika zplsoby si mohu z péti knizek vybrat dv& na dovolenou:

5 51 5.4
= — :7:1
<2> 23 2.1 O

kolika zplsoby si z onéch p&ti mohu vybrat t¥i knihy? (10)
kolika zpiisoby mohu uloZit p&t knizek do knihovny?
(120, zalezi na poradi!)
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pravdépodobnost

ptiklad: losovani otdzek (1)

>

>

| 2

student umi' 5 otazek, neumi 10 otazek z 15 moznych
losuje se dvojice otdzek z onéch 15 otdzek

pravdépodobnost P(A), Ze student nezna ani jednu
z vylosovanych:

elementarni jev: dvojice otazek
prvni otdzka — 15 moZnosti, druha jen 14 moZnosti,
ale nezleZi na poradi, tedy délit 2 (pocet kombinaci)

| .
M= 5+10 _ 15 _ 15! :15 14:105
2 2 2113! 2.1

pFiznivé elementarni jevy: vylosuje ob& z deseti, které neumi

5 (10 10-9 45 .
/\/IA<O>(2>~1~2.1~45:>P(A)*10542,9&
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pravdépodobnost

ptiklad: losovani otdzek (2)

>

>

>

| 2

pravdépodobnost P(B), Ze znd pravé jednu otdzku

5\ /10 50 .
MB_(1><1>_5-10_50:>P(B)_105_47,6/o

pravdépodobnost P(C), Ze zni obé& otdzky (prdvé dvé)

5\ (10 5-4 10 .

pravdépodobnost P(D), ze znd aspori jednu otdzku
60
Mp = Mg + Mc =50+ 10 = 60 = P(D) = 1= = 57.1 %

kontrola: Mp + My =M
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pravidla pro pravdépodobnost (1)

» sjednoceni jevii AU B: plati A nebo B
(alespoii jeden z jevii A, B, mohou byt pravdivd ob& tvrzeni)

» pranik AN B: plati A a soutasné& B (oba jevy A, B soutasng)
P(AUB)=P(A)+ P(B) —P(ANB)

» Vennlv diagram (plocha odpovidd pravdépodobnosti)

AU B = celd vybarvend plocha
P(A) = 0,42 = zelend + 3edivd plocha

P(B) = 0,24 = Zlutd + 3ediva plocha
A -E P(AN B) = 0,16 = %ediva plocha
P(A) + P(B) = (zelend + 3ediva)

+ (Zlutd + Zediva)
P(AU B) = 0,42 + 0,24 — 0,16 — 0,50
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podmin&na pst

pravidla pro pravdépodobnost (2)

» A jev opaény k jevu A nastdva pravé tehdy, kdyZ nenastdva

jev A
P(A)+P(A) =1

» Q - jev jisty nastdvd vzdy, P(Q) =1

» () — jev nemozny nenastdva nikdy, je jevem opagnym k jevu
jistému, P(0) =0

» nesluéitelné jevy: nemohou nastat nikdy soucasn&, navzajem
se vylu€uji; jejich prinikem je jev nemozny; pro neslucitelné

jevy plati
P(AUB) =P(A)+ P(B)
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podminéna pst

podminénd pravdépodobnost

» podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu A, kdyz
u? jev B nastal:
P(AN B)

P(AIB) = =55

» Vennillv diagram

P(B) = 0,24 = Zlutd + Zediva plocha
P(AN B) = 0,16 = Zediva plocha

P(A|B) = %ediva vzhledem k (Zlutd + 3edivd)
A -E P(AIB) — 0.16/0.24 — 067, ale
P(A) = 0,42

vyglo P(A[B) > P(A)
jindy miize vyjit také P(A|B) < P(A)
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nezavislost nahodnych jevi
» nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu

neovlivni pravdépodobnost vyskytu druhého
> (definice nezavislosti ndhodnych jevi A, B, P(B) > 0):

P(ANB

P(A) = P(A|B) = 508) ) & |P(ANB) = P(A)P(B)|

» Vennilv diagram

P(A) = 0,60 = zelend + 3ediva
A P(B) = 0,40 = Zlutd + 3ediva plocha

P(AN B) = 0,24 = ¥ediva plocha
- B P(A|B) = %edivé vzhledem k (Zlutd + Zedivd)
P(A|B) = 0,24/0,40 = 0,60
P(A)-P(B) =P(ANB)
= A a B jsou nezavislé
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podmin&na pst

idealizovany ptiklad

nadhodné vybrany student ...

A — jednitka ze statistiky, P(A) = 0,3

B - jedni¢ka z matematiky, P(B) = 0,2

AN B — jednitka z obou pfedméta, P(AN B) =0,1
pravdépodobnost, Ze je aspoii jedna jednicka:

vy v v Y

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)=03+02—01=04

v

jsou jevy A, B nezdvislé? (jsou jednitky ze dvou pfedméti

nezavislé?) NE, protoze 0,3 - 0,2 # 0,1

> jakd je pst jedniCky ze statistiky, kdyZ uz je z matematiky?

P(AnB) 01
P(B) 02

P(A|B) = 0,5

v

pst jedni¢ky z matematiky, kdyZ uZ je ze statistiky:
P(B|A)=0,1/0,3=1/3
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nahodna veli¢ina

rozdéleni ndhodné veliciny

» nahodna veli¢ina — &iselné vyjadreny vysledek nahodného
pokusu

» distribuéni funkce Fx(x) ndhodné veli€¢iny X uruje pro
kaZzdé x pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina nepfekroti
&islo x:

| Fx(x) = P(X <x)|
(Fx(x) je neklesajici, zprava spojitd)
» diskrétni rozdéleni (pro Zetnosti) uréeno seznamem moznych
hodnot a jejich pravdépodobnostmi:

X1,X2, -
P(X = Xl), P(X = X2)7 e

> spojité rozdéleni (pro spojité mé&Fitko) uréeno hustotou

fX(X)Zdin(X), Fx(X):/X fx (t)dt

X —o0
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nahodna velitina

vék matek (n=4838)

h=3 h=2 h= 1
— o

8 7 S -
o AN 53
S
o — =
- o L

S - o
o © S
S ™
o
S o
S —
© =4 gg
o
S -
- g - g -
s -
139
o — o - o -

15 30 45 15 30 45 15 30 45

predstavme si histogram zaloZeny na véku v hodinach a na
rostoucim po&tu matek, obalka bude docela hladka
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ndhodn3d veli€ina

» velka populace, spojitd veli¢ina — intervaly pro tfidéni mohou
byt kratké, obalce histogramu relativnich €etnosti odpovida
v idealizované predstav& hustota fx(x) [density]

» podobné& kumulativnim relativnim €etnostem odpovida
distribuéni funkce [distribution function]

hustota distribué ni funkce
o
© — 7]
[ J—
S
P(20<X<=25)=38 % o _|
o
<©
o 4
=
«©
Qo
~ P(20<X<=25)=38 %
[ Jp—
= <
=
faY]
S o~
o P
s o |
i T T T T T T T T < T T T T T T T T
15 25 35 a5 15 25 35 a5
vé k matky vé k matky
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distribuéni funkce v bodech a < b

jevy X < aaa< X < b jsou nesluditelné, jejich sjednoceni da jev X < b

9 _
§ - P(X £b) = P(X £a) + P(a <X £b)
Fb) = F(@) +P@<xzb)
:- N 7
2 N
S | I I I I
0 5 10 15
X
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pouziti distribuéni fce (obecng)

» F(x) je pravdépodobnost, Ze ndhodna velitina X
je mensi neZz x (nebo stejnd): F(x) = P(X < x)

» je-li a < b, pak ndhodny jev (X < a) je podjev ndhodného
jevu (X < b), proto je pak

F(a) =P(X < a) < P(X < b) = F(b)

(distribugni funkce je neklesajici)

» nahodny jev (X < b) je sjednoceni disjunktnich jevi (X < a)
a (a < X < b), proto plati

P(X <b)=P(X <a)+Pla< X <b)
co? je totéZz, jako
F(b)=F(a)+P(a< X <b)
P(a< X < b)=F(a)— F(b)
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ndhodn3d veli€ina

» bezprostfednim vyb&rovym protéjskem distribuéni funkce
(jejim odhadem) je empiricka distribu¢ni funkce

xXi < x
Fo(x) = #(xi < x)
n
> x{ < x5 <...< Xxp, existujici riizné hodnoty
ny, n,...,Nm jejich etnosti (n=3_; nj)

Fn(x) je schodovita funkce, v bod& x* ma skok n;/n

Fo k)
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nahodna veli¢ina

empirickd distribuéni funkce (tolary)
skoky odpovidaji ¢etnostem, nap¥. ve 12 je skok z 0,212 na 0,374 o 16/99=0,162

Fik)

10 20 30 40
tolary
x*110 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

nj| 7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3
N;| 7 21 37 47 53 56 65 68 69 74 77

x* 121 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47

n
N; |8 84 87 83 90 91 92 93 95 96 97 98 99
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stfedni hodnota

pfiklad: pocty bodi na hraci kostece

n-krat hodime symetrickou kostkou
polet bodll na symetrické kostce Y je nahodna veliina
1, 2, ..., 6 jsou moZné hodnoty

n =100, &etnosti nap¥. 13, 14, 15, 21, 14, 23
y=(13-1+14-2+15-34+21-4+14-5+23-6)/100 = 3,78
vazeny primér hodnot 1, 2, ..., 6, vahami jsou relativni
Cetnosti 0,13, 0,14, 0,15, 0,21, 0,14, 0,23

» kazd3 relativni &etnost odhaduje pravdépodobnost 1/6

»
S
>
» kazd3 hodnota m3 pravdépodobnost 1/6
>
»
>

» nahrad'me ndhodné relativni &etnosti odpovidajicimi
nendhodnymi pravdépodobnostmi
» dostaneme nendhodnou stfedni hodnotu nah. veli¢iny Y

1. 1. 1.1 1_1 21
iy =EY=2.142-24+2.3+24+-.5+-.5="-=35
fty sl 2+ 3+ At b =3
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stfedni hodnota

pfiklad diskrétniho rozdé&leni: znamky u zkousky

X, Y znamky ze dvou predméti

znamka k 1 2 3 4
P(X=k)|03 04 02 0,1
P(lY=k)|02 03 03 02

z tabulky nic nepozndme o p¥ipadné zavislosti X, Y
jak jednim &islem charakterizovat Uroveni znamek?

oby&ejny priimé&r moznych hodnot by X od Y nerozlisil

vV v. v Yy

pouZijme vaZzeny pramér, kde vahami zndmek jsou
pravdépodobnosti moznych hodnot
dostaneme tak st¥edni hodnoty X a Y (popula&ni priméry)

v

fx=1-03+2-04+3-02+4-0,1=21
fy =1-02+2-03+3-03+4-02=25
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stfedni hodnota

charakteristiky rozdéleni ndhodné veli¢iny (1)

v

stfedni hodnota p1x ndhodné veliciny X (populagni primér)

v

je to vazeny primér moznych hodnot

» vahami jsou pravdépodobnosti hodnot

px = EX = xP(X = x1)+xP(X = xo)+... = Y x-P(X = x))
j

» operator E (expectation) aplikovany na ndhodnou veli¢inu X
spolitd vaZzeny primér jejich hodnot

» u diskrétniho rozdéleni jsou vahami pravdépodobnosti téchto
hodnot

> pro spojité rozdéleni

/LX:EX:/ x - fx(x) dx

—00
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stfedni hodnota

» stfedni hodnota funkce Y = g(X) ndhodné velitiny X
je vazeny primér funkénich hodnot

EY =Eg(X) =) g(x)P(X = x)
P

resp. pro spojité rozdélen{
oo
EY — Eg(X) — / g(x)F(x)dx
—00
» populaéni median /i spojitého rozdéleni

Fx(ji) =P(X < ji) =05

X Cislo, které déli mozné hodnoty nahodné veli¢iny na dva
stejné pravdépodobné intervaly hodnot vétsich a mensich
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(populagni) rozptyl ndhodné veli¢iny X

> vaZeny prumér Ctvercd vzddlenosti moZznych hodnot od stfednfi
hodnoty

ox =E(X — px)?
= (31 — ux)?P(X = x1) + (2 — nx)*P(X = x2) + ...

= >0 — 1x)* P(X =)

=X = [ ()i

» (populaéni) smérodatna odchylka
odmocnina z (populagniho) rozptylu

O'X:\/O'i

98(226)
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rozptyl

priklad diskrétniho rozdéleni: zndmka u zkousky

zndmka k | 1 2 3 4 W o? o

P(X=k)|03 04 02 0,1|21]|0,89 | 0,943
P(tY=k)|02 03 03 02|25]|1,05] 1,025

> jednim &islem charakterizovat kolisani zndmek (variabilitu)

» (populatni) rozptyl = vazeny primé&r &tvercii vzdalenosti
od st¥edni hodnoty

» vahami jsou pravdépodobnosti

ox =(1-21)?-03+(2-21)%-04
+(3-2,1)%-02+ (4—21)%-0,1 = 0,89 = 0,943

0y =(1-25)%-02+(2-25)*-03
+(3—-2,5)?-03+(4—25)%-0,2 =1,05=1,025°

99(226)
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vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu
X, Y — nahodné veli¢iny, a, b konstanty, b > 0

parx=E(@+X)=a+EX =a+ ux
fpx=E(b-X)=b-EX = b- jix
px+y =E(X+Y)=EX+EY = pux + py
02, x = 0% TarX = OX
o2 x = b’o%, op.x = |blox
0§<+y =o% +0% +20xy
(vzpomeii si: (a + b)? = a° + 2ab + b?)
oxy = E(X — pux)(Y — py) kovariance X, Y
= (= px)1 — py) P(X =x1, Y = 1)
+ 04— px)(y2 —py)P(X =x1,Y = y2) + ...
(stitad se pFes viechny mozné dvojice)
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5. prednaska

v

(populagni) kovariance a korelace

> binomické rozdéleni

» normalni rozdélen{

> populace a vybér

» CLV (centralni limitni véta)

> vybé&rovy primér

> interval spolehlivosti pro st¥. hodnotu
» CLV pro Cetnosti

> interval spolehlivosti pro pravdépodobnost
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| nezavisiost korelace binomické rozdéleni _normani rozddleni |
priklad: zndmky (V = X + Y, 0%, # 0% + 0%)

Y sdruzené
X 1 2 3 4 | celkem |rozd&leni
1]010 0,10 0,10 0,00 030 | X.Y
2010 0,15 0,10 0,05 0,40 | marginalni
31000 005 0,10 0,05 0,20 |rozdéleni X
41000 000 0,00 0,0 0,10
celkem 1,00

vlastnosti nahodné veli¢iny V:
pv =2-0,10+3- (0,10 + 0,10) + 4 - (0,10 4 0,15 + 0,00)
+5-(0,10 +0,05) + 6 - (0,05 + 0,10) + 7 - (0,05) + 8 - 0,10
=46=pux +p,=21+25
02, =(2—4,6)%-0,10 + (3 —4,6)%-0,20 + (4 — 4,6)*- 0,25
+(5—4,6)?-0,15+ (6 — 4,6)*- 0,15+ (7 — 4,6)>- 0,05
+ (8 —4,6)%-0,10 = 3,04 # 0% + 02 = 0,80 + 1,05 = 1,94
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pfiklad: znamky, vypocet kovariance

Y
1 2 3 4
0,10 0,10 0,10 0,00
0,10 0,15 0,10 0,05
0,00 0,05 0,10 0,05
0,00 0,00 0,00 0,10

sdruZené pravdépodobnosti

W N | X

oxy =(1—2,1)-(1—2,5)-0,10+ (1 —2,1)- (2 —2,5)-0,10
+(1-21)-(3-25)-0,10+ (1 —2,1)- (4 —2,5)- 0,00
+...
+(4-21)-(3-25)-0,00+(4—21)-(4—25)-0,10
= 0,55
0y =3,04 =089 +1,05+2-0,55=0% +0% +2-0xy
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| _nezavislost_lorelace binomické rozdeleni_normani rozdglent |
modelové pojmy a jejich empirické prot&jsky

pravdépodobnost P(A) vers. relativni Eetnost na/n

sttedni hodnota px vers. (vyb&rovy) primér X

(populagni) rozptyl 0% vers. (vyb&rovy) rozptyl s2

(populagni) smé&rodatna odchylka ox vers. (vyb&rova)

smérodatnd odchylka

vV YyVvyy

v

(populagni) kovariance oxy vers. (vyb&rova) kovariance s,,
(viz slajd 49)

1 < _ _
T Z(Xi - X)yi—¥)
i=1

v

(populagnf) korelaini koeficient px y (teprve bude) vers.
(vyb&rovy) korelatni koeficient ry, (viz slajd 49)

n - -
Sy 1 Xi—X\ (Yi—¥
rxy_sxsy_n—lz< Sx >< Sy >

i=1
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nezavislost nahodnych velicin

» ze sdruzeného rozdéleni P(X = x;, Y = y; vidy miZeme
spotitat marginalni rozd&leni (viz nap¥. slajd 101)

P(X:x,-):ZP(X:X,-,Y:yj)

P(Y=y)=) PX=x,Y =y)

i

» nihodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé, jsou-li nezavislé viechny
ndhodné jevy A, B, kde A je tvrzeni o X a B je tvrzenio Y

> k nezavislosti X, Y sta&i, kdyz je
P(X=xi,Y =y))=P(X=x)-P(Y =y;) viechna x;,y;

tj. z marginalnich rozdé&leni |ze obnovit sdruZené rozdéleni

» plati tvrzeni: jsou-li X, Y nezavislé, potom je nutné oxy =0
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nezavislost

pfiklad: znamky jsou znamky X a Y nezavislé?

Y

1 2 3 4 | celkem
0,10 0,10 0,10 0,00 0,30
0,10 0,15 0,10 0,05 0,40
0,00 0,05 0,10 0,05 0,20
0,00 0,00 0,00 0,10 0,10
celkem | 0,20 0,30 0,30 0,20 1,00

AW R X

zfejmé je naptiklad

P(X=1,Y=1)=0,10#4P(X=1)-P(Y =1)=0,3-0,2= 0,06
nebo
P(X=3,Y=1)=0,00#P(X=3)-P(Y=1)=0,2-0,2=0,04

ndhodné veli¢iny X, Y nemohou byt nezavislé, proto jsou zavislé
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korelace

populaéni korelaéni koeficient

» kovariance oxy je modelovym prot&jskem vyb. kovariance s,
» podobné jako vybérovy korelaéni koeficient r,, je
populaéni korelaéni koeficient pxy definovin pomoci
kovariance oxy a smérodatnych odchylek ox, oy
Sxy _ OXy

ey = ——
SxSy oxoy

> jsou-li X, Y nezavislé, pak je nutné pxy =0
> vzdy plati —1<pxy <1

» priklad se znamkami:

OxXy o 0,55
oxoy  0,943-1,025

pXy = = 0,569

znamky jsou nutng zavislé, nebot pxy # 0
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binomické rozdéleni

alternativni rozd&leni (Bernoulliovo, nula-jednitkové)

nabyva dvou ¢&iselnych hodnot

» diskrétni, s jedinym parametrem 7 (nikoliv Ludolfovo &islo)
»P(X=1)=m, PX=0=1-7 (0<r<1)
» X — kolikrat v jednom pokusu doslo k udalosti, kterd ma
pravdépodobnost 7 (jen dv& moZné hodnoty: 0 nebo 1)
» stfedni hodnota (popula&ni priimér)
px =1-P(X=1)+0-P(X =0) =17
» (populagni) rozptyl

%= (1 pxPP(X = 1)+ (0 px)? P(X =0)
=1-7)2 74+0—-7m)?-(1—mn)
:(1—7r)27r—|—7r2(1—7r):7r(1—7r)
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binomické rozdéleni bi(n, )

» zapisujeme Y ~ bi(n, )

v

diskrétni rozdé&leni s parametry n, 7 (0<m<1)

v

model binomického rozdéleni (dilezité)
» n nezavislych pokusi
> v kaZdém zdar s pravdépodobnosti 7, nezdar s psti 1 — 7w
» celk. pocet zdarii Y ma binomické rozdéleni s parametry n, 7
» Y je souet n nezdvislych ndhodnych veli¢in Xq, X,..., X,
(X; = potet zdarii v i-tém pokusu)
kazdé X; ma alternativni rozdéleni s parametrem
» z vlastnosti stfedni hodnoty sou&tu ndh. veli&in:

» z vlastnosti rozptylu sou¢tu nezavislych nihodnych veli¢in

oy = nn(1 — )
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. . P v , .
binomické rozdéleni bi(n, )

» pravdépodobnosti moZnych hodnot dbinom(k,n,p)
P(Y = k) = <Z>wk(1 —m)"k, k=0,1,,....n

> pst, ze v danych k pokusech zdar Z, v ostatnich nezdar N
ZZ...ZNN---Ns psti 7%(1 — 7)™ *
k k

» zvolime k mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N,
polet moZnosti:

<n>_ n! ~n(n—1)---(n— k+1)
k) T Kin—k)!  k(k—1)---2-1
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binomické rozdéleni

priklad: kouteni

> vime, Ze mezi dvacetiletymi muZi je (fekn&me) 35 % kutaka
(napt. je-li 70 tisic dvacetiletych, pak je mezi nimi asi 24 500
ku¥aka, ale nevime, ktefi to jsou)

» vybereme ndhodné 60 dvacetiletych muzi, Y — polet kutaki
mezi nimi, tedy Y ~ bi(60, 0,35)

» populagni primé&r, rozptyl (smé&rodatna odchylka):
py =60-0,35=21, 0% =60-0,35-0,65 = 13,65 = (3,7)?

» ukazky pravdépodobnosti moZznych hodnot
dbinom(15,60,0.35)

k 15 17 19 21 23 25
P(Y =k)| 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059
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normalni rozdé&leni

norméIni (Gaussovo) rozd&leni N(p, o?)
graf hustoty N(u, o) pro o =2

0,20

13,6 % 34,1 % 34,1 % 13,6 %

T T T T I
m-—2s m-s m m+s m+2s

> spojité rozdéleni, symetrické okolo stfedni hodnoty
. 04)

» maximalni hodnota hustoty je mé&rnd 1/0 (\/;

2102
» model vzniku: soutet velkého poltu nepatrnych pfispévkil
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normalni rozd&leni

pfiklady pravdépodobnosti o normalnim rozdéleni
> pro X ~ N(u,02) plati

> [ X ~N(wo?) = 7= X1 N©1)
g

®(z) = P(Z < y) je distribu¢ni funkce N(0, 1)

>

X—n

P(|Z] <c)—P<‘

> tedy

‘<c> =P(|X—pul<c-o)

P(|X — | < 1,00 o) = 0,683, tj. 68,3 %
P(IX — 11 < 2,00 o) = 0,954, tj. 95.4 %
P(IX — u| < 1,96 o) = 0,95, tj. 95 %

P(|X — p| < 3,00 0) = 0,997, tj. 99,7 %
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pozndmky

» Y m3 logaritmicko normalni rozdéleni, kdyZ log(Y) ma
normalni rozdé&leni (koncentrace, hustoty .. .)
» zajimavé kvantily: gqnorm(0.975)

2(0,975) = 1,96 tj. P(Z > 1,96) = 2,5 %
2(0,975) = 1,96 tj. P(Z < —1,96) = 2,5 %
2(0,975) = 1,96 tj. P(|Z| > 1,96) =5 %
2(0,995) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 %
2(0,995) = 2,58 tj. P(Z < —2,58) = 0,5 %
2(0,995) = 2,58 tj. P(|Z| >2,58) =1 %
2(0,950) = 1,64 tj. P(Z > 1,64) =5 %
2(0,950) = 1,64 tj. P(Z < —1,64) =5 %
2(0,950) = 1,64 tj. P(|Z| > 1,64) = 10 %
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pfiklad: mladi volejbalisti

» predpoklad: vySka desetiletych chlapcu: N(141,5,72)

» Jaky dil populace desetiletych chlapcti ma vysku aspoi
149 cm, aby o n& mél zdjem trenér volejbalu?
(pFedpokladame, Ze vyZku urlujeme s pFesnosti na centimetr)

P(X > 1485) = 1 — P(X < 148,5)
P (X 77141,5 - 148,57141,5> b <X7141,5 - 1)

=1-—®(1)=1-0,841 = 0,159

» Jaky dil této populace ma vysku v rozmezi od 142 do 148 cm?

P(141,5 < X < 148,5) = P(X < 148,5) — P(X < 141,5)
=0,841 - 0,5 =0,341

(Prot je P(X < 141,5) = 0,57)
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> populace a vybér

> reprezentativnost a rozsah vybéru
» chovani vyb&rového priiméru

» centralni limitni véta

» interval spolehlivosti
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populace/vybér

populace a vybér

» populaci (zdkladni soubor) charakterizujeme pomoci
parametr(i rozdéleni, p¥ipadné typu rozdé&len{
» vysledkem méFeni na nahodné& vybraném prvku populace
(zdkladniho souboru) je nahodna veligina
» skute¢né hodnoty parametri nezndme
» chceme parametry odhadnout
» chceme rozhodnout o platnosti tvrzeni (hypotézy)
o parametrech nebo o typu rozdé&leni
> jako vybér si pfedstavujeme nékolik nezavislych nahodnych
velitin se stejnym rozd&lenim (moZna s nezndmymi
parametry), tj. m&Feni téze vlastnosti na raznych objektech
» parametry odhadujeme na zakladé vybé&ru
» 0 hypotézach rozhodujeme na zakladé vybéru
» priklady
» stfedni hodnotu ndhodné veli€iny (populagni priamér)
odhadujeme pomoci vybérového priiméru
> rozptyl ndhodné veli¢iny odhadujeme pomoci vybérového
rozptylu
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priklady

» volebni preference

» populace: vsichni opravn&ni voli&i (jejich preferovana strana)
vyb&r: respondenti, kte¥i odpovédéli (odpovédi respondenti)
hodnocena vlastnost: podily voli¢i jednotlivych stran
hodnoceny parametr: 71, ..., T psti jednotlivych stran

odhad parametru: relativni &etnosti voli¢i jednotlivych stran ve
vybé&ru

vVYyVvyy

» vysky desetiletych hochli
» populace: v3ichni desetileti ho3i (jejich vysky)
vyb&r: zm&Feni desetileti ho¥i (jejich vyZky)
hodnoceny znak: vyska postavy nahodné& vybraného chlapce
hodnoceny parametr: populaéni pramér p
odhad parametru: vyb&rovy primér, interval spolehlivosti pro p

vVvyVvVvyy

» zaveér: pfi opakovaném pofizeni vybéru dostaneme po kazdé
jiny odhad, odhad je tedy ndhodny
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populace/vybgr

vlastnosti vybé&ru

> reprezentativnost vybéru
» schopnost reprezentovat celou populaci
> ve vlastnostech, které mohou souviset s danym Setfenim, ma
slozeni vyb&ru zhruba odpovidat sloZeni populace
» napt. podil Zen, podil vysokoskolaki, podil diichodci . ..
> neni-li vyb&r reprezentativni, jsou odhady vychylené,
nejsou nestranné, odhaduji néco jiného, nez chceme
» napt. reprezentaéni muzstvo jisté neni reprezentativnim
vyb&rem organizovanych fotbalisti
» rozsah vybéru
» polet vy3etfovanych (nap¥. dotazovanych) jednotek
» ovlivni variabilitu odhadd, jejich kolisani
> neovlivni reprezentativnost vybéru &i nestrannost odhadi
> reprezentativnost a rozsah vybé&ru jsou rizné vlastnosti
» dobry stfelec ma viechny zasahy v ter&i blizko sebe (mald
variabilita odhadu)

N4

» pokud vzduchovka zanasi, i dobry stfelec st¥ili mimo stfed
tere (vychyleni)
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populace/vybér

vlastnosti vybéru jako strelba do terce

vychyleny odhad vychyleny odhad, vetsi rozsah vyberu

Z

Lo
b
©o
®
[
~ -
w -
[
b
Lo
&
o
°
~
w -

nestranny odhad, maly rozsah vyberu nestranny, velky rozsah vyberu

2N
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pfiklad: vék matek

Cerné hustota normalniho rozdéleni, Cervené hustota logaritmickonormainiho rozdéleni

tnost

e
0.04
]

vé k matky
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vybg&rovy priimé&r

pfiklad: histogram populace a histogramy priméri

Sitky intervall stejné, variabilita priméra s rostoucim n klesa

populace n=1
2000 — — —
1500 — M 150 7
1000 _ 100 —
500 — 50 —
o o -
T T T T T T 1 T T T T T T 1
15 20 =25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 40 45
n=10 n=100
250 — N
M 150 —
200 —
150 — 100 -
100
50 —
50 —|
o - o -
T T T T T T 1 T T T T T T 1
15 =20 =25 30 35 40 a5 15 =20 =25 30 35 40 a5

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 6. prednaska 18. listopadu 2013

vybérovy priimér

chovani vybérového priiméru z ndhodného vybéru

» necht Xi, Xo,...X, jsou nezavislé nihodné veli¢iny
s libovolnym stejnym rozdélenim se stfedni hodnotou p
a rozptylem o2, tj. ndhodny vyb&r z onoho rozdéleni

. v _1v¢
> pramér X1, Xo,... X, X = E;Xi

> pfipomefime vlastnosti stfedni hodnoty, zejména

px+y = px + py, Hbx = b px

» proto pro stfedni hodnotu vybé&rového priméru plati

- 1 1< 1
EX:NY:M%. .”IX,-:E'”E?:lX;:;Z;/‘Xi:;'W:/‘

=

» EX = pix =  tj. X je nestranny odhad parametru
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variabilita vybérového priméru
» pro rozptyl nezavislych nahodnych veli¢in plati
2 2 2 2 2 2
Oxt+y =0x + 0y ohx = b ok
> proto je
1< 1
2 2 _ L 2 L o 0
IX Ty x T 2 ;UXi = 2" T
P
> prim&r X ma tedy rozptyl n-krdt mensi, ne? jednotliva

pozorovani
» stfedni chyba priméru = smérodatna odchylka priméru

g

S.E.(X) = 7 Standard Error (of Mean, S.E.M.)

» stfedni chyba odhadu né&jakého parametru = smérodatna
odchylka tohoto odhadu
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pfiklad: vk matek

> vyjime&ny umély p¥iklad, kdy zndme celou populaci

» populace obsahuje 10 916 hodnot

» rozdéleni v&ku je vyrazné nesymetrické

> provadén vybér rozsahu n, vzdy spo&itan priimér

» vyb&r B-krat opakujeme (spotitdno B = 1000 praméri)

> spoditany charakteristiky z B priimérid jako vychozich hodnot,
(modfe charakteristiky celé populace nebo hodnoty z nich

odvozené)
n pram&r sm. odch. o/y/n
1 25,43 4,62 4,94
10 25,35 1,54 1,56
100 25,39 0,48 0,49
populace | ;1 =25,40 o = 4,94 4,94
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vybérovy priimér

priklad: histogram populace a histogramy priméri
Sitky intervald stejné, variabilita primérd s rostoucim n klesa

populace
2000 —

n=1
1500 — ] 150 4
1000 —| . 100 —
500 — s0 -
o o -
T T T T T T T
15 =20 5 =20 =25 35 a0
T T
15 20

T T T T 1 r
25 30 35 a0 as 1 30
n=10 n=100

M 150 —
. 100 —
50 —f
o 4
T
25

25 30 35 40 as 15 20

as
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vyb&rovy pramé&r

pfiklad: histogram populace a histogramy vybéri
Sitky intervald p¥izplsobené variabilité, s rostoucim n se zlepSuje normalita

populace n=1
2000 = — JR—

1500 — 150 4
_1000 —{ . 100 —
500 — 50 —
o - o -
T T T T T T 1 T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 15 20 25 30 35 a0
n=10 n=100
250 — — —
150 —
200 —
150 100 —
100 —
50 —
50 —|
o - o -
T T T T T 1 T T T 1
20 22 24 26 28 30 24,0 25,0 26,0 27,0
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vybg&rovy priimé&r

priklad: shrnuti

> spocitany charakteristiky z B = 1000 pramérd jako vychozich
hodnot, (modte charakteristiky celé populace nebo hodnoty
z nich odvozené)

n prim&r sm. odch. o/y/n ikmost 3pitatost

1 25,43 4,62 4,94 0,74 0,29

10 25,35 154 1,56 0,28 -0,04

100 25,39 0,48 0,49 0,08 -0,05
populace | ;1 =25,40 o = 4,94 4,94 0,77 0,19

» priméry kolisaji kolem populaéniho priméru p
» smérodatné odchylky s rostouci hodnotou +/n klesaji
> Sikmost a 3piatost se s rostoucim n blizi k nule

Vv s

» je nadéje, Ze s rostoucim n je histogram podobné&jsi hustoté
normdlniho rozdéleni — projev centrdini limitni véty
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centralni limitni véta (CLV)

» vlastnost souétu nezavislych nahodnych veli¢in se stejnym
rozdélenim (s populagnim prim&rem g, popul. rozptylem 02)

> primér je soulet déleny poltem s&itancli
= pro pramé&r plati CLV také

» standardizovany soulet (pramér) n nezavislych nihodnych
veligin lze pro velké n aproximovat normalnim rozdélenim

N(0, 1)

S Xi—n-p X —p o
7 = &i= = <~ N(0, 1

> pro velkd n se vyb&rovy primér chova, jako by Slo o vybé&r
z normalniho rozdéleni, a to bez ohledu na vychozi rozdéleni

X A~ N(p,0?/n)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 6. prednaska  18. listopadu 2013 129(226)



int. spol. pro p

interval spolehlivosti pro populaéni primér p

» pro nezdvislé nahodné veli¢iny Xy, ..., X, ~ N(,u,oz) platf

X ~N(p,a2/n)
X —p
Z=——~N(0,1
o7y MO
pouzijeme kvantil rozd&leni N(0, 1) (nebot Z ~ N(0,1))

p(|X—n

o/\/n

hodnota neznamého parametru p je s pravdépodobnosti 1 — «
pokryta intervalem

> proto je

v

<z(1—a/2)> ~1-a

v

<x . %2(1 —a/2) X + %2(1 - a/2)>

vzhledem k centrdlni limitni vété lze pouZzit pro velkd n i bez
pozadavku na normalni rozdéleni X;

v
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int. spol. pro

100 intervald spolehlivosti (n =100, 1—a =95 %)

e

T T T T T T
o 20 40 60 80 100

28

int. spol.
% 27

2
\

24

23

simulace
1= 25,398 je populaéni priimér véku 10 916 matek
v 7 pfipadech interval nep¥ekryva p
(realizace ndhodné veli¢iny s rozd&lenim bi(100,0,05))
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int. spol. pro p

priklad: 1Q vysokoskolaki

» u n = 16 ndhodné& vybranych studenti jisté fakulty byla
zjisténa hodnota 1Q

» metoda mé&Feni IQ je konstruovéana tak, Ze je 0 = 15

> vy3el primér x = 110

» co lze Fici o populaénim praméru viech studentd oné velké
fakulty?

» 95% interval spolehlivosti (z(0,975) = 1,96):
15
-1

(110 — =

15
4 - 196:110 + 7 - 1,96) = (102,65; 117.35)

» skutetny populani pramé&r p (v3ech studenti oné fakulty)
lezi s 95% pravd&podobnosti mezi 102,65 a 117,35

» u leZi s 90% pravdépodobnosti mezi 103,83 a 116,17
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int. spol. pro p

vlastnosti intervalu spolehlivosti pro p

» délka intervalu roste s pozadovanou spolehlivosti
» 90% interval (103,83; 116,17) ma délku 12,34
» 95% interval (102,65; 117,35) ma délku 14,70
» délka intervalu klesa s rostoucim po&tem pozorovani n
» pro n =16 m3a 95% interval (102,65; 117,35) délku 14,70
» pro n=4-16 = 64 ma 95% interval (106,325; 113,675)
délku 7,35, tedy polovini (1/v/4 = 1/2)

» kolik potfebujeme pozorovani, aby mé&l 95% interval délku 247
o
N

» v prikladu s IQ poZzadujeme § = 5:

15 2
—(=21,96) =35
= (5 o)

(1—aj2)=5 = nz(%z(lfozﬁ))2
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int. spol. pro

interval spolehlivosti pro 11 (nezndmé o)

» nezname-li o, nahradime je pomoci vyb&rové smér. odchylky

s— |t 1zn:(x,-_x)2

n—17
i=1

> interval spolehlivosti pro p:

—_ S )
(X - ﬁt,,_l(l —a/2); X + %tn_l(l - a/2)>

» pouZziti kritické hodnoty t,—1(1 — «/2) Studentova t-rozdéleni
misto kritické hodnoty z(1 — a/2) je penalizaci za to, Ze
neznamou smérodatnou odchylku o jsme nahradili jejim
odhadem S

» plati totiz t,—1(1 — «/2) > z(1 — «/2), s rostoucim n se
rozdil zmen3uje

» délku intervalu spolehlivosti uréuje zejména stfedni chyba
priméru, tedy S/\/n
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priklad: vyska postavy

» studenti odhadovali vy$ku pfednagejiciho;
predpokladejme, Ze nestranné a nezdvisle na sobé

> n=22, x=1724, s — 4,032
» z tabulek: t1(0,975) = 2,080

4,032 4,032
(1724 — 2932 5 080 172,4 + 1932 5 g0)
V22 V22

(170,6; 174,2)

» = skute€nd vydka je s pravd&podobnosti 95 %
nékde mezi 170,6 cm a 174,2 cm

» podobn& (170,9;173,9) je 90% interval spolehlivosti
resp. (170,0; 174,8) je 99% interval spolehlivosti

» Jak byste reagovali na tvrzeni pfednéasejiciho, Ze mé&¥i 174 cm?
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centralni limitni véta pro Cetnosti

» co fikala CLV?

» méjme n nezdvislych opakovani pokusu, kde sledovany jev
(zdar) nastane s pravdépodobnosti 7
> absolutni ¢etnost Y

v

Y — soulet nezdvislych veli¢in X; s alternativnim rozdélenim
Y= 27:1 Xi

populagni pramér X; je m

popula&ni rozptyl X; je (1 — )

Y ~ bi(n, ), proto podle CLV pro velkd n plati p¥iblizn&

vvyVvYyy

Y ~ N(nm, nw(1 — 7))

> relativni etnost f = £ = 1570 X;
» f — primér nezavislych veli¢in s alternativnim rozdé&lenim
> £~ N(r, (1 — 7)/n)
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pfiklad: pocet studentek

» zkuZenost: mezi uchazeti o studium byva 45 % divek

> s jakou pravdépodobnosti bude p¥i 500 p¥ihlaskach pocet
divek mezi 200 a 220 (v&etn&)?
» Y ~ bi(500,0,45) m3 py = 500 - 0,45 = 225,
0% =500 0,45 - 0,55 = 123,75, tedy oy = 11,1
220,5 — 225 199.,5 — 225
P200<Y <220)=¢ [ == =) _ bt it
(200 < ¥ < 220) < 11,1 > < 11,1 >

» hledand pravd&podobnost je ptiblizn& 33,2 % (presn& 33,3 %)
NORMDIST (220, 5; 225 1) -

243

ORMDI )9,5;225;11,1243;
pnorm(220.5,500%0.45,sqrt (500%0.45%0.55) )
- pnorm(199.5,500%0.45,sqrt (500%0.45%0.55) )

A . nT o - 5.1

pbinom(220,500,0.45) - pbinom(199,500,0.45)
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int. spol. pro pst

interval spolehlivosti pro podil (pravdépodobnost) 7

» 7 — podil prvki populace s danou vlastnosti
» 7 — pst, s jakou takovy prvek vylosujeme
» pocet prvkl ndhodné vybranych s onou vlastnosti Y ~ bi(n, )

» stfedni chyba relativni &etnosti Y /n=f
= smérodatnd odchylka relativni &etnosti f

= odmocnina z rozptylu relativni &etnosti f, tedy 4/ @
» pravdépodobnost m nezname, odhadneme ji pomoci f

» odtud je priblizny 95% interval spolehlivosti pro 7

(f 1,96-\/71((1”_ f);f+1,96-\/7f(1n_ f)>

» skutetnd pst 7 je tedy s 95% psti v uvedeném rozmezi

N4 N

> existuje presn&jsi (pracn&jsi) postup
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int. spol. pro pst

pfiklad: hody s hraci kostkou

» odhadujeme pravdépodobnost Sestky
> kostka A: n =100, Y4 = 17, f4 = 0,17
/0,17 -0,83 /0,17 - 0,83
<0,17 — 1,96 - ST 0,17 4+ 1,96 - 100)
(0,10;0,24)
» kostka B: n =100, Yg =41,fg = 0,41
/0,41-0,59 10,41 - 0,59
<0,41 — 1,96 - ST 0,41+ 1,96 - 100)
(0,31;0,51)
» duleZity rozdil: u kostky A pat¥i 1/6 = 0,167 do intervalu

spolehlivosti; u kostky B nikoliv; miZe to néco znamenat?
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v

statistickd indukce

v

testovani hypotéz

v

p-hodnota

»
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test o podilu (o psti) 7

statisticka indukce

populace a vybér

» populaci (zdkladni soubor) charakterizujeme pomoci
parametr(i rozdéleni, p¥ipadné typu rozdé&len{
» vysledkem méFeni na nahodné& vybraném prvku populace
(zdkladniho souboru) je nahodna veligina
» skute¢né hodnoty parametri nezndme
» chceme parametry odhadnout
» chceme rozhodnout o platnosti tvrzeni (hypotézy)
o parametrech nebo o typu rozdé&leni
> jako vybér si pfedstavujeme nékolik nezavislych nahodnych
velitin se stejnym rozd&lenim (moZna s nezndmymi
parametry), tj. m&Feni téze vlastnosti na raznych objektech
» parametry odhadujeme na zakladé vybé&ru
» 0 hypotézach rozhodujeme na zakladé vybéru
» priklady
» stfedni hodnotu ndhodné veli€iny (populagni priamér)
odhadujeme pomoci vybérového priiméru
> rozptyl ndhodné veli¢iny odhadujeme pomoci vybérového
rozptylu
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pro¢ testovani hypotéz

» pripometime 95% intervaly spolehlivosti pro Sestku u kostek:
» kostka A: (0,10; 0,24)
> kostka B: (0,31; 0,51)
» znamend n&co, kdyz 1/6 = 0,167 lezi & nelezi v 95% intervalu
spolehlivosti?
» nelze bezpecn& poznat, Ze kostka A neni falesna nebo Ze
kostka B je falesna

> intervaly spolehlivosti uréily rozmezi, kde by skute¢nd
pravdépodobnost Sestky méla byt, spolehlivost intervall je
velka, ale omezena

» musime pripustit, Ze jsme mohli mit smulu, Ze se v nasich
pokusech ndhodou realizovaly malo pravdépodobné moZnosti,
prestoze k takové smile dochazi jen zfidka

> potfebujeme standardizovana pravidla, jak rozhodovat
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testovani hypotéz

pro¢ testovani hypotéz

>

V ptikladu o 1Q studentl jisté fakulty jsme dostali

95% interval spolehlivosti pro populagni primér tvaru
(102,65; 117,35). Jak rozhodnout o pravdivosti tvrzeni, ze
studenti této fakulty jsou inteligentné&jsi, neZ b&Zna populace?

» V prikladu o vy¥ce predndgejiciho jsme dostali 95% interval
spolehlivosti pro populagni primér tvaru (170,6; 174,2). Jak
hodnotit prohlageni pfednasejiciho, Ze mé&fi 174 cm?

» potfebujeme standardizovana pravidla, jak rozhodovat

» nulovd hypotéza — tvrzeni o populaci (zdkladnim souboru)

» rozhodujeme na zdkladé dat z vybéru

> nelze zaruéit bezchybnost rozhodnuti
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testovani hypotéz

hypotézy a moznd rozhodnuti

> moZné statistické hypotézy
> (nulovd) hypotéza Hg: — zjednoduZuje situaci,
porovnavané populace se nelisi, vySetfované znaky jsou
nezavislé . .. (u soudu: obvin&ny je nevinny)
tedy Zadny (tj. nulovy) rozdil, Zadna (tj. nulova) zavislost
» zpravidla se snazime Hg vyvratit, abychom vécné néco prokazali
(vyjimkou je ov&Fovani predpokladi &i test dobré shody)
> alternativa H;: (alternativni hypotéza) — opak nulové
hypotézy, zpravidla to, co chceme v&cné& dokazat
» volba co je Hq je pevné spojena s testem, nezavisi na nas;
volime Hg, ta nabidne test
» mozna rozhodnuti
» zamitnout Hy pokud naSe data sv&d&i proti Hg
(u soudu: obviné&ného odsoudit)
» nezamitnout Hy (pFijmout Ho) pokud neni dost divodi Hyg
zamitnout (neni dost divodil k odsouzen)
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testovani hypotéz

chyby v rozhodovani

> nelze zarudit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:
» chyba 1. druhu, kdyZ? zamitneme platnou (pravdivou)
hypotézu Hp
» chyba 2. druhu, kdyZ nepozndme, Ze hypotéza Hg neplati a
nezamitneme ji (p¥ijmeme ji)
» nechceme pf¥ilis Easto chybné zamitat Hg, délat chybu 1. druhu
(tedy falesn& n&co vé&cné& prokazovat)
» proto se snazime chybé 1. druhu pokud moZno vyvarovat,
i kdyZ ji nelze vyloudit
» hladina testu o = maximalni p¥ipustna pravdépodobnost
chyby 1. druhu (zpravidla @ = 0,05, tj. « = 5 %)
> sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné
hypotézy
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testovani hypotéz

schéma rozhodovani

rozhodnuti Ho plati Ho neplatf

Ho zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < a) (pst 1 5)
hladina testu sila testu

Hop nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu

(pFijmout) (pst > 1—a) (pst /)

» na ziklad& dat volime rozhodnuti (¥adek)

» nevime, kterd skute€nost (ktery sloupec) plati
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testovani hypotéz

klasicky postup pfi rozhodovani

» zvolit (nulovou) hypotézu Hy, alternativu Hy
» zvolit hladinu testu « (zpravidla 5 %)
» zvolit metodu rozhodovani (ktery test pouZit)

» z dat spoditat testovou statistiku T a porovnat ji
s tabelovanou kritickou hodnotou
(jedt& pohodIn&jsi bude: porovnat p-hodnotu s hladinou «)

» kriticky obor — mnoZina té&ch vysledk(i pokusu
(nap¥. hodnot T), kdy budeme hypotézu zamitat

» kdyz padne statistika T do kritického oboru, pak hypotézu
zamitnout (zpravidla, kdyz T > ty, kde ty je kritickd hodnota)
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testovani hypotéz

pfiklad: pada na kostce Sestka pfilis ¢asto?
Franta si svoji kostku moZnd né&jak vylepsil

» chceme na 5% hladin& prokdzat, Ze pravdépodobnost Sestky
na dané kostce je v&tsi, nez by mé&la byt (tj. v&tsi nez 1/6)
Ho : P(padne Zestka) =1/6 (m = mp)
H; : P(padne Sestka) > 1/6 (m > m)
provedeme n = 100 pokusl, Y je polet Sestek v nich

vV v.v Yy

co sv&d¢i pro neplatnost hypotézy? Je to situace, kdy
.Sestka padd mnohem &astéji, nez by méla padat za Hp"

v

tvar kritického oboru: hypotézu zamitat, kdyZ Y > v
» za platnosti Hy m3 potet Zestek Y rozd&leni bi(n,1/6)

» velikost kritického oboru: y; zvolime tak, abychom hypotézu
za jeji platnosti zamitali s pravdépodobnosti nejvyse «, tj.

Po(Y > y) < a
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pfiklad: jak zvolit kritickou hodotu y;?

» n&které pravdépodobnosti pro Y ~ bi(100,1/6)

o 19 20 21 22 23 24
Po(Y > o) | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038 0,022

» podminku Po(Y > yp) < 0,05 = « spliiuje yp = 23

» padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou vice nez 23 Sestek,
budeme na 5% hlading zamitat hypotézu, Ze pst Sestky je
1/6 ve prospéch alternativy, Ze pst Zestky je v&t3i nez 1/6
(dano zvolenou alternativou)

> na kostce A nam padlo 17 Sestek, hypotézu nezamitame
(to ale neznamend, Ze bychom hypotézu prok3zali!!l)

» na kostce B ndm padlo 41 Sestek, hypotézu zamitame

» pro a = 10 % bychom zvolili yy = 21,
bylo by vak vétsi riziko zamitnuti platné hypotézy
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testovani hypotéz

priklad: sila testu

v

sila testu = pst, Ze hypotézu zamitneme, kdyZ ona neplati

v

pfi 100 hodech hypotézu na 5% hladin& zamitame, je-li
Y > 23

» necht je ve skute¢nosti m = 1/4, pak hypotézu zamitneme
(vysledek pokusu padne do kritického oboru) s psti

100 k 100—k
100 1 1
P(Y >23) = <k><4> <1—4> — 0,629
k=24

1-BINOMDIST (23;100;1/4;1) 1-pbinom(23,100,1/4)
» pro ™ = 0,25 je tedy sila testu 62,9 %

v

pro ™ = 0,3 je podobné sila testu rovna 92,4 %
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priklad: sila testu

z3vislost sily testu nulové hypotézy Hg : m = 1/6 proti
jednostranné alternativé Hy : 7 > 1/6

e
=

@
o

0.6

sila

0.4

0.2

0.0
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rozhodovadni pomoci p-hodnoty

» p-hodnota p je nejmensi «, pFi kterém z danych dat nulovou
hypotézu Hg jesté zamitame

» p-hodnota p je za platnosti Hy spo&itana pravdépodobnost
vysledkl stejné nebo méné pFiznivych pro Hg, nez ten, ktery
opravdu nastal

» Hp zamitdme pravé tehdy, kdyz? je

» p-hodnotu pocitaji moderni po&italové programy

» existuji dlohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty
(nap¥. Fisheriv exaktni test ve Cty¥polni tabulce)

> statistické rozhodovani:
spocitat k T odpovidajici p-hodnotu a porovnat ji s «

» nulovou hypotézu zamitnout, je-li
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priklad: rozhodovani pomoci p-hodnoty
> snaZime se prokazat, Ze Zestka pad3 p¥ili¥ €asto (Hy : m > 1/6)
» hypotéza Hp : m = 1/6, kriticky obor: Y > yy = 23
» na kostce A padlo 17 Zestek, proto (psti binomického
rozdélent)

100 k 100—k
1 1 1
oot = 35 () (1) (1 1) Zases

k=17
—1—Po(Y < 16)

» protoze 50,6 % > 5 %, hypotézu nemiizeme na 5% hlading&
zamitnout, nemdZeme tvrdit, Ze pst Zestky je v&tsi nez 1/6
> neprokdzali jsme v3ak, Ze by hypotéza platila
> na kostce B padlo 41 3estek
p=Po(Y >41) =1—Po(Y <40)=7,4-10"°

hypotézu zamitame 1-pbinom(40,100,1/6)
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pfiklad: kostka a oboustranna alternativa

chceme ovéfit, zda je kostka v poradku

pokusime se prokazat, Ze pst Zestky je vétsi nez 1/6 (pak
Sestka padd pfilis €asto) nebo je mensi nez 1/6 (pada prilis
ztidka) (oboustranna alternativa)

Ho : P(padne Sestka) =1/6 (m = mp)

Hy : P(padne Zestka) £ 1/6 (7 # mo)

proti hypotéze sv&d&i malé nebo velké hodnoty Y

pst chyby 1. druhu « rozdélime na dvé poloviny:
a/2 pro prilis malé Y, a/2 ptilis velké Y

Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 7. predndgka  25. listopadu 2013 154(226)

priklad: kostka, oboustrannd alternativa

Yo 9 10 11 ... 23 24 25
Po(Y < yo) | 0,010 0021 0,043 ... 0937 062 0,978
Po(Y > yo) | 0,079 0057 0,922 ... 0,038 0,022 0,012
Po(Y = o) | 0,012 0,021 0,035 ... 0,025 0,016 0,010

v

a = 0,05, tj. «/2 = 0,025 (resp. & = 0,1, tj. /2 = 0,05)
Ho zamitneme, kdyZ bude Y < 10 nebo kdyz bude Y > 24
skutetna pst chyby 1. druhu bude 0,021 + 0,022 = 0,043
pbinom(9,100,1/6)+(1-pbinom(24,100,1/6))

1-BINOMDIST(24;100;1/6;1)

hodnoty v rozmezi 10 az 24 (v&etn& mezi) nesvédii proti Hy

Statistika
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test o podilu (o psti) 7

oboustranng alternativa (p¥iblizn&)

Statistika

>

Ho : m = mg, nap¥. P(padne Zestka) = 1/6

» Hy : 7 # mg, nap¥. P(padne Zestka) £ 1/6

proti hypotéze svédéi Y hodné daleko od p1y = nmg (po&itame
za platnosti hypotézy), tj. rel. Cetnost f = Y'/n daleko od mg

zavedeme
7 Y — nmo _ f— 0 \/E
Vnmo(1—m)  /mo(l —mo)
hypotézu zamitneme, bude-li Z daleko od nuly:

1Z| 2 2(1 - a/2)

» pro a =5 % zamitdme hypotézu, je-li |Z| > 1,96

Ya =17, za = 0,089, p = 92,9% (nezamitneme)

95% int- spol. (0,10; 0,24) ptekryva hodnotu 1/6 = 0,167
Ys =41, zg = 6,529, p < 0,01% (zamitneme)

95% int- spol. (0,31; 0,51) neprekryva hodnotu 1/6 = 0,167
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jednovyb&rovy test

zménila se za deset roki vyska desetiletych hochi?

v

v roce 1951 byla primérna vyska desetiletych hochd 136,1 cm
(zjist&no z velkého vybéru o tisicich mé&Feni

v

v roce 1961 bylo zméfeno 15 ndhodné& vybranych desetiletych
hochi (vysky v cm): 127 130 133 136 136 138 139 139 139
140 141 142 147 149 151

» x=139,13 cm, n=15
> znamena to, Ze po deseti letech jsou desetileti opravdu vyssi?
» co je vytka desetiletych hochid? (popula&ni primér)
» stali k dikazu, 7e 10 hochil je vétsich nez 136,1 cm
a jen 5 mensich nez 136,1 cm?
» stadi k diikazu skutetnost, Ze novy vybérovy priimér je o 3
cm vétsi neZ hypotézou predpoklddany populaéni primér?
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test o stfedni hodnoté i normalniho rozdéleni
jednovybérovy t-test
» predpokladame Xi, Xo,..., X, ~ N(u, 02), nezavislé
» o > 0 odhadneme pomoci S = \/ﬁ S0 (X = X)?

» rozptyl X odhadneme pomoci 52 /n, stfedni chybu X
odhadneme jako S.E.(X) = S/v/n
» Ho : ;o = po (o zndm3 konstanta)

T X—po X —po
S.E.(X) 5

vn

statistika T ma za Hg Studentovo t-rozdéleni s n — 1 st. vol.
» kdy hypotézu Hg zamitame (kriticky obor):
» Hi: p # po (oboustrannd alternativa) IT| > th-1(1—a/2)
» Hi : > po (jednostranng alternativa) T>th-1(1—a)
» Hi : p < po (jednostrannd alternativa) T<—th1(l—a)
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souvislost s intervalem spolehlivosti

> pfipomerime interval spolehlivosti pro p

X — \;t,,l(l —af2)<p< X+ \;t,,l(l —a/2)
X —SE(X) tna(1—a/2) < p< X +SE(X) tae1(l — a/2)

> |ze pFepsat jako

X —
IT| = ‘sﬂﬁ < to1(l—a/2)

» Hp : pt = pp tedy nezamitneme na hladiné « pfi oboustranné
alternativg, pravé kdyz jg lezi v 100(1 — «)% intervalu
spolehlivosti

» interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty 1,
které bychom jako hypotézu nezamitli
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pfiklad: vysky desetiletych hochi

» mame Hg : pt = po = 136,1, Hy : 0 > po = 136,1
> kriticky obor: X se p¥ili% li&f od 119 ve sm&ru zvolené alternativy
» spolitame

t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater")

139,13 — 136,1
= Pt At 15 - 1 79
6.56 ” ’

» na 5% hladin& p¥i jednostranné alternativé p > g hypotézu
zamitdme, nebot t14(0,95) = 1,76 (p = 4,7 %)

» na 5% hlading jsme prokazali, Ze vyska desetiletych vzrostla

» 05% int. spolehlivosti pro populaéni prim&r vy¥ek hochi:
jednostranny: (136,2; o), oboustranny (135,5; 142,8)

na 5% hladin& p¥i oboustranné alternativ& bychom hypotézu
nezamitli, nebot t14(0,975) = 2,14 (p = 9,5 %)

v
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jednovybérovy test

ové&reni normality

» nulovad hypotéza Hg : data maji normalni rozdéleni

» graficky: pfedstavu d4 normalni diagram (probability plot):
porovna idealni pfedstavu na ose x se skute¢nosti na ose y

» Shapiriv-Wilklv test hodnoti normalni diagram

150
I

qgnorm (vysky);
qqline (vysky)

140 145

Sample Quantiles

135

shapiro.test (vysky)
W = 0.9663
o p-value = 0.7998

130

Theoretical Quantiles

Ho : data maji normalni rozdéleni jsme nezamitli (p > 0,05),
normalni rozdéleni miZeme predpokladat
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pouZiti Excelu (Analyza dat, Popisnd statistika)

prednaska Excel hosi

primér St¥. hodnota 139,13 | | 139,13 - 3,63
stfedni chyba Chyba stf. hodnoty | 1,693 — 135,50
median Median 139

modus Modus 139 |~ 139,13+ 3,63
s Smér. odchylka 6,56 = 142,76

s? Rozptyl vyb&ru 42,98 | » 95% interval
gpicatost Spitatost 0,006 spolehlivosti:
Sikmost Sikmost 0,090 | (1355;14238)
rozpétf Rozdil max-min 24 > o = 136,1 je
minimum Minimum 127 v int. spolehlivosti
maximum Maximum 151 | » p¥i oboustranné
soucet Soucet 2087 alternativé jsme
rozsah vybéru n Pocet 15 nezamitli Ho
pol. 3itka int. spol. | Hladina spol. 3,63
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8. prednaska

» dvouvybérovy t-test

» Manntv-Whitneylv test
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dvouvyb&rovy t-test

porovnani dvou populaci (dvouvyb&rovy t-test)

Vysky desetiletych

o I a— o
» priklad: lisi se desetileté 27 : R
divky vyskou postavy od ‘
desetiletych hochi? g

140
l

sy = 6,56, n, =15
> vysky divek: 131, 132, 1
135, 141, 141, 141, 141, & _
142, 143, 146, 146, 151
» y = 140,83, s, = 5,84, ! ‘
n, =12

135
l

(tvrzeni o vSech d&tech)
> vybér hochli zname,
x = 139,13 cm, :

Hoch
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dvouvybérovy t-test

dvouvybérovy t-test
vysky desetiletych déti

> |ze pfedpokladat, Ze vysky nahodné& vybranych hochid maji
normalni rozdélen{

Xi ~ N(/},X,O'Q), nezavislé, i=1,... ny

> lze pFedpokladat, Ze vysky ndhodné& vybranych divek maji
normalni rozdé&leni

Yi ~ N(py,0?), nezavislé, i=1,...,n,

> fix (resp. pu,) charakterizuje vy3ky viech chlapci (divek)

» predpoklad stejnych rozptylt byva splnén, lze jej ovéfit

» musi jit o nezavislé nahodné vybéry, nelze nap¥. vybirat
sourozenecké dvojice nebo opakované méfit stejnou osobu
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dvouvyb&rovy t-test

dvouvybérovy t-test

» Hg @ px = py, (neni rozdil, nulova hypotéza)
zfejmé& toté? jako 11 — 1, = 0 (nulovy rozdil st¥. hodnot)
(hosi a divky se v deseti letech co do vysky neli¥i)
> moZné alternativy
» Hi:pie # py (neni-li dilvod k jednostranné alternativé)
» Hi: px > py (cilem dokdzat, Ze hosi jsou v&tsi nez divky)
» Hi:py < py (cilem dokazat, Ze hosi jsou mensi nez divky)
» rozhodovén( zalo%eno na porovnani primérii X a Y; &m vice
se li§i ,,spravnym smérem", tim spiSe zamitnout hypotézu
> je tfeba porovnat s mirou p¥esnosti, s jakou rozdil praméri
X — Y odhadne skute¢ny rozdil populaénich pram&ri i, — Iy
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S ]
odhad o2

» je tfeba odhadnout také nezndmé o> pomoci

52:nx+ny (Z(x X) +Z(Y Y))

ne—1 53+ n, —1 3
nx +n, —2 Ny +ny, —2

(vazeny primé&r odhadii rozptylu v obou vyb&rech)
> vySka desetiletych déti: n, =15, n, =12, X = 139,13,
y = 140,83, s7 = 42,98, s7 = 33,79, tudiz

14
2 _ _ 2
s° = -42 98—‘-2 - 33,79 = 38,94 = 6,24
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dvouvybérovy t-test
kriticky obor

» o hypotéze Hp : ux = u, se rozhoduje pomoci

L X-V  X-Y [
SE(X-Y) S \onc+ny

> Hi @ px # py zamitdme pokud |T| >ty 4, 2(1 —/2)

> Hi @ pix > py zamitame pokud T >ty p, 2(1 — @)
> Hi @ pix < py zamitame pokud T < —tp 4 2(1 — )
> vysky desetiletych: t = —0,70 =
| — 0,70‘ < 2,06 = t15+12_2(0,975)
» na 5% hlading jsme neprokazali rozdil mezi vyskami

desetiletych hochi a divek (p = 48,8 %)
t.test (vyska~Hoch,var.equal=TRUE)
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souvislost s intervalem spolehlivosti
> L~y =0 (o kolik se li¥i popula&ni priméry)
» odhadem prodjed =X — Y =17
» krajni body intervalu spolehlivosti pro § jsou

(X = V)FSE(X = V) tnin, 2(1-0/2)

Ho : 6 =0 (tj. p1x = p,) zamitame pravé tehdy,
kdyZ nula neni v int. spol. pro ¢

> pFi porovnani vysek hochl a divek je 95% interval pro §

1 1 1 1
(—0,7 —6.24\/ 75 + 15 2,06 —0.7+ 6241/ 7= + 15 - 2,06)

(—6.7:3,3)

» nula je v intervalu, proto nezamitame Hp : § =0
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dvouvyb&rovy t-test

shrnuti

v

dulezité predpoklady
> nezavislé vybéry (dano zpisobem sbéru dat)
» stejné (populatni) rozptyly (lze testovat)
» normalni rozd&leni (Ize testovat)
» existuje varianta bez predpokladu stejnych rozptyli (Welch)
(bude n3sledovat)
t.test (vyska~Hoch,var.equal=FALSE)

v

pro velkd ny, n, na normalité tolik nezalezi (CLV)

v

je-li problém s normalitou, Ize pouZit jiny test
(dvouvyb&rovy Wilcoxonlv, téZ Manniv-Whittneyiiv)
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dvouvybérovy t-test

problém nestejnych rozptyli

» predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt

ve skutecnosti splnén, lze jej ovéFit porovnanim odhadi
2

rozptylu F-testem zaloZenym na F = SX

<2
y
» hypotéza Hg : 02 = 0}2, se proti Hy : 02 # 0}2, zamita, kdyZ je

s? Sy
bud F =25 > Fo, 10, -1(1=0/2) nebo 5 > Fy, 1n,-1(1-0/2)
y X

» vlastné se vétSi odhad rozptylu déli mensim odhadem, k tomu
se musi zvolit odpovidajici pofadi stupiidi volnosti a hladina
» priklad vysky desetiletych déti:
2,98
F=%3% = 1,27 < F1411(0,975) = 3,36
» var.test (vyska~Hoch) (777)
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MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

predndska | Excel Soubor 1 | Soubor 2
primér St¥. hodnota 139,13 140,83
rozptyl Rozptyl 42,98 33,79
rozsah Pozorovani 15 12
stupné vol. | Rozdil 14 11
F F 1,27
p P(F <=1f) (1) 0,349

F krit (1) 2,739

pozor Excel pracuje Spatné: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu
pro jednostrannou alternativu odvozenou z hodnoty statistiky F;
p¥i oboustranné alternativé je tfeba p-hodnotu vynasobit dvéma

ve skute¢nosti je P(F > 1,27) = 0,349, takze p = 2- 0,349 = 0,698
pro oboustrannou alternativu mélo byt pouZito

F14,11(0,975) = 3,359
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dvouvyb&rovy t-test

provedeni v MS Excelu (nestejné rozptyly)

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

2. prosince 2013

Soubor 1 | Soubor 2
pramér Stf. hodnota 139,133 140,833
rozptyl Rozptyl 42,981 33,788
rozsah Pozorovani 15 12
Ho : pix — pby = Hyp. rozdil st¥. hodnot 0
stupné volnosti f | Rozdil 25
T t stat -0,713
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0,241
tr(l— ) t krit (1) 1,708
p oboustr. testu | P(T<=t) (2) 0,482
tr(l —«/2) t krit (2) 2,060

p¥i oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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dvouvybérovy Wilcoxondv test (nékdy nepresné
Manniv-Whitneyiv)

pofadovd obdoba dvouvybérového t-testu

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

» porovndvame stejny kvantitativni (spojity) znak ve dvou
populacich

» mame dva nezavislé vybéry z té&chto populaci

> neni tfeba pfedpokladat normalni rozdéleni, sta&i spojité

> necht Xi,...,Xn, a Y1,..., Yy, jsou nezavislé vybéry ze
spojitého rozd&leni (naptiklad v&k matek, stfedni délka Zivota
muZi pFi narozeni ve dvou skupinich zemi, potratovost ...)

» Hp tvrdi, Ze ob& rozd&leni jsou stejnd (mezi populacemi nenf
rozdil, zpravidla nds zajima, Ze neni rozdil v mirdch polohy)

> specielné to znamen3, 7e populaéni mediany jsou shodné

> postup zaloZen na poradi bez ohledu na vybér

» idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by takto
zji$ténd priimérna poradi v obou vybérech podobna

Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

8. predniska 2. prosince 2013 174(226)




pfiklad: kostky cukru

» porovnavame spotfebu cukru u 43letych muZu s rizikovym
faktorem pro ICHS se spotfebou cukru 43letych muZi bez
tohoto faktoru

» spotfebu (hrub&) mé&fime udanym po¥tem kostek cukru b&zn&
spotfebovanych za den

» dvouvybérovy t-test potfebuje normalni rozdéleni

» Shapiriv-Wilklv test:
data: normdlni W = 0.9557, p-value = 0.4074
data: rizikova W 0.9246, p-value 0.008537

» dvouvybérovy t-test neni vhodny, pfedpoklad o normalnim
rozdéleni neni udrZitelny
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pfiklad: kostky cukru

grafické ovéfeni normality

normalni rizikova
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priklad: kostky cukru
» dv& skupiny muZil sttedniho v&ku (rizikovd, normdlni)

> spojity znak méFfime hrub& poltem kostek cukru na den

kostek norm. rizik. celkem pofadi R(norm.) R(rizik.)

0 2 7 9 50 10,0 35,0
1 1 3 4 11,5 115 34,5
2 1 3 4 15,5 15,5 46,5
3 4 6 10 22,5 90,0 135,0
4 1 5 6 30,5 30,5 152,5
5 3 4 7 37,0 111,0 148,0
6 2 4 6 435 87,0 174,0
7 1 1 2 475 47,5 47,5
8 3 4 7 52,0 156,0 208,0
10 3 2 5 58,0 174,0 116,0
12 0 2 2 61,5 0,0 123,0
15 1 1 2 63,5 63,5 63,5
celkem 22 42 64 796,5 1283,5
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dvouvybérovy Wilcoxoniv test

» normalni: ny = 22, soulet poradi W, = 796,5
(pramér % = 36,2)
> rizikovd: n, = 42, soulet potadi W, = 1283,5

(pramér 12235 = 30,50)

» wilcox.test(normalni,rizikova)
W = 543.5, p-value = 0.2495
» statistika W ma jiny vyznam (Manniv-Whitneylv test)
» uvaZuje v3echny dvojice muzi (normalni, rizikova), tj. (Xi, ;).
i=1,...,n, j=1,...,n,
> neni-li mezi dvéma populacemi, dokud pochazeji vybéry
(plati-li Ho) rozdil, mé&lo by asi v poloving p¥ipadi byt X; > Y]
a v poloving pfipadil X; < Y;
> statistika W uddva pocet dvojic X; > Y; zvétSeny o polovinu
pottu dvojic X; = Y;

» rozhodnuti dvouvybérového Wilcoxonova testu a
Mannova-Whitneyova testu jsou totozna
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priklad: 1Q dvoj¢at (parovy t-test)

datovy soubor twins v bali¢ku alr3

rodice | 82 90 91 115 115 129 131
péstouni | 82 80 88 108 116 117 132
rozdl | 0 10 3 7 -1 12 -1
dvojice jednovajeénych dvoj¢at vychovavanych oddélen&

Zavisi 1Q na zpusobu vychovy?

parova zavislost, nejde o dvouvybé&rovy test

Ho : pir = fip, tj- prozdil = 0

jednovybérovy t-test pouZijeme na rozdily

t =2,097, p= 0,081

rozdil jsme neprokazali

95 % int. spol. pro rozdil i, = pup: (—0,7;9,3)
pouZiti jednovyb&rového t-testu na rozdil parové (moznd)
zavislych pozorovani se nazyva parovy t-test

Yy vV VvV VY VY VY VY

> predpoklada se, Ze rozdily jsou nezavislé a maji normalni
rozdéleni
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parovy t-test

priklad: 1Q dvoj¢at (znaménkovy test)
rodi¢e | 82 90 91 115 115 129 131
p&stouni | 82 80 88 108 116 117 132
rozdl | 0 10 3 7 -1 12 -1

» CtyFi hodnoty z Zesti nenulovych jsou kladné (znaménko nuly
nem3 smysl)

» Kdyby nezdleZelo na tom, kdo dvojce vychovava, byla by
pravdépodobnost kladného znaménka rovna 1/2, pouZijeme
test o pravdépodobnosti v binomickém rozdéleni.

> (slajd 156:)

7 _ Y — nmo B f —mo
V/nmo(l—mo)  v/mo(1 — 7o)

4-6/2
L4262 0,816, p=0414

\/6/4
> binom.test(4,6,p=0.5) je zaloZen na pfesném testu:
p = 0,6875

vn
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pérovy t-test

znaménkovy test obecné

v

X1, X2, ..., X, nezdvislé, stejné rozdélené, spojité rozdéleni

v

Ho : P(Xi < x0) = 1/2, tj. xp je popula&ni median

v

vyskrtn€me pozorovani shodna s xg, upravme n

» oznalme Y pocet hodnot X; mensich nez xg, plati-li Hg, pak
Y ~ bi(n,1/2)

» rozhodneme o Hg v binomickém rozdéleni bi(n, 7), podle které
jem=0,5

> u parové zavislych pozorovani pouZijeme jako X; rozdily

hodnot ve dvojicich
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parovy t-test

jednovybé&rovy (parovy) Wilcoxon(v test
(Wilcoxon signed rank test)

> X1, Xo,...,X, nezavislé, stejn& rozdélené, spojité rozdéleni,
které je symetrické kolem xp
» Hp : xp = a, kde a je dana hodnota, nejéastéji nula

» podobné& jako u znaménkového testu se vylou&i hodnoty
Xi = a, upravi se n

> ur& se poradi R absolutnich hodnot |X; — a, settou se jen

ta, kde je X; > a
W= > Rt
i Xi>a

» rozhoduje se podle W
wilcox.test(rodice,pé&stouni,paired=TRUE)
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priklad: 1Q dvoj¢at (znaménkovy test)

rodice | 82 90 91 115 115 129 131
p&stouni | 82 80 88 108 116 117 132
rozdil | 0 10 3 7 -1 12 -1
rozdil| | — 10 3 7 1 12 1
Ri+ — 5 3 4 15 6 15

» W=5+3+4+6=18 p=141%

> wilcox.test(rodiZe,pé&stouni,paired=TRUE)

» kdybychom p¥edpokladali normalni rozdéleni, pouZili bychom
t.test(rodice,péstouni,paired=TRUE)
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9. prednaska

v

(Pearsoniiv) korela&ni koeficient
» Spearmanuv korelaéni koeficient
> regrese

» metoda nejmensich ¢tverci

> testy o regresni p¥imce

» ovéfeni predpokladi
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korel. koef.

pfiklad: vyska otce a syna
data: Galton (1886), Hanley (2004), ddaje v angl. palcich (1 palec = 25,4 mm)

souvisi spolu vyska otce a vy$ka jeho dospélého syna? r = 0,505
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korel. koef.

prokazovani zavislosti spojitych veli¢in

» povazujme dvojice vyek X, Y (otec,syn) za ndhodny vybg&r
z populace dvojic (otec,syn)

» Hg : ndhodné veliciny X, Y jsou nezavislé

» vime, Ze pro nezdvislé X, Y je pxy =0

> Iy je odhadem pxy; jak daleko od nuly musi byt r.y,
abychom na hladiné « prokazali zavislost X, Y7

» za predpokladu, e X, Y maji normalni rozdéleni (nebo
pocet pozorovanych dvojic Xj, Y; je velky) a dvojice (X, Y;)
jsou mezi sebou (pro riznd i) nezavislé, hypotézu nezivislosti
zamitdme pokud je | T| > t,—2(1 — «/2), kde

T—— M a3

» pro (otec,syn) vydlo t = 7,65, p = 10712, z4vislost jsme
prokézali (normalitu vy3ek Ize predpokladat)
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Spearmandv korel. koef.

Spearmantyv korelaéni koeficient

» nelze-li predpoklddat normalitu (nebo nejsou stovky dvojic),
pouZijeme Spearmaniv korelaéni koeficient rg

» misto pavodnich X;, Y; pouZijeme jejich potadi R;, Q;
> rs je vlastn& Pearsoniv korela&ni koeficient pouZity na po¥adi

» vypotet Ize upravit (zjednodusit) na

_ 6 N“(r_ o)
rs_l_n(nQ—l);(R' Q)

> vhodny také pro nelinedrni monotonni zavislost
» nevadi odlehlé hodnoty
> pfi testovani nemusi byt normalni rozdéleni

> nezdvislost se zamitd, je-li [rs|v/n—1 > z(«/2) (pro n velké),
jinak s vyuZitim tabulek
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priklad: emise CO, a HDP v EU
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Spearmaniiv korel. koef.

pfiklad: emise CO, a HDP v EU

ovéfeni normélniho rozdéleni CO, a HDP, Shapirav-Wilkstv test

emise CO2 HDP
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W = 0.8513, p-value = 0.001224
W = 0.7936, p-value = 0.0001061
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pfiklad: emise CO, a HDP v EU

» Spearmaniv korela&ni koeficient:
cor.test (~emiseCO2+HDP,data=EU2010,method="spearman")
r¢ = 0,549, co? p¥i n = 27 vede k p = 0,003

» nespravné& pouzity (Pearsoniiv) korelagni koeficient:
cor.test (~emiseCO02+HDP,data=EU2010)
r¢ = 0,795, coz p¥i n = 27 vede k p < 0,001

» kdyz vynechame odlehlou hodnotu Lucemburska:
cor.test (~emiseCO02+HDP,data=EU2010,subset=zem&!="LU")
dostaneme r = 0,516, coZ pfi n = 26 vede k p = 0,007

» po vylouéeni dat o Lucembursku normalitu nezamitneme

» u podobnych dat (charakteristiky statil, tizemnich jednotek) je
pfedpoklad normalniho rozdéleni zpravidla nepouZitelny
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regrese

regrese

» na rozdil od korelace (sila zavislosti) hleddme tvar (zpiisob)
zavislosti, zajima nas také priikaznost zavislosti

» snaZime se z danych hodnot regresorii (nezavisle
proménnych, prediktori1) predpov&dét hodnoty zavisle
proménné (odezvy, vysvétlované promé&nné)

» snaZime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit
zavislosti na kolisajicich regresorech

» prvné v tomto smyslu F. Galton (1886) p¥i vyZetfovani
zavislosti vyS8ky potomkd na primérné vysce rodicl

» Pearson, Lee (1903): potomci otcli o dva palce vyZSich nez
primér viech otct byli v priméru jen o palec vy3si nez pramér
synl; dvoupalcova odchylka se nereprodukovala cela, byl
patrny ndvrat (regres) k priméru
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regrese

pfiklad: souvisi vy$ka syna s vySkou otce?

upravend Galtonova data, tdaje v palcich
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regresni pfimka

» cil: chovani Y (vyska syna) co nejlépe (nejvice) vysvétlit
linedrni zavislosti na x (vyka otce)

» (naZe predstava, pfedpoklad:) kazdé vy¥ce otce x; odpovida
jakasi stfedni vy$ka syna E Y}, ta zavisi na vy3ce otce linearn&

E)/i:/BO_‘_BlXi; i:]-:"'an
» obecné predpokladame, ze Yi,..., Y, jsou nezavislé a
Yi ~ N(Bo + Bixi,02), i=1....n

» parametry 3y, 51 odhadneme metodou nejmensich ctverct
minimalizaci p¥es g, 51 souctu &tverca ,,svislych® odchylek

n
min > (i — fo — f1x;)?
Bo,B1 “
i=1
» vysledné minimum (pro By = by, 51 = b1) se nazyva
rezidudIni soucet &Etvercii: e =21 1 (Y; — by — b1x;)?
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metoda nejm. Etvercl

metoda nejmensich &tvercl
na obrazku jsou pouze t¥i pozorovani!

smé&rnicovy tvar rovnice pfimky — ndvod, jak k x spotitat y (soufadnice bodu na p¥imce)
odhadovana zavislost: y =080+ pP1-x (populace)

odhad zavislosti: y =bo+ b1 - x (vybeér)
celkovd plocha &tvercii:  Se =7 (Vi — by — b1x;)?  (vybgr)

y=bo+b;x

by

Y]

[x, Yl
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nds priklad
summary (lm(syn~otec,data=GaltonSyn))

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. ¢len | 34,652 4,527 | 7,654 | <0,001
otec 0,501 0,065 | 7,651 | <0,001

» odhad zavislosti: syn = 34,652 + 0,501 otec

> s kaZdym palcem vysky otce roste vy$ka syna v priiméru
zhruba o pul palce

» jiné vyjadreni: (syn — syn) = 0,501 (otec — otec)

> Vezméme otce, jejichZ vyska se li&i o jeden palec od priimérné
vy$ky otct. Ocekavame, Ze primérnd vyska jejich syni se od
priimérné vysky synl bude lisit jen o pul palce.

» odchylka od priméru se reprodukuje jen z poloviny (regrese
k priméru)

» z3vislost je pritkaznd, nebot v ¥adku pro x (otec) je p <0,001
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obecné

» odhadovana zavislost y = g + B1x, odhadnutd y = by + b1 x

» zavislost na x prokazujeme testovanim hypotézy Hg : 51 =0
(pak je y pro vechna x stejné, tedy y = [3y) pomoci

by by
T = — = —
SE.(b1) s

» zamitame Hg proti oboustranné alternativé, kdyz
|T| > th—2(1 — /2)

> regresni p¥imka prochdzi t&Zistém (x; Y)

» vyrovnané (vyhlazené) hodnoty:

¥i = by + bixi = Y + by(x; — X)
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o o S o o g e e ey e |

rezidua

> rezidua
up=Yi— Vi=Yi— (b + bixi) = (Vi = V) — ba(xi — %)

» rezidualni soucet Etvercii: nevysvétlend variabilita Y

Se= ui =) (Yi—(bo+bix))’

i=1 i=1
» rezidualni rozptyl: odhad o2
s =5./(n—2)
» koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy
(tj. jaky dil S0, (Y; — Y)?) jsme zavislosti vysvétlili
Se

R2 =1- 1 v oo
2w (Yi = Y)?
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[ korel_koet_Spearmaniv korel_koef_regrese _metoda nejm_etverci testy ovetent predpoklads
nds priklad a tabulka analyzy rozptylu

anova(lm(syn~otec,data=GaltonSyn))

st. vol. | soucet Ctvercil | priim. tverec
variabilita f SS MS F p
model 1 279,11 279,107 | 58,532 | <0,001
rezidudlni 171 815,41 4,768
celkem 172 1 094,52

> kolisani vyZek synti vysvétlime zavislosti z 25,5 %, nebot je

81541 279,11

R2—-1_ —
1094,52 10945

= 0,255
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ovéFeni predpokladi

ovéreni splnéni predpokladi

> ovéfeni nelze provést jen hodnocenim hodnot zavisle
prom&nné Yi,..., Y, (napf. nemaji stejné st¥edni hodnoty)

> vyuzivaji se zejména rezidua u; = Y; — Y; (znaménkem
opattené svislé vzdalenosti pozorovani od p¥mky)

> rychlé predbé&zné grafické ov&feni pomoci funkce plot(a),
kde je a = 1m(Y~x)

» ové&feni normality: Shapiriv-Wilkiv test pouZity na rezidua
shapiro.test(rstandard(a))

» stabilita rozptylu: Breuschiiv-Paganiv test
library(lmtest); bptest(a)

> nezavislost po sobé jdoucich pozorovani: Durbiniv-Watsoniv
test (nap¥. &asovd fada m3a pozorovani navzdjem z3visl3)
library(lmtest); dwtest (a)
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ovéfeni predpokladil

pfiklad: vyska syna a otce
plot () da &tvefici grafi

Hesiduals vs Fitted Normal Q-Q
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ovéfeni predpokladii

priklad: vyska syna a otce

» Zadny graf nenaznaluje problém

> test normality: W = 0.9935, p-value = 0.6445

» stalost rozptylu: BP = 1.6422, df = 1, p-value = 0.2

> ani jeden test nenaznaluje problém, miZeme predpokladat
normalni rozdéleni i konstantni rozptyl

» Durbintv-Watsoniv test nema smysl, protoze poradi
napozorovanych hodnot je nahodilé, neni v ném systém.
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pfiklad: zavislost produkce odpadu na HDP v EU

odpad v kg na osobu za rok, HDP jednotkdch PPS

odpad
log(odpad)

T T T T
10000 30000 50000 9.5 10.0 105 11.0

HDP log(HDP)

zavislost v logaritmech je nepochybné I[épe vystiZzena pfimkou
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ovéfeni predpokladil

poznamky

» transformace mnohdy je uZite¢né modelovat zavislost vhodné
funkce zvisle prom&nné na vhodné (tteba jiné) funkci
nezdvisle proménné

> v pfipadé jediné nezavisle proménné x je koeficient
determinace R? &tvercem korelagniho koeficientu Iy

» mnohonasobna regrese: nezdvisle promé&nnych mize byt
vice, nap¥. vySku syna Ize vysvétlovat vyskou otce a vyskou
matky soulasné

» pokud data tvofi &asovou ¥adu, predpoklad nezavislosti
pozorovani mezi sebou nebyvd splnén (nap¥. vyvoj HDP)
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priklad: vyvoj starobnich dichodl v CR

10000
I
200 400
L
°
o
°

8000

6000

residuals(a)
0
S

starobni diuchod

4000
-200

2000
-400

T T T T T T T T T T
1990 1985 2000 2005 2010 1990 1985 2000 2005 2010

rok rok
na grafu patrné kolisani kolem p¥imky, graf rezidui to jen
zdiraziiuje: je nutno pouZit sloZit&jsi model, ktery p¥ihlédne k
zavislosti a zfejmé periodicité
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regrese v MS Excelu 2000, 2003

Excel 2003 oznaleni
absolutni &len Hranice bg
odhad Koeficienty b;
stfedni chyba odhadu Chyba stfedni hodnoty* S.E.(bj)
koeficient
(mnohondsobné) korelace Nésobné R VR?
koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R?
adjustovany koef. det. Nastavena hodnota spol. R dej
resid. smér. odchylka Chyba st¥. hodnoty* s
polet pozorovani Pozorovani n
pocet st. volnosti Rozdil

* pozor, dva rGizné pojmy oznaleny stejné!
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[ _mutinomické rozdeleni_chi-kvedrat test dobré shody kontingencni tabulka Etyfpolni abutka |
10. prednaska

» multinomické rozdéleni
» chi-kvadrat test dobré shody
» kontingen&ni tabulka

» Ctyfpolni tabulka
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motivadni ptiklad: je vybér reprezentativni?

> bylo provedeno Setfeni mezi Zenami ve v&ku 18 aZ 50 rokd

» mezi 498 ndhodné oslovenymi Zenami bylo celkem 180 Zen
svobodnych, 239 Zen vdanych, 75 Zen rozvedenych a 4
ovdovélé

» stejné Udaje v procentech: 36,14 % svobodnych, 47,99 %
vdanych, 15,06 % rozvedenych, 0,80 % ovdové&lych

> je znamo, Ze v celé populaci Zen v CR uvedeného vékového
rozpéti je 34,27 % svobodnych, 52,03 % vdanych, 12,50 %
rozvedenych a 1,20 % ovdovélych

> lze vybér povaZovat za reprezentativni co do stavu?

» odpovidaji procenta vybéru procentiim populace, tj. je vybér
reprezentativni?

» dostali bychom reprezentativni vyb&r, kdybychom hledali Zeny
nap¥. v porodnici?
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multinomické rozdgleni

multinomické rozdé&leni

v

zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici ndhodnych velicin
Y1, -, Yk

> parametry n, 7y, ..., (0<7; <1, m+...+7m=1)

v

n nezavislych pokusii

v

v kazdém pokusu pravé jeden z k mozZnych vysledki

» mozné vysledky se musi vylu¢ovat
» aspoii jeden z moznych vysledkii musi nastat

v

J-ty vysledek nastavd s pravdépodobnosti 7;

v

Y; — polet pokusii, v nichz nastal j-ty moZny vysledek, tedy
nutné
Yl + ...+ Yk =n
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multinomické rozd&leni

pfiklady multinomického rozdéleni

> predvolebni prizkum
» n — polet tdzanych
> 7; — skuteCny podil voli¢ii j-té strany v populaci
» Yj — potet (Cetnost) voli¢l j-té strany ve vybéru
» hody hraci kostkou
> n — polet hodi
> 71,...,7Tg — pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky
> Y1,..., Ys — absolutni &etnosti jednotlivych stran kostky
» krevni skupiny
» k =4 (skupiny 0, A, B, AB)
> T, TA,TB, Tag — pravdépodobnosti skupin 0, A, B, AB
> Yo, Ya, Y, Yas — pocty osob se skupinami 0, A, B, AB
> pijde o multinomické rozdéleni, kdyZ pofidime vzorek védci
(populaci védcii Ize definovat), pokud je budeme t¥idit podle
statni p¥islugnosti?
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vlastnosti multinomického rozdéleni
» kazda jednotlivd slozka Y; ma binomické rozdgleni:
Yj ~ bi(n, 7))
> stfedni hodnota: yy, = nm;, rozptyl: o%,j = nmj(1 —7j)
» (pro zajimavost) kovariance: cov(Y], Y;) = —nmjmy j#t

» nahodné veliciny Yi,..., Y jsou zavislé (Y1 + ...+ Y = n)

» asymptoticka vlastnost chi-kvadrat (velkad n, nm; > 5 Vj)

2
2 (Yj — nmj) 2
X :Z J,m. P~ X
=1 !

> Y; — empirické Cetnosti,
nm; — otekavané (teoretické) Eetnosti
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pfiklad: hraci kostka A

chi-kvadrat test dobré shody

n = 100 hoda kostkou

Yi=12, Yo =21, Ys=14, Y, =15, Ys =21, Yg =17
hypotéza Hp : m1 = ... = mg = 1/6 da o¥ekavané Cetnosti
nmy = ... = nmg = 100/6 = 16,67 (vZdy vice neZ 5))

vy v v v

» _ (12-1667)° (17 — 16,67)>

16,67 . 667 1@

x> < x3(0,95) = 11,07, p=527%
neprokazali jsme, Ze by kostka nebyla symetricka
neprokazali jsme ani to, Ze je symetricka
symetrii miZeme pouze predpokladat
chisq.test(c(12,21,14,15,21,17) ,p=rep(1,6)/6)

2
>
>
>
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ptiklad: hraci kostka B (1)

» n = 100 hodil kostkou
» Y1=15Y,=16,Y3=7,Y, =6, Y5 =15, Y =41

» hypotéza Hp : m1 = ... = mg = 1/6 dd otekavané Cetnosti
nmy = ... = N7g = 100/6 = 16,67
_ 2 _ 2
o (15-1667)7 (41-1667 ..,
16,67 16,67 !
>

x? > x2(0,95) = 11,07 p < 0,0001

> zfejmé& je nutno zamitnout hypotézu, Ze kostka je symetricka

» na 5% hladin& jsme prokazali, Ze neni symetricka
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ptiklad: hraci kostka B (2), jind Hy

v

n = 100 hoda kostkou
> Yl:15,Y2:16,Y3:7,Y4:6,Y5:15,Y6:41

» nulovd hypotéza: m; = ... =m5 = 1/10, 16 =5/10 =1/2
> olekdvané Cetnosti za hypotézy:
nmy = ... = nms = 100/10 = 10, nme = 100/2 = 50

15 — 10)? 15— 10)2 (41 —50)2
»_(15-107  (15-10)° (41-50)
10 10 50

Y = 12,72

X2 > x2(0,95) =11,07  p=2,6%
> zfejmé je nutno zamitnout i tuto hypotézu

chisq.test(c(15,16,7,6,15,41), p=c(1,1,1,1,1,5)/10)
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ptiklad: hraci kostka B (3) (pouzit jen &ast informace)

n = 100 hodd kostkou
> Y6 =41
» nulovd hypotéza: m¢ =5/10 =1/2

v

» hypotéza o psti jediného z moZnych vysledki (pst Zestky) —
binomické rozdéleni

» d¥ive jsme urili pFiblizny 95% interval spolehlivosti pro
pravdépodobnost 3estky: (0,31; 0,51)

» 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladiné nelze zamitnout
binom.test (41,100)
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chi-kvadrat test dobré shody

chi-kvadrat test dobré shody obecné&

10. pfednaska

» Y1,..., Yx maji multinomické rozdéleni s parametry
nmy,...,m, kde Y1+ +Yi=nam+ - -+7m=1
» nulova hypotéza tvrdi, Ze pravdépodobnosti jsou rovny

znamym hodnotam: m = 7r(1), e, T = 712

0

i

> spocitame olekavané &etnosti o; = nm
> ové&Fime splnéni podminky o; > 5

» spolitame statistiku chi-kvadrat:

k 2
2 (Yi — o)

» nulovou hypotézu zamitdme na hladiné& vyznamnosti «, je-li
2 2
X° 2 Xkl —a)
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chi-kvadrat test dobré shody

priklad: je vybér reprezentativni?

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

» provedeme test hypotézy, Ze pravdépodobnosti ¢ty¥ skupin Zen
jsou rovny procentiim v populaci

svobodné vdané rozvedené ovdovélé | celkem

populace 3427 % 52,03% 12,50 % 1,20 % | 100 %
vybé&r 180 239 75 4 408
vybér (rel.) | 36,14 % 47,99 % 15,06 % 0,80 % 100 %
olek. Cet. 170,69 259,07 62,26 5,99 4908
p¥inos 0,51 1,55 2,61 0,66 5,33

(180-— 170,69)2 (239 —-259,07)2 (75 —-62,26)2 (4 —-5,99)2

170,69 259,07 62,26 5,99

» vysledna hodnota chi-kvadrat testu dobré shody je x? = 5,34
(p=14,9 %), ale x3(0,95) = 7,81

> neprokazali jsme, Ze by vybér nebyl reprezentativni, miZeme
jej za reprezentativni povaZovat

chisq.test(c(180,239,75,4) ,p=c(34.27,52.03,12.50,1.20)/100;

Statistika 10. predniska 16. prosince 2013 216(226)

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014




kontingen&ni tabulka

pfiklad: vzdélani snoubencii

tabulka uddva Cetnosti zjisténé u 100 ndhodné vybranych snoubenci

nevésta
Zenich | zakladni stfedni VS | celkem
zakladni 24 12 3 39
stfedni 7 24 3 34
VS 3 9 15| 27
celkem 34 45 21 100

7 7w

> zajima nas, zda vzdélani Zenicha a nevésty spolu souvisi

» |ze povaZovat vzdélani snoubencl za nezdvisld?

» tabulka udavé sdruZené a z nich spo&itané margindini Cetnosti

» vzdé&lani zde chapeme jen v nominalnim méfitku

> Cetnosti na diagonale ptevladaji, éetnosti mimo diagonaly jsou
spise mensi

A4

» vzhledem k nomindlnimu mé¥itku nelze pouZit ani
Spearmaniv korela&ni koeficient
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kontingen&ni tabulka

kontingen&ni tabulka (zavislost vzd&lani snoubenci)

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

> opét pouzijeme chi-kvadrat test

» olekdvané Cetnosti vychazeji z nulové hypotézy Hg : vzdélani
jsou nezdvisld (vzd&lani nevést jsou maji pravd&podobnosti
nezdvislé na vzdé&lani Zenichl)

45 % : 21 %

» stejny pomé&r by mél byt nap¥. pro 27 Zenicht vysokoskolaku:
9,18 (tj. 34 % z 27) : 12,15 (tj. 45 %) : 5,67 (tj. 21 %)

> to jsou Cetnosti olekavané za platnosti nulové hypotézy

» vzd&ldni nevé&st jsou v pomé&ru 34 % :

» podobn& dostaneme olekavané Cetnosti pro zbyvajici dvé
kategorie Zenichi

» statistika chi-kvadrat porovnd skute&ng zji¥t&né (empirické)
Cetnosti s Eetnostmi za nezavislosti otekavanymi, spoditd
jejich ,vzdalenost”
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kontingen&ni tabulka

test nezavislosti v kont. tabulce

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

» u n jedinch (statistickych jednotek) vyZetfujeme dva znaky
v nomindlnim mé&Fitku (vzd&lani Zenicha, vzdé&lani nevé&sty),
které maji r a ¢ moZnych hodnot

» oznalme nj; pocet jedinch s i-tou hodnotou prvniho znaku a
J-tou hodnotou druhého znaku (nap¥. ni; je pocet dvojic
snoubenci, kdy Zenich m3 zdkladni vzdé&lani a nev&sta stfedni)

» spoditdme Fadkové margindini Cetnosti n;; (potet Zenichi s
i-tym vzd&ldnim) a sloupcové marginaini &etnosti ny; (pocet
nev&st s j-tym vzdé&lanim)

219(226)
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kontingen&ni tabulka

test nezavislosti v kont. tabulce

v

nulovd hypotéza Hg tvrdi, Ze dva znaky jsou nezavislé
ke kazdé sdruzené &etnosti spolitadme olekdvanou &etnost
(Eetnost v primé&ru olekdvanou v ptipadé, ze plati Hp)

v

niyny;
O,'J' =T
n
» ovéfime podminku o; > 5
» spolitame statistiku chi-kvadrat
r (o} 2
2 (nij — oy)
=2
i=1 j=1
» uréime polet stupiiti volnosti: f = (r —1)(c — 1)
» nulovou hypotézu zamitneme (zavislost prokdZeme) na hlading
vyznamnosti «, kdyZ bude statistika chi-kvadrat p¥ili§ velika:

X > X3 (1—a)
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kontingen&ni tabulka

priklad: vzdé&lani snoubenci

v zavorce jsou oekdvané Cetnosti

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

nevésta
Zenich | zakladni stfedni VS celkem
zdkladni | 24 (13,26) 12 (17,55) 3 (8,19) 39
stfedni | 7 (11,56) 24 (15,30) 3(7,14) 34
VS| 3(9,18) 9 (12,15) 15 (5,67)| 27
celkem 34 45 21 100

» x2=1432>x3(0,95) =9,5 p<01%

» na 5 % hladin& jsme prokazali z3vislost

» vzdé&lani snoubencl nelze povaZovat za nezavisla

» Cetnosti na diagondle jsou vé&tsi, neZ olekdvame za nezavislosti

» Cetnosti daleko od diagonaly (velky rozdil ve vzd&lani) jsou
mensi, neZ olekdvdme za nezdvislosti

» POZOR, test nic netvrdi o shod& margindlnich psti
(Ze rozdéleni drovni vzd&lani jsou u Zenichd a nevést stejnd)
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kontingen&ni tabulka

test homogenity

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

> zjistujeme Cetnosti zvoleného znaku, ktery nabyva c riiznych
hodnot, za r riznych podminek (na3e etnosti stran hracich
kostek A a B, tedy ¢ =6 r = 2)

> Cetnosti maji za i-té podminky multinomické rozdé&leni
s pravdépodobnostmi 71, ..., 7

> rozhodujeme o nulové hypotéze Hyp, podle které jsou
parametry (pravd&podobnosti) té&chto multinomickych
rozdéleni stejné (pravd&podobnosti jednitek jsou u obou
kostek stejné, psti dvojek jsou u obou kostek stejné .. .)

» oznalme Cetnost j-té hodnoty za i-té podminky jako nj;

> olekdvané Eetnosti o;;, polet stupfili volnosti f i statistika
chi-kvadrat se uréi formalné stejné jako u testu nezavislosti

> stejné je také rozhodovani o Hy

Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014
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kontingen&ni tabulka

maji obé kostky stejné Sestice pravdépodobnosti?

» empirické etnosti (kontingen&ni tabulka)

Aj12 21 14 15 21 17| 100
B|1, 16 7 6 15 41 100
27 37 21 21 36 58| 200
» olekdvané &etnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...
A|135 185 10,5 105 18 29 | 100
B|135 185 105 10,5 18 29| 100
27 37 21 21 36 58 | 200

_ (12-135)7 (21-1852 (41— 29)

- 135 18,5 29

> tab = matrix(c(12,15,21,16,14,7,15,6,21,15,17,41),2,6)
chisq.test(tab)

X° >11,07=x3(0,95), p=03%

» hypotézu o shodé psti na kostkach A a B zamitame

X2

— 18,13
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CtyFpolni tabulka (tabulka 2x2)

specialni pfipad kontingen&ni tabulky
a b a+b
> c d c+d
atc b+d n
» silu zavislosti Ize méFit ¢-koeficientem [phi coefficient]
(EtyFpolni korelagni koeficient)
b= ad — bc
V(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

> ¢ je (jako kazdy korela&ni koeficient) mezi -1 a 1

VS strana A strana B | celkem
» napfiklad pro ano 11 4 15
ne 6 9 15
celkem 17 13 30
vyjde
b= 11-9—-4-6 — 034
v15-15-17-13
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Ctyrpolni tabulka — prokazovani zavislosti

» chi-kvadrat porovnavajici teoretické a olekdvané Cetnosti
Etyfpolni tabulky Ize upravit na tvar

2 n(ad — bc)?
~ (a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

X =n- ¢
> nezdvislost se na hlading a zamit3, je-li x? > x3(a)
» priklad (p¥edvolebni prizkum)

» 30-(11-9 - 4-6)?

—3.39 = 30 - 0.342
15.15.17-13 3,39=30-03

» zavislost jsme na 5% hlading neprokazali, nebot

3,39 < 3,84 =x3(0,95), p=65%
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EtyFpolni tabulka

malé olekdvané Cetnosti ve Ctyfpolni tabulce

a b a+b
c d c+d
atc b+d n

» stile je tfeba, aby byly otekdvané Cetnosti dost velké (> 5)
» Yatesova korekce umozni rozhodnuti i pfi mensich
Cetnostech tim, Ze zmen3i &itatele
> n(|ad — bc| — n/2)?
Xates = (G4 b)(c+ d)(a+ c)(b+ d)

> nezdvislost se zamitd, je-li op&t x%,... > x3i(1 — )

v

» Fisheruv exaktni test podita pfimo p-hodnotu
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