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» lvod, prehled témat

» co a jak zjistujeme, mé&Fitka, veli¢ina
> histogram, t¥idéni

» varia¢ni ¥ada, poradi

» medidn, kvartily, percentily

> pramér, vaZzeny primér

» modus
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literatura

v

K. Zvara: Ziklady statistiky v prostfedi R, Karolinum,

Praha 2013 (edice Biomedicinsk3 statistika V)

Karolinum (Celetna 18), Lipova 6, Neoluxor (Vacl. nam 41)

» K. Zvara: Biostatistika, Karolinum, Praha 1998, 2000, 2001,
2003, 2006, 2008 (pozor na jiné znacenf)

» Z. Pavlik, K. Kiihnl: Uvod do kvantitativnich metod pro
geografy, SPN Praha, 1981

> slajdy pfednasky na adrese

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~zvara

» miZe dojit k drobnym (pravam slajdd pfed pfednaskou i po nf
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cvi¢eni, zapocet, zkouska

» cvieni v potitatové utebng& PUA (suterén Albertov 6)

nebo v utebn& B5 (Vini¢na 7)

» MS Excel
» volné ¥ifitelny program R (http://cran.r-project.org/)

funkce R

» (aktivni G&ast na cviZeni, maximaln& dv& absence)

& (napsani zdpoctového testu) = zdpolet

» obsah cvileni vice p¥izplisoben studovanému oboru
» prednasky jsou formulovany obecnéji
> znalosti ze cvi¢eni nemusi u zkousky stacit!

» zkouska kombinovand (pisemna s po&itatem i Ustni), zdpolet

musi zkousce pfedchazet; pfihlasovani ke zkousce pres SIS
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prehled témat

> popisnd statistika (m&Fitka, charakteristiky polohy, variability,
souvislost znak)

» statistika v geografickych/demografickych /socidlnich v&dach

» pravdépodobnost (zakladni kombinatorické pojmy, klasickd
definice, podminénd pravdépodobnost, nezdvislost)

» nahodnd veli¢ina (rozd&leni, st¥edni hodnota, rozptyl, hustota,
distribugni funkce)

» ddlezitd rozdéleni (normdlni, binomické, Poissonovo)

» statistické usuzovéni (populace a vyb&r, parametry a jejich
odhady, interval spolehlivosti, volba rozsahu vybéru)

» testovani hypotéz (chyba 1. druhu, chyba 2. druhu, hladina
vyznamnosti testu, sila testu, p-hodnota)

» né&které testy (o popula&nim priméru & primérech,
populaénim podilu & podilech, nezavislosti, regresnich
koeficientech)

» regrese, kontingen¢ni (Ety¥polni) tabulky
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priklad statistického zjistovani |
» zjistovani se tykd muzi stfedniho v&ku
(populace, zékladni soubor)

v souboru je 80 kut¥akl a 120 nekufaki (vyb&r)
> 85 muzli ma o¢i modré, 25 hnédé, 90 jiné barvy

v

> 27 muz( ma jen zakladni vzdé&lani, 44 nelplné stfedni, 65
maturitu, 64 vysokoskolské

> 22 se jich narodilo v roce 1942, 19 v roce 1943, 25 v roce

1944, ..., 18 v roce 1951
» hmotnosti jednotlivych muZd jsou 83, 92, ..., 63 kg
> vyska jednotlivych muzd jsou 172, 176, ..., 178 cm

» dotazy na populaci (zdkladni soubor):
Co maji tyto tidaje spoletného? Cim se tdaje v jednotlivych
podskupinach lisi? Souvisi koufeni a vzdé&lani? Souvisi p¥ijem
se vzdélanim? Souvisi vdha s vySkou? Je tato souvislost stejna,
jako v zemi XY?7
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zakladni pojmy

priklad statistického zjistovani Il

» zjistovani se tykd p¥ijmi obyvatel

» hodnotime hruby pFijem za rok

» pfihlizZime k mistu trvalého bydlist& (velikost obce, ktery kraj)
» prihlizime k vzdélani (druh, délka skolni dochazky)

» pfihlizZime k délce praxe v oboru

> prihlizime k véku a pohlavi

» Co maji tyto tidaje spoletného? Cim se tdaje lisi?
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zakladni pojmy

co a jak m&fime (zjistujeme)

» méFime na mnoha statistickych jednotkach
(osoba, domdacnost, obec, okres, stit, pokusné pole .. .)

» mé&fime (zjistujeme) hodnoty statistickych znak

> zjist€nou hodnotu znaku vyjadfujeme ve zvoleném méFitku
(stupnici)

> na jedné jednotce miZeme méFit n&kolik znakd (to umozni

v

vySetfovat zavislost)
» mé&fime na skupindch jednotek — souborech
> zajimaji nas hromadné vlastnosti ve velkych souborech

» mizeme porovnavat vlastnosti znaku mezi soubory
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zakladni pojmy

vV

merit

ka

» nula-jednitkové (muz/Zena, kutdk/nekufik)

» nominalni (zem& plvodu, barva o&i) jednozna&n& dané

hodnoty (trovn& znaku)

» ordinalni (dosazené vzd&lani, stupeil bolesti) jednozna&n&

dané hodnoty, mozné hodnoty jsou usporddané

» intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozeni)

konstantni vzdalenosti mezi sousednimi hodnotami,
umisténi nul je jen konvence;
o kolik stupiii je je dnes tepleji, neZ bylo v&era?

» pomérové (hmotnost, vyska, HDP, potet obyvatel, vék)

ndsobek zvolené jednotky

nula = neexistence mé&fené vlastnosti
kolikrat je A starsi (vy38i ...) nez B
kolikrat je dnes tepleji? nedava smysl

Statistika

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 1. pfedndska 7. Fijna 2013



zakladni pojmy

4

méfitka (struén&jsi délen)

v

kvalitativni: nula-jedni¢kové, nomindlni, ¢asto i ordindIn{

u kvalitativniho mé¥Fitka se zpravidla udavaji €éetnosti
jednotlivych hodnot (kolikrat kterd hodnota nastala)

v

» kvantitativni (spojité): intervalové, pomérové, nékdy
ordindIni (neni spojité)

> hodnoty v kvantitativnim mé¥itku — &isla

> zatazeni znaku k ur¢itému méfitku mlze zdviset na Gcelu
Setfeni (napf. barva nomindlni pro biologa,pro fyzika
prinejmendim ordindlni, mozna dokonce pomé&rové)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 1. prednidka 7. Fjna 2013



zakladni pojmy

veli¢ina

v/ v R b4 ’ ’ Vv s eyt Y4
Ciseln& vyjadreny vysledek mé&feni (zjistovani)

> Ciselné hodnoty znaki v intervalovém a pomérovém méFitku

jsou husté — spojita veli¢ina

» Cetnosti hodnot znakl v nula-jedni¢kovém, nomindlnim (&i

ordindlnim) mé&fitku — diskrétni veli¢ina

> pro veli¢iny médme charakteristiky nékterych jejich

hromadnych vlastnosti (charakteristiky polohy, variability,
tvaru rozdéleni)

» charakteristiky (statistiky) maji jednim &islem vyjad¥it danou

vlastnost

» Kdo je vy$%i — dvandctileti hosi nebo dvanactileté divky?

(potfebujeme vyky v8ech dvanictiletych hochi
charakterizovat jedinym &islem, které ma vyjadfit droven
vy%ek, podobné pro divky)

Statistika
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nomindlni znak

zpracovani Cetnosti (kostka A)

¢arkovaci metoda, absolutni a relativni &etnosti, barplot pro znak v kvalitativnim mé¥itku

nj fi=ni/n o

i ) 12 0,12 o

AHLH- St A/ 21 0,21 -
i/l 14 0,14

Hiipy 31 H
w5 e I
H- ) 17 0,17

n =100 1,00 L2 3456

SOl BWN R,
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nomindlni znak

zpracovani Cetnosti (kostka B)

¢arkovaci metoda, absolutni a relativni &etnosti, barplot pro znak v kvalitativnim mé¥itku

nj fi=n;/n o

ﬁ“ﬂ%ﬂ” 15 0,15 0
L 16 0.16
| oo

HH S
i 5 ons mﬂﬂﬂm(
HEIHA o Ly 4 0,41

n =100 1,00 L2 3456
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hody kostkou jako hromadny jev

» chceme n = 100 zjist&nych hodnot (poctl puntikl) vyjadFit

nazorné&, aby vypovidaly o vlastnostech kostky

> nj (absolutni) &etnost [frequency] j-té hodnoty (kolikrat

nastala)

» f; = "I relativni &etnost j-té hodnoty (Ize vyjadFit v %)

v jakém dilu méFeni nastala

> nutnépIatl'n:n1+n2+...+nk:Zlf:lnj, Zk fi=1

J j=1

» tabulka Cetnosti (absolutnich, relativnich)

» grafické vyjad¥eni &etnosti — barplot (nepfesné& histogram)

(vy¥ka obdélnika je imé&rnd Cetnosti)

» rozhodovani o kvalit& kostky (zda je symetrickd) je tlohou

statistické indukce [inference] — bude pozdgji

Statistika
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priklad: vék 99 matek

99 zjisténych hodnot — soubor namé¥enych hodnot

26 35 21 25 27 24 24 30 23 18

3 21 25 26 26 19 29 22 21 27

26 30 28 28 27 29 27 26 21 23

24 21 28 25 34 24 21 28 25 28

22 26 32 22 32 25 21 25 24 32

24 22 31 33 23 30 26 27 25 24

24 23 25 23 26 28 24 25 25 26

28 28 22 23 20 20 21 31 24 21

29 28 26 38 20 23 25 37 33 23

27 23 21 25 21 33 22 29 21

> spojité hodnoty pouze zaokrouhleny na celd &isla

> Umime néco uzite¢ného z dat vytdhnout?

» MdiZeme si rychle udélat pfedstavu?

» MiiZeme tyto Gidaje porovnat s daty 10 rok{ starymi?
» Umime vhodnym ¢&islem charakterizovat (roven a variabilitu?
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priklad (v&k matek): histogram, h =3 (k =7)

histogram pro znak v kvantitativnim méfitku

hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow")

25

10
1
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t¥idéni, tfidni Cetnosti

jak jsme k histogramu dospéli

>

>

spojita veli¢ina s velkym poétem namé¥enych hodnot

obor hodnot rozdélime na k nepfekryvajicich se t¥id
(intervalil), nejlépe stejné délky (ale ne vZzdy je to praktické &i
mozné)

v8echna pozorovani z daného intervalu nahradime zastupnou
hodnotou (zpravidla stfedem intervalu) x (X < ... < Xx;)
zjistime (absolutni) €etnosti ny, ..., ni jednotlivych t¥id

kumulativni €etnost N; udavd pocet hodnot v dané t¥idé
a t¥idach predchazejicich (1 < j < k) cumsum( )

Nj:nl—l—ng—i—...—i—nj:Zn;

Statistika
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vék matek — t¥idni &etnosti
k=7, n=99

*

interval | x* | nj | i=nj/n| N; | Nj/n

do20 | 19| 5 0,051 | 50,051
21 az23 | 22 | 27 0,273 | 32 | 0,324
24 2226 | 25| 32 0,322 | 64 | 0,646
272229 | 28 | 19 0,192 | 83 | 0,838
302232 | 31| 8 0,081 | 91 | 0,919
332235 | 34 0,061 | 97 | 0,980
36 avice | 37 | 2 0,020 | 99 | 1,000
celkem -199 1,000 | - -

o)}
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priklad (v&k matek): histogram, h =3 (k =7)

hist(vek.m,seq(17,38,by=3),col="yellow")
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priklad: tolary

mé&si¢ni p¥ijmy 99 osob ve fiktivni mén&

11 36 13 20 13 14 11 11 19 32
45 10 19 19 22 21 14 12 14 13
19 14 16 16 17 10 13 24 40 47
12 10 15 12 12 21 13 13 13 14
16 16 11 12 11 11 36 16 20 12
22 10 12 11 22 12 14 11 11 10
10 12 19 21 16 35 26 43 13 11
13 12 12 24 12 15 11 10 17 11
16 18 12 12 12 28 16 21 20 16
27 11 13 15 24 11 17 12 27

velmi nepfehlednd informace
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priklad: tolary

variaéni Yada = hodnoty jsou usporadané

10 10 10 10 10 10 10 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14
14 14 14 15 15 15 16 16 16 16
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19
19 19 19 19 20 20 20 21 21 21
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27
28 32 35 36 36 40 43 45 47

prehlednéjsi informace
budou uZite¢né &etnosti hodnot?
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tfidéni p¥i nestejné dlouhych intervalech

> nékdy jsou data nepravidelné rozmisténa

> zpravidla jsou soustfedéna u levého okraje rozmezi hodnot
(v&kové &i pFijmové slozeni obyvatelstva)

» pak vhodné zvolit nestejné dlouhé intervaly

> je vhodné zvolit délky intervalli tak, aby delsi byly ndsobkem
kratSich

> pFi nestejné dlouhych intervalech musi zjisténé &etnosti
odpovidat plocha, nikoliv vyska; na svislou osu se pak nandsi
relativni Cetnosti
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priklad: tolary

mési¢ni ptijmy 99 osob v tolarech

éetnosti
xp | 10111213 14 15 16|17 18 19 20
nj| 711411610 6 3 9 3 1 5 3

xj |21 22 24 26 27 28|32 35 36 40 43 45 47
npl/4 3 3 1 2 1|1 1 2 1 1 1 1

t¥idni Cetnosti (hustota = Zetnost na jednotku délky intervalu/n)

tfida 10 | 11 | 12 | 13-16 | 17-20 | 21-30 | 31-50 | celk.
Xj* 10 | 11 | 12 14,5 18,5 25,5 40,5
nf 7114 |16 28 12 14 8 99
hustota*99 | 7 | 14 | 16 7 3 1,4 0,4
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priklad (tolary): histogram

na svislé ose je hustota (celkova plocha obdélniki = 1)

L0
— -
o

0.05
|

0.00
L

10 20 30 40 50

plocha obdélnika = délka intervalu x hustota
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varia¢ni fada

variaéni fada, poradi

> X1,X2,...,Xp pivodni (neuspofddand) data — hodnoty znaku
uvedené v pivodnim potadi, bez ohledu na p¥ipadna opakovani

» variani ¥ada (uspofadany vybér) sort (x)
X(1) < X(2) <...< X(n)

data v méFitku aspoii ordindlnim uspo¥adana tak, aby hodnoty
neklesaly; proto zavorky u indexi
» poradi [rank] — umist&ni pozorovani ve varia¢ni fadg;
shodnym hodnotdm davame primérné poradi rank(x)
Xj 32 25 27 25 31 23 28
potadi R; | 7 25 4 25 6 1 5
» v Excelu md funkce RANK() pon&kud jiny vyznam, lze pouZit
opravu na shody (viz ndpovédu pro RANK)

» priklad
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median

vybérové charakteristiky polohy: median

» snaha charakterizovat droveii &iselné velitiny (malé &i velké
hodnoty) jedinym &islem

» median je Cislo, které déli data na dvé& stejné velké &asti:
vétsich hodnot a mensich hodnot

» medidn je ve varialni ¥ad& uprostied (prostredni hodnota)

» median [median| oznaZeni X median (x)
X = X(ns1 pro n liché
2
. 1 ,
=3 (X(g) +X(%+1)> pro n sudé

» zavorky u index({i jsou nutné: znamenaji, Ze hodnoty byly
predem usporadany do variaéni ¥ady

» 53,4096 x=5 (3<4<5<6<09)
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kvartily, percentily

» dolni (horni) kvartil Q; (Qs3) [lower (upper) quartile]
vyd&luje &tvrtinu nejmensich (nejvétsich) hodnot od ostatnich
» percentil [percentile] x, vyd&luje 100p % nejmenZich hodnot
od ostatnich
> konkrétni vypocet percentilu miiZe byt slozity
» 100p nemusi byt celé &islo
» v datech se mohou ¢&isla opakovat
» vypolet percentild — mnoho vzoretki (daldi pozadavky)
» kvartil — specidlni p¥ipad percentilu:
Q1 = x1/4 = X025, Q3 = X3/4 = X0,75
quantile(x,probs=c(1/4,3/4))
» median je také percentil, totiZ xg 5, podobné minimum
(p=10) a maximum (p =1)
> fivenum(x) podobné p¥ikazu quantile(x,probs=0:4/4)
» 1., 5. a2 9. decil jsou vhodné k popisu rozdéleni p¥ijmi
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vypolet percentilii (jako v R), jen pro ilustraci
jedna z moZnych definic — Gumbel(1939)
> k danému p se najde celé &islo k spliujici
k—1 <p<
n—17 n—1
» tedy k =[1+ (n—1) - p] (|x] znamend celou &ast z x)
> provede se linedrni interpolace mezi x(x) a X(k41):
q=Q0+(n—-1)-p)—k={1+(n—-1)p}
Xp = (L= q) - X(k) + G X(k11)
({x} znamend zlomkovou &ast x, o kolik presahuje celé &islo)
» napt. pro n =99, p = 0,25 (v&k matek) bude
k=1]14+(99—-1)-0,25| =[1+4+245| =1[25,5] =25
g=255—25=05
QL= X0,25 = (1-0,5)- X(25) t+ 0,5- X(26) = 23
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median

krabicovy diagram (boxplot)

vék 99 matek

minimum Q: X Qs maximum
<3/20Qs-Qu)
T T T T
20 25 30 35

> grafické zndzornéni medidnu, kvartil(, minima, maxima,
ptipadné ,odlehlych” pozorovani

» tykadlo sahd od kvartilu k co nejvzdalenéjSimu pozorovani, ale
takovému, aby délka tykadla byla nejvyge %(Q3 - @)
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priklad: tolary

)N(:X075:14 X():].O X1:47

p=3/4 k=|1+98-3/4| = |745]| =74, q =745 — 74,

= Q3=(1-0,5)-1940,5-20 = 19,5, Q=12

(Qs— Q1) 15=75-15=1125, 19,5 + 11,25 = 30,75

10 10 10 10 10 10 10 11 11 11
1 11 11 11 11 11 11 11 11 11
1 12 12 12 12 12 12 12 12 12
12 12 12 12 12 12 12 13 13 13
13 13 13 13 13 13 13 14 14 14
14 14 14 15 15 15 16 16 16 16
16 16 16 16 16 17 17 17 18 19
19 19 19 19 20 20 20 21 21 21
21 22 22 22 24 24 24 26 27 27
28 32 35 36 36 40 43 45 47

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 1. pfednaska 7. ¥ijna 2013 31(226)



dal3i miry polohy: primér

» prumér [mean| (kdyby bylo viech n hodnot stejnych)
mean (x)

_ 1 1
X:E(X1+X2+“'+Xn):;zxi

» pomoci &etnosti vazeny prumér: [weighted mean]

k N
_ 1 . nj 2 j=1 %]
X = ; (n]_X]_ + ...+ nka E nj = E L x¥ = ki

J
n
j 1 ZJ 1 ./
» obecn& vazeny primér s vahami wy, ..., wy hodnot
« (g . A ko
X{s--X; (vahy nutn& nezdporné: w; >0, > ;" w; > 0)
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ptiklad: HDP zemi V4 v roce 2010

obyvatelé v tisicich, HDP na obyvatele v tisicich PPT (standard kupnf sily)

zemé@ obyvatel HDP soudin  podil obyv.

CZ 10517,247 19,4  204034,59 16,33 %
HU 9976,062 158  157621,78 15,49 %
PL 38441588 153  588156,30 59,58 %
SK  5477,038 18,0 98 586,68 8,50 %

celkem 64411,935 68,5 1048399,35

> pramér (nevazeny): 68,5/4 = 17,125

» vézeny primé&r (vahami polet obyvatel):
1048399,35/64411,935 = 16,276

» vazeny primér (vahami podil obyvatel): 16,276

> kazdy nenulovy nasobek vah vede ke stejnému vaZenému
priméru

» ktery primé&r vypovida spravné& (rozumng)?
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miry polohy

modus

» modus X [mode] nej¢ast&jsi hodnota

» modus Ize poditat také pro nomindlni &i ordinalni mé¥Fitko, ale
jako miru polohy jej Ize interpretovat jen do jisté miry
u ordinalniho mé&¥itka
> napt. pfijem v tolarech:
x; 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
nj 7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3 4
xj 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47
n, 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

» maximalni ¢etnost 16 nastdva pro pfijem 12 tolar(

» modus je tedy X = 12
» modus nemusi byt uréen jednoznaéné

» v prikladu nejsou chudi, nebot nikdo nema p¥ijem
pod 60 % z medidnu (0,6 - X = 0,6 - 14 = 8,4)
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miry polohy

priklad (tolary): porovnani tfi mér polohy
zpravidla je mean> median> modus

0 o —— prdmér(mean) 17,04

Pl ---- median (median) 14
] modus (mode) 12

o E

— '

S :

9 :

o 0

© :

o :

o L I ]

S !

10 20 30 40 50
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__ charakteristiky variablity _charakteristiky tvaru_zvislost _char._polohy v geogr/demogr_______________________
2. prednaska

» vlastnosti charakteristik polohy

» vlastnosti charakteristik variability
» rozptyl, smérodatna odchylka

» stfedni odchylka, stfedni diference
> z-skér, standardizace

» Sikmost, Spicatost

> korela&ni koeficient

» Giniho koeficient koncentrace

» geograficky st¥ed, geograficky median
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vlastnosti charakteristik polohy

» charakteristiky (miry) polohy maji mé&fit drovefi
kvantitativniho (spojitého) znaku
(velky — maly, hodn& — milo, ...)

> posunuti: zménime-li v8echny hodnoty x; tak, Ze pfidame ke
kaZdé stejnou konstantu a, zméni se o tutéz konstantu také
charakteristika polohy

» zména méFitka: zménime-li véechny hodnoty x; tak, Ze je
vynasobime kladnou konstantou b, toutéz konstantou musime
vynasobit ptivodni charakteristiku polohy, abychom dostali
charakteristiku polohy pro upravend data

» obecn& pro miru polohy pu(x) plati

u(a+x) = a+ p(x),
wu(b-x) =b-pu(x), b>0

» v obou pfipadech mira polohy reaguje
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charakteristiky variability

v

mé&Fi rozptyleni (nestejnost, variabilitu) hodnot &iselné veliginy

» obecn& pro miru variability o(x) by mélo platit:

o(a+ x) = o(x), (srovnej s p(a+ x) = a+ u(x))
o(b-x)=b-o(x), b>0, (srovnejs u(b-x)=0b-pu(x))

> posunuti: pFi¢tenim stejné konstanty a (tj. posunutim) se

charakteristika variability nezm&ni (nezdvisi na poloze)

> zména méfitka: vyndsobeni kladnou konstantou b znamen3,

Ze stejnou konstantou nutno vyndsobit charakteristiku
variability

> rozpéti [range] R = X(n) — X)
» kvartilové rozpéti [quartile range] Ro=Q3— @1
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charakteristiky variability

rozptyl (variance)

» (vyb&rovy) rozptyl (variance) [variance] var (x)
(nevyhovuje druhému pozadavku, plati s2,, = b? - s?)
(R ) R A R A )
1 < 1 .
= n—lz(xi_)_()z =7 <Zx,-2—n.>_<2>
i=1 i=1
1 < 1 [
= > nilx - %) = — > npxi?—n- %2
j=1 Jj=1

» necht x; = 1,x0 = 3,x3 = 8 (tedy n = 3), pak je
x=(1+3+8)/3=12/3=4
2 ].

2 2 2 _2 _ - 2
sX:3_—1((1—4) +(3—4) +(8—4))_7_13_3,6
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charakteristiky variability

smérodatnd odchylka

v

rozptyl mé¥ primérny &tverec vzdalenosti od prdméru

v

polovina priimé&rného Etverce vzajemné zavislosti:

1 n n
= = nn 1) 20205 )’

i=1 j=1

» smérodatna odchylka (standardni odchylka)[std. deviation]:
odmocnina z rozptylu sd(x)

Sx = 1/ S2

» zcela vyhovuje poZadavkim na miry variability
» vyhoda smérodatné odchylky:
stejny fyzikalni rozmér jako plvodni data
> vybé&rovy rozptyl politany z tfidnich &etnosti
(Sheppardova korekce: maji-li intervaly délku h, odetti h?/12)
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priklad — tolary

> rozpéti: R=47-10=37
> kvartilové rozpéti: Ro=195-12=175
> rozptyl
2=t (10% 4 10% + ... 4 452 4 47°) — 99 1687)°
- 98 99
1 1687 2
= [(7-10°+14-11°+ ... +45%2 +47°)—99. [ —
98 <( + o 45T 44T 99

= 65,080 = 8,067

» smérodatnd odchylka je 8,067
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stfedni odchylka

» stfedni odchylka [mean deviation]: primé&r odchylek od
medidnu (n&kdy od priméru) mean (abs (x-median(x)))

1 n
d:nZI|X;—)?|
1=

» st¥edni diference [mean difference|: primér vzdjemnych
vzdalenosti véech n? dvojic  mean(abs (outer (x,x,"-")))

1 n n
A= 0) il

i=1 j=1

= %Z > (o) =)

J>i
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priklad pro x < — c(1, 3, 8)
» sti¥edni odchylka
d=(1-3]+|3-3+[8-3|)/3=7/3=233

mean (abs (x-median(x)))

» stfedni diference tabulka rozdili:

0o -2 -7
2 0 -5
7 5 0
| 28
A= (04+247+24045+7+5+0)= T =311
2 2(7 2
A:33((8—1)+(8—3)+(3—1)):(+95+)i3,11

Delta = mean(abs(outer(x,x,"-")))
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charakteristiky variability

normované charakteristiky rozptylenosti

>

vV v.v Y

dosud zavedené charakteristiky variability zaviseji na volb&
mé&fitka (nap¥. délka v m nebo v km)

hledame charakteristiky nezavislé na méFitku

potfebujeme alespoii pomérové méfitko, kladné hodnoty
umozni porovnani z riznych soubori

varia¢ni koeficient sd (x) /mean (x)
Sx
vV = —
X

(Giniho) koeficient koncentrace reldist::gini(x)

G

_A(_2Xmix)  n+d
2x ny.l X n

souvisi s plochou u Lorenzovy kF¥ivky

mé¥Fi naptiklad nerovnomérnost p¥ijmi(, velikosti Gizemnich

jednotek . ..
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charakteristiky variability

z-skor, standardizace

» varialni koeficient v, Giniho koeficient G jsou p¥iklady

bezrozmé&rnych veli¢in (zasluhou primé&ru ve jmenovateli zavisi
G i v na posunutil)

> z-skéry

(x-mean(x))/sd(x) nebo c(scale(x))

» dostaneme nulovy primér (z = 0), jednotkovy rozptyl (s, = 1)
> z-skér nezavisi na posunuti ani na zméné mé¥itka

> z-skoéry jsou bezrozmérné = umoZni hodnotit vlastnosti

nezavislé na poloze a variabilité, nap¥. tvar rozdéleni

> x1=1,x=2x3=3 = X=2,5=1

1-2 2
2= ="la=5"=0n=5"=1
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charakteristiky tvaru

charakteristiky tvaru: ikmost [skewness]
> invariantni vii&i posunuti i zmé&né méfitka:
v(a+x) =(x)
Wb-x)=~(x) b>0

proto pouZijeme z-skéry

> Sikmost /by — primér z 3. mocnin z-skérii
mean (scale(x) ~3)

V=t (o)

i=1

> pro symetricky histogram +/b; blizké nule
» doprava protazeny histogram pro v/b; >> 0
» doleva protaZzeny histogram pro /by << 0
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charakteristiky tvaru

charakteristiky tvaru: $pi¢atost [kurtosis]

> Spicatost b, — priimér ze 4. mocnin z-skéri
(n&kdy se odeits 3) mean (scale(x)"4)

1 Xj — X 4
sznZ( SX)

i=1

» nékdy se pocitaji odhady populaéni Sikmosti a $pi¢atosti jinak
(Excel: s jinak, Fisherovo g1, g> — pro zajimavost)

n(n—1) (n+1)(n—1) 3(n—1)
I - (o)

-3 \7"

81 N1

» Sikmost a Spicatost slouZi k hodnoceni, zda Ize pfedpokladat
normalni rozdéleni (bude zavedeno pozdéji)
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pfiklad: souvisi emise CO, s HDP?

Gdaje o zemich EU z roku 2010
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Ize charakterizovat silu zavislosti ¢islem?
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méFeni sily zavislosti

» méFime dva znaky v kvantitativnim mé¥itku:
(xi,yi),i=1,...,n (napf. HDP jako x;, emise CO; jako y;
» zdvislosti na fyzikdlnim mé¥Fitku se vyhneme pouZitim z-skéri

» (vyb&rovy) korelaéni koeficient

1 G (xi—X\(vi—7¥
rxy_n—12< S >< S
i=1 x Y

> klasicky se definuje r,, = Ss:syy, kde

R _ _
Sy = mZ(Xi = X)yi —¥)
x=1

je (vybérovd) kovariance
> plati =1 <r <1
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pfiklad: souvisi emise CO, s HDP?

Gdaje o zemich EU z roku 2010
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r = 0,79 (bez Lucemburska jen r = 0,52)

Statistika (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 2. prednaska



charakteristiky polohy v geografii/demografii

> misto x miZeme oznalovat mé¥Fené hodnoty jako y, princip
pojmi je stejny, oznaceni je jen konvence
> Casto zndme jen priméry a Cetnosti v dil¢ich souborech:
priméry se oznadi jako yj*, etnosti opét n;
» priklad: v&k novych profesorli a docentd UK 2002:
41 profesord, primé&ry vék 51,1 (n; = 41, y; = 51,1)
77 docentd, primérny vék 47,8 (np =77, y3 = 47,8)
primér novych habilitovanych akademickych pracovniki
(vazeny prumér):
weighted.mean(c(51.1,47.8),c(41,77))
41-51,1477-47.8

=489
41477 '
nikoliv mean(c(51.1,47.8))
SLLEATE 4,
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char. polohy v geogr./demogr.

charakteristiky polohy v geografii/demografii (2)

» geograficky stfed
» bod
> prisecik primérné zemépisné itky a primérné zemépisné
délky; prliméry vazime velikosti sledovaného jevu
» geograficky median — obdoba mediadnu,
> Cara, kterad rozdé&luje geografické objekty do dvou disjunktnich
souvislych skupin stejné velikosti
» hodnocend vlastnost ur&i velikost objektd (nap¥. potet
obyvatel dzemni jednotky)
» usporadani hodnoceni znakl dano zvolenou geografickou
vlastnosti (nap¥. zemé&pisnou délkou)
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char. polohy v geogr./demogr.

priklad: geograficky stfed obyvatel CR

pouZijeme jen ddaje o krajich, [ — stfed obyvatel (A — velikost kraje)

48.5°N 49°N 49.5°N 50°N 50.5°N 51°N

12°E 13°E 14°E 15°E 16°E 17°E 18°E 19°E
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priklad: geograficky stfed obyvatel CR

pouZijeme jen ddaje o krajich CR v roce 2006

Zkratka kraj rozloha obyvatel Sirka délka
1 A Praha 49609 1188126 50,08 14,42
2 S Stredotesky 1101473 1175254 50,08 14,42
3 C Jihotesky 1005688 630006 48,98 14,47
14 T Moravskoslezsky 542698 1249290 49,84 18,32
> Sitka

1188126 - 50,08 + 1175254 - 50,08 + ... + 1249290 - 49,84
1188126 4 1175254 + ... 4 1249290

= 49,84

> délka

1188126 - 14,42 + 1175254 - 14,42 + ... + 1249290 - 18,32
1188126 + 1175254 + ... + 1249290

= 15,59
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priklad: geograficky median

s¢itdme obyvatele postupné od zdpadu na vychod, posledni je v zdpadni poloviné
Liberecky kraj L, ve vychodni poloviné je prvni kraj Vysodina ozna&eny symbolem J

délka obyvatel  soucet podil
12,87504 304602 304602 0,02960984
13,36667 554537 859139 0,08351543
14,03333 823265 1682404 0,16354361
14,41667 1188126 2870530 0,27903930
14,41667 1175254 4045784 0,39328372
14,46667 630006 4675790 0,45452553
15,06528 430774 5106564 0,49640033
15,568333 511645 5618209 0,54613646
15,66667 549643 6167852 0,59956631
15,77583 507751 6675603 0,64892392
16,63333 1132563 7808166 0,75901843
17,25119 639894 8448060 0,82122142
17,66667 589839 9037899 0,87855866
18,31117 1249290 10287189 1,00000000

HN=EmEHTDwEQWEQYX
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char. polohy v geogr./demogr.

priklad: geograficky stfed obyvatel CR

pouZijeme jen ddaje o krajich, [ — stfed obyvatel (A — velikost kraje)

48.5°N 49°N 49.5°N 50°N 50.5°N 51°N

12°E 13°E 14°E 15°E 16°E 17°E 18°E 19°E
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» Giniho koeficient koncentrace

» Lorenzova k¥ivka

» TheilGv index
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Giniho koeficient koncentrace

(misto x nyni piseme y)

» Giniho koeficient koncentrace charakterizuje jedinym &islem
nerovnomé&rnost rozdéleni (bohatstvi, p¥ijma, .. .)

G=4/(2)
> priimérny rozdil v bohatstvi vztazeny k dvojndsobku priiméru
> maji-li v8ichni stejn& (y(1) = ... = y(n) > 0),
jenutné A=0atedy G=0

» ma-li jeden vSechno, ostatni nic

(0=ya) == Yn-1) < ¥n) = 100), pak je
_ 100 2(n—1)100
;100 a_2r1)
n n
2(n—1)100 n n—1
6= n2 20100 T n noe

» Lorenzova kfivka bude jemné&jsim nastrojem
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priklad: rozloha lesi zemi V4 v tisicich ha

» CZ 2657 HU 2039 PL 9319 SK 1938
» primérna rozloha je y = 3988,25 (tisice ha)
‘ Cz HU PL SK

Cz 0 618 —6662 719
> jednotlivé diference: HU | —618 0 —7280 101
PL | 6662 7280 0 7381

SK | =719 —-101 —7381 0
» st¥edni diference (tisice ha)

A_D +618+666i :4 - F 13810 oss 105

» Giniho koeficient (ten je bezrozmé&rny!)

A 2845125

G = = —
2y 2-3988,25

= 0,357
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Gini

priklad: podil z celkové rozlohy lesi zemi V4

» CZ16,7 % HU 12,8 % PL 58,4 % SK 12,1 %

> totéZ v pofadi o nejmensiho podilu
SK 12,1 % HU 12,8 % CZ 16,7 % PL 58,4 %

» postupné soutty (kumulativni relativni Eetnosti)
SK 12,1 % HU 24,9 % CZ 41,6 % PL 100, %

» polovina na lesy nejchudsich (SK, HU) ma &tvrtinu lesi

podil lest
podil lest
podil lest

00 0.2 04 06 08 10

00 0.2 04 06 08 1.0

00 0.2 04 06 08 1.0

T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

podil zemi podil zemi podil zemi

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 3. prednaska  21. ¥ijna 2013 60(226)



Lorenz

Lorenzova k¥ivka

>

vodorovna osa: postupné naditani jednotek od nejchudsich,
jako dil celku

svisld osa: postupné natitani bohatstvi (¢asti zdroje) od
nejchudsich, jako dil celku

zajima nas plocha nad touto lomenou ¢arou a pod uUhlop¥ic¢kou
jednotkového &tverce

plocha méFi nerovnomé&rnost rozdé&leni néjakého zdroje

kdyby dostala kazda jednotka stejn&, bude velikost plochy
nulova

kdyby v8echno dostala jedind z n jednotek, lomend ¢ara bude
nulovd az do (n—1)/n; pro n — oo je (n —1)/n — 1, plocha
= dolni trojdhelnik

dvojnasobek této plochy (= Giniho koeficient koncentrace)
porovnava tuto plochu s plochou dolniho trojihelniku
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Lorenz

Lorenzova kfivka, shrnuti konstrukce

(pozor na rozliovani velikosti pismen y a YT
» variatni fada: 0 < y(1) < yo) < ... < y(n) sort (y)
» kumulativni soucty pro j =0,1,...,n cumsum (sort (y))

(kolik celkem pat#i j nejchudsim)

;
Yo =0 Yo =Yooty ot = 2%
i=1
> dsetkami spojit body [j/n; Y,/ (37 vi), 0<j<n,
Jj/n — dil populace Y/ (3271 yi) — dil bohatstvi
n = length(y)
Y = c(0,cumsum(sort(y)))

plot((0:n)/n,Y/sum(y) ,pch=3,asp=1)
lines((0:n)/n,Y/sum(y))
lines(0:1,0:1); abline(h=0:1,v=0:1,1ty=3)

vV V.V v Y
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Lorenz

priklad: plochy lesti V4 s p¥ihlédnutim k rozloze zemi

zemé | rozloha lesy zalesnéni rel. rozloha rel. lesy
Cz | 78865 26570 33,7 % 151% 16,7 %
HU | 89608 20390 22,8 % 172% 128 %
PL | 304255 93190 30,6 % 584 % 584 %

SK | 48105 19380 40,3 % 92% 121 %
celkem | 520 833 159 530 30,6 % 100,0 % 100,0 %

» Nakolik jsou nerovnomé&rn& rozmist&ny lesy na tizemi V47?

> kazdému &tverednimu km ptidélime pFislusny dil,
nap¥. v CZ je to 0,337 km?, v HU podobn& 0,228 km?)

» v HU tak pfibude 89 608krat hodnota 0,228,
v PL 304 255krdt hodnota 0,306 atd.

> pFi pravidelném p¥idavani splynou jednotlivé body pro danou
zemi v Usec¢ku

> priimét Usetky na osu x = relativni rozloha; priimét na osu y
= relativni plocha lesii; pofadi dano zalesnénim
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Lorenz

pfiklad: Lorenzova kfivka hustoty zalesnéni

body: postupn& se natitd rel. velikost zemi (osa X) a rel. plocha lesii (osa Y)
v poradi HU, PL, CZ, SK (nap¥. PL ma 58,4 % celkové rozlohy i 58,4 % plochy lesii)

00 02 04 06 08 1.0

00 02 04 06 08 1.0
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Lorenz

co jsme zjistili (zobecnéni p¥ikladu)

nezname plochu lesa na jednotlivych &tverednich km

» zndme priim&rnou plochu lesa na km? v kazdé zemi (y"™'™)

priimé&rnou plochu opakujeme tolikrat, kolik km? ma dana
zemé (Zetnost), tj. vaZime pottem km? (x7)
» znime tedy celkovou plochu lesii v kazdé zemi (y; = x,-yl-prﬁm)
potadi zemi ddno primé&rnou plochou lesa na km? (hustotou
lesa) jednotlivych zemf (Y{)rﬁm < yﬁ"ﬁm <...< y/frﬁm)
> prirlistky soufadnic bodii:
» vodorovng&: relativni rozloha dané zemé& (mezi vemi zem&mi)

Xj
2 Xe
» svisle: relativni plocha lesd (mezi viemi lesy)
Yi xiy P

Xuve S yxeyf
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Lorenz

orienta&n& shrnuti vypo&tu v p¥ipadé vah (Lorenz, Gini)
(stéle predpokladdme yP™™™ < ... < yPm)
» kumulativni soucty _ .
Xj =0 % X0 =0, Yj=31y=Y) xy"" Yo =0

Xi Y
» Lorenzova kFivka spojuje body [XJ YJ] j=0,1,...,k

» stfedni diference priimérnych pottii obyvatel na km? (hustot)

k i—1
L3S g by = B3 (%2
X2 17 J X2 . . 17 X: Xj
i= ].J 1 k =2 j=1
k—1

2 2
_TZZ Xj¥i = Xi¥;) ":ﬁZ(Xf\/i-i-l_Xi-‘rl\/i)
Xic g =2j

k =1

_A kz: XiYipp X Vi
X Yk X Yk

> pfi vypoctu G se pouziji relativni kumulativni podily x i y
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Lorenz

pozndmky

» nezéleZi na zvolenych fyzikdlnich jednotkdch (nap¥. km vers.

ha)
> ve viech pFipadech je pofadi s¢itancl dano pofadim , hustot”
prim __ y; prim

¥ (napt. lesy/rozloha), tj. ylprﬂm <. <y

1

> na svislé ose jde o podil stat. jednotky na bohatstvi

» na vodorovné ose jde o podil velikosti stat. jednotky s danym
bohatstvim mezi vSemi jednotkami

» hrub%i hodnoceni (nap¥. kraje, nikoliv okresy) znamena mensi
hodnotu Giniho koeficientu! (obecng, Ize dokazat)

» velikost poklesu Giniho koeficientu po hrubsim hodnoceni neni
snadné vyjadFit (vysvétlit)
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priklad: pfijmy 14 osob ve 3 skupindch, Giniho koeficient

skupina pFijem y; n; pramér Gini
A 200 150 2 175,00 0,07142857

B 80 70 60 60 4 67,50 0,06481481

C 2020181815151010 8 15,75  0,1309524
celk. 746 14 53,29  0,5090004

skupinové priméry: G = 0,485, pivodni data: G = 0,509
prijem=c(200,150,...)
Skup = factor(c(rep("A",2),rep("B",4),rep("C",8)))
ni=table (Skup)

prumery = tapply(prijem,Skup,mean)
require(reldist)

gini(prijem)  #0.5090004

gini (prumery,ni) #0.4848717
tapply(prijem,Skup,gini)

PouZziti primérd (vcetn& jejich Zetnosti) snizilo G
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Theiltv index

> ¥1,...,Yn bohatstvi jednotlivych subjekti (nap¥. jednotky)
Z )// (y,)
» véazeny primé&r hodnot In(y;/y), vahy y;/y, soulet vah je n

» m&¥ nerovnomé&rnost (variabilitu) rozd&leni bohatstvi
» souvisi s pojmem Shannonovy entropie (nejistota v teorii

( yl )

» maximalni hodnota entropie Smax JEPrOYI =y2 = ... = ¥n

> |ze dokdzat, Ze T = Smax — S a T <In(n)

» &im v&tsi nerovnomé&rnost, tim v&tsi T (stejné& jako Giniho
koeficient)
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priklad: pFfijmy 14 osob

skupina pfijem y; n;  primér
A 200 150 2 175,00

B 80 70 60 60 4 67,50

C 2020181815151010 8 15,75
celk. 746 14 53,29

1 / 200 200 10 10
T=1 (53,29 In <53,29> RN (53,29)) = 0450

prijem=c(200,150,80,70,60,60,20,20,18,18,15,15,10,10)
library(ineq)

Theil(prijem)

Co kdybychom znali jen priméry a pocty hodnot ve skupiniach?
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Theildv index po skupindch

> yjj prijem j-tého v i-té skupiné s n; jedinci, i =1,..., k

» celkem n = Zf-;l n; jedinci

» yi=(1/n) ZJ"’ ly,-j primér v i-té skuping

>y = (1/n)2 J " yii = (1/n) Z, 1 niyi celkovy primér

» T Theiliv |nde>< spoditany ze v8ech n hodnot
T; Theillv index uvnitF i-té skupiny,
T8 Theilliv index variability mezi skupinami
(jednotlivé hodnoty nahradime dil¢&imi priméry)
1 o ;i ii 1. 7 Vi
T,:Zy_’fm({”) TB:Zn,y_’ln<y_’>
iy \JVi n— "y \¥
» plati T=TB + TW, kde TW je vazeny primér T;

k -
w _ niyi
i=1
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priklad: pFijmy 14 osob ve 3 skupinach

skupina pFijem y; n;  primér T;
A 200 150 2 17500 0,010239
B 80 70 60 60 4 67,50 0,007421
C 2020181815151010 8 1575 0,030270
celk. 746 14 5329 0,450220
1 175,00, (/175,00 67,50 (67,50
TE= " (2. 1 ’ 4. | ’
14 < 5329 < 53,29 > R TR <53,29>
15,75 (15,75
bk ’ = 0,43761
T8 5300 " (53,29)) 0437618
350 270 126
T = 20,0102 - 421+ =— 270 = 0,012602
—2g 2010239 + =720,007421 + 7-0,030270 = 0,01260

TB/T =0,437618/0,450220 = 0,972, tudi? nerovnomé&rnost
prijmi je z 97,2 % dana nerovnomérnosti mezi skupinami
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pozndmky

» Theildv index T lze rozloZit na soulet dvou sloZek
» index primérii T8, ktery charakterizuje nerovnomérnost
(rdznost) dilgich (skupinovych) priméri
» index TW, ktery charakterizuje priim&rnou vnit¥n{
nerovnomé&rnost uvnit¥ skupin
» nutné plati nerovnost TE<T, tj. nerovnomérnost mezi
skupinami nem(Ze byt v&tsi, nez celkovd nerovnomérnost

» podobné celkovy Giniho koeficient nemiZe byt vétsi, nez
Giniho koeficient priimé&ri, ale jejich rozdil nelze tak snadno
vyjadfit, jako v p¥ipad& Theilova indexu je TY (véazeny
pramér dil¢ich indext)
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» pravdépodobnost

» podminéna pravdépodobnost
» nahodna veli¢ina

» stfedni hodnota

> rozptyl

» nezavislost

» korelace
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zakladni pojmy

» pokus — dobte definovana situace (postup), kterd kon&i
jednim z Yady moZnych vysledki (vrzena kostka spadne na
pevnou podlozku)

» nahodny pokus — pokus, u néhoz pfedem nevime, ktery
vysledek nastane (ktera strana kostky padne p¥ist&?);
pfedpoklada se stabilita relativnich &etnosti moznych vysledki

» nahodny jev — tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu

» pravdépodobnost ndhodného jevu A — &iselné vyjad¥eni
olekdvani, ze vysledkem ndhodného pokusu bude pravé A

» racionalni pfedstava: p¥i velkém po&tu opakovani pokusu se
relativni &etnost jevu bliZi k pravdépodobnosti tohoto jevu

» pravdépodobnost by tedy méla mit stejné hlavni vlastnosti
jako relativni ¢etnost
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pravd&podobnost

klasickd pravdépodobnost (Laplace)

Statistika

> jisty jev (nastdvd vzdy) lze rozdélit na M stejné
pravd&podobnych neslutitelnych (disjunktnich)
elementarnich jevi (symetrie)

v

kaZzdy jev lze sloZit z téchto elementarnich jevi

v

je celkem My ptiznivych jevu A (je z nich sloZen)

v

klasicka definice pravdépodobnosti (metoda vypottu)

P(A) = Ma __ pocet priznivych
M ~ potet moznych

v

klasickou pst lze pouZit jen nékdy! (Sportka, Sazka)
nelze pouZit napt.:
» dostuduje resp. nedostuje

» dostuduje s vyznamenani, dostuduje bez vyznamendni,
nedostuduje

v
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priklad: hraci kostka

> idealizovand symetrickd hraci kostka

» homogenni material
pfesna krychle

N

>
> t&Zisté uprostred
» kaZzda strana ma stejnou pravdépodobnost
» A — padne Sestka, B — padne sudé ¢&islo
» M=6
» Ma=1, tedy P(A) =1/6
» Mg =3, tedy P(B) =3/6 =1/2
» POZOR NA NESPRAVNOU INTERPRETACI:

» celkem stokrat hodime kostkou (n = 100)

» dvacetkrat padne Zestka (ng = 20)

20
> pomér oA _ 100 = 0,2 je jen odhad pravdépodobnosti jevu
n

A, Ze padne Sestka, nikoliv pravdépodobnost sama
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pomiicky k vypoltu pravdépodobnosti: faktoridl

factorial(n)

» faktorial n=n-(n—-1)---2-1 ol=1
> kolika zplsoby |ze uspofadat za sebou n rozliSitelnych prvki
» priklady:
» 5!/=5.4.3.2-1=120
» 11=1
» kolika zptisoby Ize uspofidat za sebou 14 kraji CR:

141 =14-13-12---2-1 =87 178 291 200 = 8,7- 1010
8.71782912e+10

v
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pravd&podobnost

pomiicky k vypoltu pravdépodobnosti: pocet kombinaci

choose(n, k)

v

kombinaéni &islo (]) (¢ti ,n nad k)

v

polet k-prvkovych podmnoZin mnoZiny o n prvcich
(tj. nezavisle na potadi vybranych prvki)

<n> ! n-(n—1)--(n—k+1)

k)  kKi(n—k)! k- (k—1)---2-1

v

kolika zplisoby si mohu z péti kniZzek vybrat dvé& na dovolenou:

5 51 5-4
(2)‘2!3!_2-1_10

kolika zpiisoby si z on&ch péti mohu vybrat t¥i knihy? (10)

v

v

kolika zpilisoby mohu uloZit p&t knizek do knihovny?
(120, zalezi na poradi!)
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pravd&podobnost

ptiklad: losovani otazek (1)

>

v

v

v

v

student umi' 5 otazek, neumi 10 otdzek z 15 moznych
losuje se dvojice otdzek z onéch 15 otdzek

pravd&podobnost P(A), Ze student nezna ani jednu
z vylosovanych:

elementarni jev: dvojice otazek

prvni otdzka — 15 moznosti, druhd jen 14 moZnosti,
ale nezdleZi na potadi, tedy d&lit 2 (polet kombinacf)

5+ 10 15 151 15.14
M‘( 2 >_<2>_2!13!_ 21 1

pFiznivé elementarni jevy: vylosuje obé z deseti, které neumi

5\ (10 10-9 45 .
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pravd&podobnost

ptiklad: losovani otazek (2)

» pravd&podobnost P(B), Ze zna pravé jednu otdzku

5\ (10 50 ,

» pravd&podobnost P(C), Ze znd obé& otdzky (prdvé dvé)

5\ (10\ 5-4 10 .

» pravdépodobnost P(D), Ze zna aspoii jednu otdzku

60
Mp = Mg + Mc =50 +10 = 60 = P(D) = 1= =57.1 %

» kontrola: Mp + My =M
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pravd&podobnost

pravidla pro pravdépodobnost (1)

» sjednoceni jevii AU B: plati A nebo B
(alespoii jeden z jevii A, B, mohou byt pravdiva ob& tvrzenf)

» pranik AN B: plati A a souasné B (oba jevy A, B soutasng)
P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

» Venn(v diagram (plocha odpovida pravdépodobnosti)

AU B = cela vybarvend plocha
P(A) = 0,42 = zelend + Zediva plocha

P(B) = 0,24 = Zlutd + 3ediva plocha
A -E P(AN B) = 0,16 = Zediva plocha
P(A) + P(B) = (zelend + 3edivd)

+ (Zlutd + 3Zediva)
P(AU B) = 0,42 + 0,24 — 0,16 = 0,50
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pravidla pro pravdépodobnost (2)

v

A jev opaény k jevu A nastava pravé tehdy, kdy? nenastdva
jev A

P(A)+P(A) =1
»  — jev jisty nastava vidy, P(Q) =1
» () — jev nemozny nenastavd nikdy, je jevem opa&nym k jevu
jistému, P(0) =0
nesluditelné jevy: nemohou nastat nikdy soucasng&, navzajem
se vyluluji; jejich priinikem je jev nemozny; pro nesluditelné
jevy plati

v

P(AUB) = P(A) + P(B)
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podmin&nd pst

podminénd pravdépodobnost

» podminéna pravdépodobnost pravdépodobnost jevu A, kdyZ

uz jev B nastal:
P(AN B)

P(AIB) = g

» Venniv diagram

P(B) = 0,24 = Zlutd + Sediva plocha
P(AN B) = 0,16 = Zediva plocha

P(A|B) = %ediva vzhledem k (Zlutd + Zedivd)
A -E P(A|B) = 0,16/0,24 = 0,67, ale
P(A) = 0,42

wyélo P(A|B) > P(A)
jindy mize vyjit také P(A|B) < P(A)
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nezavislost nahodnych jevii
> nezavislé jevy: vyskyt jednoho jevu

neovlivni pravdépodobnost vyskytu druhého
> (definice nezavislosti nahodnych jevi A, B, P(B) > 0):

P(AN B)

P(A) = P(AIB) = — s

«|P(ANB) =P(A)P(B)|

» Venniiv diagram

P(A) = 0,60 = zelend + %edivd

P(B) = 0,40 = Zlutd + 3ediva plocha

P(AN B) = 0,24 = Zediva plocha

B P(A|B) = $ediva vzhledem k (Zlutd + Zediva)
P(A|B) = 0,24/0,40 = 0,60

P(A)-P(B) = P(AN B)

= A a B jsou nezavislé
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podmin&nd pst

idealizovany pftiklad

ndhodné vybrany student ...

A — jednitka ze statistiky, P(A) = 0,3

B — jednitka z matematiky, P(B) = 0,2

AN B — jednitka z obou predméti, P(AN B) = 0,1
pravdépodobnost, Ze je aspofi jedna jednicka:

vV v v v

P(AUB) = P(A)+P(B) —P(ANB)=03+02—01=04

v

jsou jevy A, B nezdvislé? (jsou jednitky ze dvou predméti

nezvislé?) NE, protoze 0,3 - 0,2 # 0,1

jaka je pst jednicky ze statistiky, kdyZ uZ je z matematiky?

P(AnB) 01
P(B) 02

v

P(A|B) = 05

v

pst jedni¢ky z matematiky, kdyZ uZ je ze statistiky:
P(B|A) =0,1/0,3=1/3
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ndhodnd veli¢ina

rozdéleni ndhodné veli¢iny

» nahodna veli¢ina — &iselné vyjadreny vysledek ndahodného
pokusu

» distribu¢ni funkce Fx(x) ndhodné velig¢iny X ur€uje pro
kazdé x pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina nepfekro&i
&islo x:

| Fx(x) = P(X < x)]
(Fx(x) je neklesajici, zprava spojitd)
» diskrétni rozdéleni (pro &etnosti) uréeno seznamem moznych
hodnot a jejich pravdépodobnostmi:

X1, X2y - ..
P(X =x1),P(X =x2),...

> spojité rozdéleni (pro spojité méfitko) ureno hustotou
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ndhodnd veli¢ina

vék matek (n=4838)

h=3 h=2 h=1
— S _

o S _
o AN <
o
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-
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S — o
f=4 o S
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=)
s | o
3 S 8 -
o
8

o o
o S S 7
S
o~
o—l_ o - o -

15 30 45 15 30 45 15 30 45

predstavme si histogram zaloZeny na v&ku v hodindch a na
rostoucim poétu matek, obdlka bude docela hladka
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ndhodnd veli¢ina

> velkd populace, spojitd veli¢ina — intervaly pro t¥idéni mohou
byt kratké, obalce histogramu relativnich €etnosti odpovida
v idealizované predstavé hustota fx(x) [density]

» podobné kumulativnim relativhim éetnostem odpovida
distribuéni funkce [distribution function]

hustota distribu€ ni funkce
o
© — 7
o
(=
P(20<X<=25)=38 % o _|
o
[{=)
o
S
o)
g
< P(20<X<=25)=38 %
o
o <
=
S
- o~
[= S
8 L | o |
R N S ST T T
15 25 35 45 15 25 35 45
vé k matky vé k matky
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ndhodnd veli¢ina

distribué¢ni funkce v bodech a < b
jevy X < aaa< X < b jsou nesluditelné, jejich sjednoceni dd jev X < b

&
o
§ i P(X<b)= P(X<a) +P(a<X<h)
F(b) = F(a +Pla<x<bh)
0 N 1
3 % Z
8 = \ + %
= o
: N7
g
o
8 _ ¥
o T a T T T
0 5 10 15
X
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ndhodnd veli¢ina

pouZiti distribu¢ni fce (obecng)

» F(x) je pravdépodobnost, Ze ndhodnd veli¢ina X
je mensi nez x (nebo stejnd): F(x) = P(X < x)

> je-li a < b, pak ndhodny jev (X < a) je podjev ndhodného
jevu (X < b), proto je pak

F(a) =P(X <a) <P(X<b)=F(b)

(distribu¢ni funkce je neklesajici)

» nahodny jev (X < b) je sjednoceni disjunktnich jevi (X < a)
a (a < X < b), proto plati

P(X<b)=P(X<a)+Pla< X <b)
coz je totéz, jako
F(b) = F(a)+P(a< X <b)
P(a< X < b)=F(a)— F(b)

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 4. ptednaska 4. listopadu 2013 91(226)



ndhodnd veli¢ina

>

bezprostfednim vybérovym protéjskem distribuéni funkce
(jejim odhadem) je empiricka distribu&ni funkce

#(xi < x)

n

Fa(x) =

X; < X3 <...< Xxp, existujici riizné hodnoty
i, N, ..., N, jejich Eetnosti (n =3, n;)
Fn(x) je schodovitd funkce, v bod& x* ma skok n;/n
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ndhodnd veli¢ina

empirickd distribu¢ni funkce (tolary)
skoky odpovidaji &etnostem, nap¥. ve 12 je skok z 0,212 na 0,374 o 16/99=0,162

08

F
04
|

00

T T T T
10 20 30 40

tolary

xF[10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
nj| 7 14 16 10 6 3 9 3 1 5 3
7 21 37 47 53 56 65 68 69 74 77
xf |21 22 24 26 27 28 32 35 36 40 43 45 47
|4 3 3 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1
N; |81 84 87 8 90 91 92 93 95 96 97 98 99

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 4. prednadska 4. listopadu 2013 93(226)



stfedni hodnota

priklad: polty bodii na hraci kostece

n-krat hodime symetrickou kostkou

polet bodi na symetrické kostce Y je ndhodna veli¢ina
1,2, ..., 6 jsou moZné hodnoty

kazdd hodnota ma pravdépodobnost 1/6

n = 100, &etnosti nap¥. 13, 14, 15, 21, 14, 23
y=(13-1+14-24+15-3+21-4+14-5+23-6)/100 = 3,78
vaZeny priimér hodnot 1, 2, ..., 6, vahami jsou relativni
Cetnosti 0,13, 0,14, 0,15, 0,21, 0,14, 0,23

» kazda relativni &etnost odhaduje pravdépodobnost 1/6
» nahrad me ndhodné relativni &etnosti odpovidajicimi
nendhodnymi pravdépodobnostmi

vV V YV VvV VvV VY

» dostaneme nendhodnou st¥edni hodnotu nih. veli¢iny Y

1 1 1 1 1 1 21
ny 6 +6 —|-6 3+6 +6 5+65 6 3,5
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stfedni hodnota

priklad diskrétniho rozdéleni: znamky u zkousky

X,Y zndmky ze dvou predmétii

znamka k 1 2 3 4
P(X=k) |03 04 02 01
P(Y=k)|02 03 03 02

z tabulky nic nepozname o p¥ipadné zavislosti X, Y
jak jednim &islem charakterizovat drover znamek?
oby&ejny primér moznych hodnot by X od Y nerozliil

vV V. vY

pouzijme vazeny pramér, kde vahami zndmek jsou
pravdépodobnosti moznych hodnot

v

dostaneme tak stfedni hodnoty X a Y (populaéni priméry)

px=1-03+2-04+3-02+4-01=21
fpy =1-02+2-03+3-03+4-02=25
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charakteristiky rozdéleni ndhodné veli¢iny (1)

» stfedni hodnota ;x ndhodné veli¢iny X (populaéni primér)
> je to vazeny priimér moznych hodnot

» vahami jsou pravdépodobnosti hodnot

px =EX =x:P(X = x1)+P(X = x)+... = > x-P(X = x)
j

» operator E (expectation) aplikovany na ndhodnou veli¢inu X
spoditd vazeny primér jejich hodnot

> u diskrétniho rozdéleni jsou vahami pravdépodobnosti téchto
hodnot

> pro spojité rozdéleni

,uX_EX_/ x - fx(x) dx
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stfedni hodnota

» stfedni hodnota funkce Y = g(X) nidhodné veli¢iny X
je vazeny primér funkénich hodnot

EY =Eg(X) =) g(x)P(X =x)
P

resp. pro spojité rozdéleni
o
EY =Eg(X)= / g(x)f(x)dx

—00

> populaéni median i spojitého rozdéleni
Fx(ji) = P(X < i) =05

X Cislo, které déli mozné hodnoty ndhodné veli¢iny na dva
stejné pravdépodobné intervaly hodnot vétsich a mensich
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(popula&ni) rozptyl ndhodné veli¢iny X

> vaZeny primér &tvercl vzdalenosti moZznych hodnot od st¥edni
hodnoty

= E(X — ux)?
= (31— ux)?P(X = x1) + (x2 — ux)*P(X = x2) + ...
- Z(Xj — ux)?P(X = x;)
Th= X~ = [ (= P

» (populaéni) smérodatna odchylka
odmocnina z (popula&niho) rozptylu

O'X:\/O'i
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priklad diskrétniho rozdéleni: zndmka u zkousky

zndmka k | 1 2 3 4 w o? o
P(X=k) |03 04 02 0121089 0,943
P(Y=k)|02 03 03 0225|105 1,025

» jednim &islem charakterizovat kolisani zndmek (variabilitu)

» (populaini) rozptyl = vazeny pramér &tverci vzdalenosti
od st¥edni hodnoty

» vahami jsou pravdépodobnosti

ox =(1-21)%-03+(2-2,1)>-04
+(3-2,1)2-02+ (4—2,1)%-0,1 =0,89 = 0,9432

0y =(1-25)%-02+(2-2,5)-0,3
+(3-25)2-03+(4—25)%-0,2=1,05 = 1,025
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vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu
X, Y — ndhodné veli¢iny, a, b konstanty, b > 0

parx=E(a+X)=a+EX =a+ ux
Hp.X= E(bX):bEX:b/JX
uX+y=E(X+Y):EX+EY:;Lx+My

2 2
OatX = 0X> TatX = 0X
2 2 2
O'b.X:bax, O'b.X:‘b’O'X

Ox+y = 0% + 0% +20xy
(vzpometi si: (a + b)? = a° + 2ab + b?)
oxy = E(X — ux)(Y — uy) kovariance X, Y
=(a —px)y1 —py)P(X=x1,Y = )
+(a —pux)(y2 —py)P(X =x1,Y = y2) + ...
(stita se pres vdechny mozné dvojice)
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| nezavisiost forelace binomické rozdeleni normalniozdilent
5. predndska

v

(popula&ni) kovariance a korelace

> binomické rozdéleni

> normalni rozdé&leni

> populace a vybér

» CLV (centrdini limitni v&ta)

> vybérovy primér

> interval spolehlivosti pro st¥. hodnotu
» CLV pro &etnosti

> interval spolehlivosti pro pravdépodobnost
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| nezavisiost forelace binomické rozdeleni normalniozdilent
priklad: zndmky (V = X + Y, 0} # 0% + 03%)

Y sdruZené
X 1 2 3 4 | celkem |rozdéleni
1010 0,10 0,10 0,00 0,30 | X,Y
21010 0,15 0,10 0,05 0,40 | margindlini
31000 0,05 0,10 0,05 0,20 | rozdé&leni X
41000 000 000 0,10 0,10
celkem 1,00

vlastnosti nahodné veli¢iny V:
py =2-0,10 + 3 - (0,10 + 0,10) + 4 - (0,10 + 0,15 -+ 0,00)
5-(0,10 +0,05) + 6 - (0,05 + 0,10) + 7 - (0,05) + 8 - 0,10
=46=pux+p, =21+25
02 =(2—4,6)>-0,10+ (3 —4,6)%-0,20 + (4 — 4,6)*- 0,25
+(5—4,6)2-0,15+ (6 — 4,6)? - 0,15 + (7 — 4,6)* - 0,05
+(8—4,6)%-0,10 =3,04 # 0% + 0% = 0,89 + 1,056 = 1,94
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priklad: zndmky, vypocet kovariance

Y
1 2 3 4
0,10 0,10 0,10 0,00
0,10 0,15 0,10 0,05
0,00 0,05 010 0,05
0,00 0,00 000 0,10

sdruZené pravdépodobnosti

B W N R X

oxy =(1-2,1)-(1-25)-0,10+ (1 —2,1)- (2 —2,5)-0,10
+(1-2,1)-(3-2,5):0,10+ (1 —2,1) - (4 —2,5) - 0,00
+...
+(4-2,1)-(3-2,5)-0,00+ (4 —2,1)- (4 —2,5)-0,10
= 0,55
0y =3,04=089+1,05+2-0,55=0% +0% +2-0ox.y
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_ncesvislost oreloce binomicke roxdelent pomanirosdelent
modelové pojmy a jejich empirické protéjsky

pravdépodobnost P(A) vers. relativni &etnost na/n

stfedni hodnota 1x vers. (vyb&rovy) primér x

(popula&ni) rozptyl 0% vers. (vyb&rovy) rozptyl s2

(popula&ni) sm&rodatna odchylka ox vers. (vyb&rovd)

smérodatna odchylka

(populaéni) kovariance oxy vers. (vyb&rova) kovariance s,
(viz slajd 49)

vV v vy

v

n

1 -

Sy = T 1(Xi = x)(vi —¥)
=

> (popula&ni) korelaéni koeficient px y (teprve bude) vers.
(vyb&rovy) korelaéni koeficient ry, (viz slajd 49)

n — —
_Sxy - 1 Xji — X Yi—Yy
rxy_sxsy_n—lz< Sx )( Sy )

i=1
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nezdvislost nahodnych veli¢in

» ze sdruzeného rozd&leni P(X = x;, Y = y; vzdy miZeme
spotitat marginalni rozdéleni (viz nap¥. slajd 101)

P(X:x,-):ZP(X:x,-,Y:yJ-)

P(Y=y) =) P(X=x,Y=y)

i

» nahodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé, jsou-li nezavislé viechny
ndhodné jevy A, B, kde A je tvrzenio X a B je tvrzenio Y

> k nezavislosti X, Y stadi, kdyZ je
P(X =xi,Y =y;)) =P(X =x;)-P(Y =yj) viechna xj,y;

tj. z marginalnich rozdé&leni Ize obnovit sdruzené rozdéleni

> plati tvrzeni: jsou-li X, Y nezdvislé, potom je nutné oxy =0
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nezavislost

priklad: znamky jsou znamky X a Y nezavislé?

Y

1 2 3 4 | celkem
0,10 0,10 0,10 0,00 0,30
0,10 0,15 0,10 0,05 0,40
0,00 0,05 0,10 0,05 0,20
0,00 0,00 0,00 0,10 0,10
celkem | 0,20 0,30 0,30 0,20 1,00

A wN R X

zfejmé je naptiklad
PX=1,Y=1)=010#P(X=1)-P(Y=1)=0,3-0,2=0,06
nebo
P(X=3,Y=1)=0,00#P(X=3)-P(Y=1)=0,2-0,2=0,04

ndhodné veli¢iny X, Y nemohou byt nezavislé, proto jsou zavislé
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korelace

populaéni korelaéni koeficient

» kovariance oxy je modelovym prot&jskem vyb. kovariance s,,

v

podobné jako vybérovy korelatni koeficient ry, je
populaéni korelaéni koeficient pxy definovdn pomoci
kovariance oxy a smérodatnych odchylek ox, oy

Sxy oxy
SxSy ’ OxXOoy

Ixy =

v

jsou-li X, Y nezavislé, pak je nutné& pxy =0

v

vzdy plati —1<pxy <1

v

ptiklad se zndmkami:

oxy 0,55
oxoy  0,943-1,025

pXy = = 0,569

zndmky jsou nutn& z3vislé, nebot pxy # 0
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binomické rozd&len{

alternativni rozdéleni (Bernoulliovo, nula-jedni¢kové)

nabyvd dvou &iselnych hodnot

» diskrétni, s jedinym parametrem 7 (nikoliv Ludolfovo &islo)

» P(X=1)=m, PX=0)=1-n= 0<m<1)

» X — kolikrat v jednom pokusu doslo k udalosti, kterd ma
pravdépodobnost 7 (jen dv& mozné hodnoty: 0 nebo 1)

» stfedni hodnota (popula&ni primér)
ux =1-P(X=1)+0-P(X=0)=n
> (populagni) rozptyl

0% = (1— px)*P(X = 1) + (0 — ux)* P(X = 0)
=(1-n)? - 74+0-7)% (1—m)
=(1-7n)r+m°(1-n)=n(1—mn)
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binomické rozd&leni bi(n, )

» zapisujeme Y ~ bi(n, )

» diskrétni rozdéleni s parametry n, 7 (0<m<1)
» model binomického rozdé&leni (dilezité)
» n nezavislych pokusl
» v kaZzdém zdar s pravd&podobnosti 7, nezdar s psti 1 — 7
» celk. pocet zdarii Y ma binomické rozdéleni s parametry n, ™
> Y je soulet n nezavislych ndhodnych veli¢in X1, Xo, ..., X,
(X; = potet zdarl v i-tém pokusu)
kazdé X; ma alternativni rozdéleni s parametrem 7
» z vlastnosti stfedni hodnoty sou&tu nah. velicin:
» z vlastnosti rozptylu souétu nezavislych nahodnych veli¢in

0% = nr(1—7)
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binomické rozd&len{

binomické rozd&leni bi(n, )

» pravdépodobnosti moznych hodnot dbinom(k,n,p)

P(Y = k) = <Z>7rk(1 — )"k, k=0,1,,...,n
» pst, Zze v danych k pokusech zdar Z, v ostatnich nezdar N
ZZ...ZNN---Ns psti 7¢(1 — 7)"*
k k

» zvolime k mist pro zdar Z, na ostatnich mistech nezdar N,
poet moZnosti:

<n>_ n! n(n—1)--(n—k+1)

o kl(n—k)! k(k—1)---2-1
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binomické rozd&len{

priklad: koufeni

» vime, Ze mezi dvacetiletymi muZi je (Yfekn&me) 35 % ku¥akd
(nap¥. je-li 70 tisic dvacetiletych, pak je mezi nimi asi 24 500
ku¥aka, ale nevime, ktefi to jsou)

» vybereme ndhodné 60 dvacetiletych muzi, Y — polet kufaki
mezi nimi, tedy Y ~ bi(60, 0,35)

» populagni primér, rozptyl (smérodatna odchylka):
py =60-0,35 =21, o2 =60-0,35-0,65 = 13,65 = (3,7)>

» ukazky pravdépodobnosti moZznych hodnot

dbinom(15,60,0.35)
k 15 17 19 21 23 25

P(Y =k) | 0,029 0,062 0,095 0,107 0,091 0,059
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normalni rozdéleni

normélin{ (Gaussovo) rozd&leni N(p, 0?)
graf hustoty N(u,a2) pro o =2

o
N
o

0
—
o

13,6 % 34,1 % 34,1 % 13,6 %

T T T T T
H—20 H—0O 58 H+o H+20

> spojité rozdé&leni, symetrické okolo stfedni hodnoty p

» maximalni hodnota hustoty je dmé&ra 1/o (\/2172 = Of)
o

» model vzniku: soucet velkého poltu nepatrnych pfispévki
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normalni rozdéleni

priklady pravdépodobnosti o normalnim rozdéleni
> pro X ~ N(,u, 02) plati
lux =EX =p| |0k =E(X - pux)* =07

~ 2 _ Xk
> | X ~ N(u,0?) = Z= - N(0,1)

®(z) = P(Z < y) je distribu¢ni funkce N(0O, 1)

| 2
P(|Z| <c):P(‘X_M‘ <c> =P(X —pl<c-o)
> tedy
P(IX — u| < 1,00 ¢) = 0,683, tj. 68,3 %
P(IX — p| < 2,00 o) = 0,954, tj. 95.4 %
P(IX — u| < 1,96 o) = 0,95, tj. 95 %
P(IX — p| < 3,00 ¢) = 0,997, tj. 99,7 %
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pozndmky

» Y ma logaritmicko normalni rozdéleni, kdyZ log(Y') ma
normalni rozd&leni (koncentrace, hustoty .. .)
> zajimavé kvantily: gnorm(0.975)

2(0,975) = 1,96 tj. P(Z > 1,96) = 2,5 %
2(0,975) = 1,96 tj. P(Z < —1,96) = 2,5 %
2(0,975) = 1,96 tj. P(|Z| > 1,96) =5 %
2(0,995) = 2,58 tj. P(Z > 2,58) = 0,5 %
2(0,995) = 2,58 tj. P(Z < —2,58) = 0,5 %
2(0,995) = 2,58 tj. P(|Z| >2,58) =1 %
2(0,950) = 1,64 tj. P(Z > 1,64) =5 %
2(0,950) = 1,64 tj. P(

2(0,950) = 1,64 tj. P(

7 <-164)=5%
1Z| > 1,64) = 10 %
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normalni rozdéleni

priklad: mladi volejbalisti

» predpoklad: vyska desetiletych chlapci: N(141,5,72)

» Jaky dil populace desetiletych chlapcii ma vysku aspoii
149 cm, aby o né mél zdjem trenér volejbalu?
(pFedpokldddme, Ze vysku uréujeme s pfesnosti na centimetr)

P(X > 148,5) =1 — P(X < 148,5)

P (X— 1415 _ 1485 — 141,5) P (X— 1415 _ 1)

7 - 7 7
=1-¢(1)=1-0,841 = 0,159
» Jaky dil této populace ma vysku v rozmezi od 142 do 148 cm?
P(141,5 < X < 148,5) = P(X < 148,5) — P(X < 141,5)
=0,841 — 0,5 =10,341
(Prot je P(X < 141,5) = 0,57)
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» populace a vybér

> reprezentativnost a rozsah vybéru
» chovani vybérového priméru
> centrdlni limitni véta

» interval spolehlivosti
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populace/vyb&r

populace a vybér

>

populaci (zékladni soubor) charakterizujeme pomoci
parametr(i rozdéleni, pfipadné typu rozdé&leni
vysledkem méFeni na nahodné vybraném prvku populace
(zdkladniho souboru) je nahodna velitina
skute¢né hodnoty parametr(i nezname
» chceme parametry odhadnout
» chceme rozhodnout o platnosti tvrzeni (hypotézy)
o parametrech nebo o typu rozdé&leni
jako vybér si predstavujeme nékolik nezavislych nahodnych
veli¢in se stejnym rozd&lenim (moznd s neznamymi
parametry), tj. méFeni téZe vlastnosti na riiznych objektech
» parametry odhadujeme na zaklad& vybéru
» o hypotézich rozhodujeme na zadkladé vybéru
priklady
» stfedni hodnotu ndhodné velitiny (popula&ni primér)
odhadujeme pomoci vybérového priméru
> rozptyl ndhodné veli¢iny odhadujeme pomoci vybérového
rozptylu
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priklady

» volebni preference

» populace: viichni opravnéni voli¢i (jejich preferovana strana)
vyb&r: respondenti, ktefi odpovédéli (odpov&di respondenti)
hodnocend vlastnost: podily voli¢d jednotlivych stran
hodnoceny parametr: 7y, ..., 7, psti jednotlivych stran
odhad parametru: relativni etnosti voli¢l jednotlivych stran ve
vybéru

vV vy vy

> vySky desetiletych hochii
» populace: vichni desetileti hosi (jejich vysky)
vybér: zmé&feni desetileti hosi (jejich vysky)
hodnoceny znak: vy$ka postavy ndhodné vybraného chlapce
hodnoceny parametr: populaéni priamér p
odhad parametru: vyb&rovy primeér, interval spolehlivosti pro p

vV vy VvVvYy

> zavér: pfi opakovaném poftizeni vyb&ru dostaneme po kazdé
jiny odhad, odhad je tedy nahodny
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populace/vyb&r

vlastnosti vybéru

> reprezentativnost vybéru
» schopnost reprezentovat celou populaci
> ve vlastnostech, které mohou souviset s danym Setfenim, ma
sloZeni vybéru zhruba odpovidat sloZeni populace
napt. podil Zen, podil vysokoskolakd, podil diichodcl ...
neni-li vyb&r reprezentativni, jsou odhady vychylené,
nejsou nestranné, odhaduji néco jiného, nez chceme
> napt. reprezentani muZstvo jisté neni reprezentativnim
vyb&rem organizovanych fotbalisti
» rozsah vybéru
» pocet vySetfovanych (nap¥. dotazovanych) jednotek
» ovlivni variabilitu odhadd, jejich kolisani
» neovlivni reprezentativnost vybéru &i nestrannost odhadi
reprezentativnost a rozsah vybé&ru jsou r(izné vlastnosti
» dobry stfelec ma viechny zdsahy v ter&i blizko sebe (mald
variabilita odhadu)
» pokud vzduchovka zanasi, i dobry st¥elec stfili mimo stfed
terce (vychylen)
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Sta



priklad: vk matek

Cerné hustota normalniho rozdéleni, &ervené hustota logaritmickonormalniho rozdéleni

tnost

Ce
0.04
|

vé k matky
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vyb&rovy pri

v ©

priklad: histogram populace a histogramy priiméri

Sitky interval( stejné, variabilita priiméri s rostoucim n klesa

populace n=1
2000 — — —
1500 — 150
1000 — 100 —|
500 — 50
o o -
T T T T T T 1 T T T T T T 1
1s 20 25 30 35 a0  as 1s 20 25 30 35 a0  as
n=10 Nn=100
250 — n
1 150 —
200 —
150 —| 100 —
100 —|
50 —
50 —
o - o -
T T T T T T 1 T T T T T T 1
15 20 25 30 35 40  as 15 20 25 30 35 a0  as
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vyb&rovy primér

chovani vybérového priiméru z ndhodného vybéru

. - 1
> prumér X1, Xo, ... X X:nle,-
1=

» necht X1, Xp,...X, jsou nezvislé ndhodné veli¢iny

s libovolnym stejnym rozdélenim se stfedni hodnotou p
a rozptylem o2, tj. ndhodny vybé&r z onoho rozdéleni

> pripomeiime vlastnosti stfedni hodnoty, zejména

Ex+y = px + py, Hb.x = b px

> proto pro stfedni hodnotu vybérového priméru plati

_ 1 1< 1
EX = jix =iy x = ML D = =g
i=1

» EX = ux = u, tj. X je nestranny odhad parametru

Statistika
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variabilita vybé&rového priiméru

> pro rozptyl nezavislych ndhodnych veli¢in plati

2 2 2 2 2 2
Oxt+y = 0x + 0y Ohx = b0k
> proto je
1< 1 o?
2 _ 2 _ 2 2_ 0
=iy X T 2% =
i=1
» prim&r X ma tedy rozptyl n-krat mensi, ne? jednotliva
pozorovani
» sti¥edni chyba priméru = smérodatnd odchylka priiméru
- o
S.EE(X) = 7 Standard Error (of Mean, S.E.M.)
n
» sti¥edni chyba odhadu néjakého parametru = smérodatna

odchylka tohoto odhadu
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priklad: vék matek

>

>

>

>

vyjime&ny umély ptiklad, kdy zndme celou populaci

populace obsahuje 10 916 hodnot

rozdéleni véku je vyrazné& nesymetrické

provadén vybér rozsahu n, vZdy spolitan priimér

vyb&r B-krat opakujeme (spo&itdno B = 1000 primé&ri)
spoditany charakteristiky z B priimé&ri jako vychozich hodnot,
(mod¥e charakteristiky celé populace nebo hodnoty z nich

odvozené)
n prim&r sm. odch. o/y/n
1 25,43 4,62 4,94
10 25,35 1,54 1,56
100 25,39 0,48 0,49
populace | © =2540 o = 4,94 4,94
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vyb&rovy pri

v ©

priklad: histogram populace a histogramy priiméri

Sitky interval( stejné, variabilita priiméri s rostoucim n klesa

populace n=1
2000 — — —
1500 — 150
1000 — 100 —|
500 — 50
o o -
T T T T T T 1 T T T T T T 1
1s 20 25 30 35 a0  as 1s 20 25 30 35 a0  as
n=10 Nn=100
250 — n
1 150 —
200 —
150 —| 100 —
100 —|
50 —
50 —
o - o -
T T T T T T 1 T T T T T T 1
15 20 25 30 35 40  as 15 20 25 30 35 a0  as
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vyb&rovy primér

priklad: histogram populace a histogramy vybérii

Sitky intervall pFizpisobené variabilit&, s rostoucim n se zlepSuje normalita

populace n=1
2000 — — —
1500 — 150
1000 — 100 —|
500 — 50
o - o -
T T T T T T 1 T T T T T 1
15 20 25 30 35 40 45 1s 20 25 30 35 a0
n=10 Nn=100
250 — — —
150 —
200 —
150 —f 100
100 |
50 —|
50 —
o - o -
T T T T T 1 T T T 1
20 22 24 26 28 30 24,0 25,0 26.0 27.0
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priklad: shrnuti
> spoditany charakteristiky z B = 1000 primér( jako vychozich

hodnot, (mod¥e charakteristiky celé populace nebo hodnoty
z nich odvozené)

n prim&r sm. odch. o/y/n Zikmost 3picatost

1 25,43 4,62 4,94 0,74 0,29

10 25,35 1,54 1,56 0,28 -0,04

100 25,39 0,48 0,49 0,08 -0,05
populace | 1 =25,40 o =494 4,94 0,77 0,19

> priiméry kolisaji kolem populaéniho priméru u
» smérodatné odchylky s rostouci hodnotou +/n klesajf
» Sikmost a $pifatost se s rostoucim n blizi k nule

> je nadégje, Ze s rostoucim n je histogram podobnéjsi hustoté
normalniho rozdéleni — projev centrdini limitni véty
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centrdlni limitni v&ta (CLV)

> vlastnost souctu nezavislych ndhodnych veliin se stejnym
rozd&lenim (s populaénim priim&rem 1, popul. rozptylem o2)
> primér je soulet déleny poétem séitancl
= pro priimér plati CLV také
» standardizovany sou&et (primér) n nezavislych nahodnych

veli¢in lze pro velké n aproximovat normalnim rozdélenim
N(0,1)

S Xi—n-p X —p .
=== = ~ N(0,1
o~ ——Vn~N(0,1)

» pro velkd n se vyb&rovy primér chova, jako by $lo o vybé&r
z normalniho rozdé&lenfi, a to bez ohledu na vychozi rozdéleni

X~ N(p,02/n)
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int. spol. pro

interval spolehlivosti pro populaéni primér p

> pro nezavislé ndhodné veli¢iny Xi,..., X, ~ N(,u,a2) plati
X ~ N(p,a%/n)
X —

> proto je Z= ~ N(0,1)

U/f
» pouZzijeme kvantil rozd&leni N(0, 1) (nebot Z ~ N(0,1))

P(i(/?//; <z(1—a/2)>_1—a

» hodnota nezndmého parametru p je s pravdépodobnosti 1 — «
pokryta intervalem

(X - 72(1 —a/2) X + f 2(1 - a/2)>

> vzhledem k centrdlni limitni v&t& lze pouZit pro velkd n i bez
pozadavku na normalni rozdéleni X;
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int. spol. pro

100 intervall spolehlivosti (n =100, 1—a =95 %)

i

T T T T T T
(o] 20 40 60 80 100

28

2

int. spol.

25
\

24
\

23
\

simulace
= 25,398 je populaéni primér véku 10 916 matek
v 7 pFipadech interval neprekryva u
(realizace ndhodné veli¢iny s rozdélenim bi(100, 0,05))
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pfiklad: 1Q vysokoskolaki

> u n =16 nidhodné vybranych studentd jisté fakulty byla
zjisténa hodnota 1Q

» metoda méFeni IQ je konstruovédna tak, Ze je 0 = 15

> vySel primér x = 110

> co lze ¥ici o populaénim priiméru vech studentd oné velké
fakulty?

» 95% interval spolehlivosti (z(0,975) = 1,96):

15 15
(110 — 77 - 1,96, 110 + - 1,96) = (102,65; 117,35)

» skutegny popula&ni primér u (v3ech studentl oné fakulty)
lezi s 95% pravdépodobnosti mezi 102,65 a 117,35

1 lezi's 90% pravdépodobnosti mezi 103,83 a 116,17

v
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int. spol. pro

vlastnosti intervalu spolehlivosti pro p

> délka intervalu roste s poZadovanou spolehlivosti
» 90% interval (103,83; 116,17) m3 délku 12,34
> 95% interval (102,65; 117,35) m4 délku 14,70
» délka intervalu klesd s rostoucim po¢tem pozorovani n
» pro n = 16 ma 95% interval (102,65; 117,35) délku 14,70
» pro n=4-16 = 64 ma 95% interval (106,325; 113,675)
délku 7,35, tedy polovi¢ni (1/v/4 =1/2)

» kolik pot¥ebujeme pozorovani, aby mé&l 95% interval délku 267
o
Vvn
» v prikladu s IQ poZadujeme § = 5:

15 2
—(2196) =35
= (510)

g
—=Z

(l-af2)=6 = n:<5(1—a/2))2
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int. spol. pro

interval spolehlivosti pro i (neznamé o)

» nezname-li o, nahradime je pomoci vybérové smér. odchylky

n

S= > (X - X)

n—1».17
i=1

> interval spolehlivosti pro u:

(X — ;tn_l(l —af2); X + jﬁtn_l(l - a/2)>

» poutziti kritické hodnoty t,_1(1 — «/2) Studentova t-rozd&leni
misto kritické hodnoty z(1 — «/2) je penalizaci za to, Ze
nezndmou smérodatnou odchylku o jsme nahradili jejim
odhadem S

» plati totiz t,—1(1 — a/2) > z(1 — «/2), s rostoucim n se
rozdil zmen3uje

» délku intervalu spolehlivosti uréuje zejména stfedni chyba
priméru, tedy S/\/n
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priklad: vyska postavy

» studenti odhadovali vysku ptrednasejiciho;
predpokladejme, Ze nestranné a nezdvisle na sobé

> n=22, X=1724, s — 4032
» z tabulek: t1(0,975) = 2,080

4,032 2.080: 1724 + 4,032
V22 V22

(172,4 — +2,080)

(170,6; 174,2)
» = skutend vyska je s pravdépodobnosti 95 %

nékde mezi 170,6 cm a 174,2 cm

» podobng& (170,9;173,9) je 90% interval spolehlivosti
resp. (170,0; 174,8) je 99% interval spolehlivosti

> Jak byste reagovali na tvrzeni pfednasejiciho, Ze mé&¥ 174 cm?

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 6. prednaska  18. listopadu 2013



CLV pro &etnosti

centralni limitni véta pro Cetnosti

» co Fikala CLV?

» méjme n nezdvislych opakovéani pokusu, kde sledovany jev
(zdar) nastane s pravdépodobnosti 7
» absolutni ¢etnost Y
» Y — soulet nezavislych veli¢in X; s alternativnim rozdélenim
Y=31X
populaéni primér X; je 7
populaéni rozptyl X; je w(1 — )
Y ~ bi(n, ), proto podle CLV pro velkd n plati p¥iblizn&

v

vV vVvYyy

Y ~ N(nm,nn(1 —x))

> relativni &etnost f = % =150 X
» f — primé&r nezdvislych veli¢in s alternativnim rozdélenim

» f ~N(m,m(1l—m)/n)
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priklad: polet studentek

» zkuZenost: mezi uchaze&i o studium byva 45 % divek
> s jakou pravdépodobnosti bude p¥i 500 p¥ihlaskach pocet
divek mezi 200 a 220 (v&etn&)?

> Y ~ bi(500,0,45) ma py = 500 - 0,45 = 225,
0% =500-0,45-0,55 = 123,75, tedy oy = 11,1

11,1 11,1

P(200 < Y < 220) = & (2205_225> P <M>

» hledand pravd&podobnost je p¥iblizn& 33,2 % (presn& 33,3 %)

pnorm(220.5,500%0.45,sqrt (5600%0.45%0.55))
- pnorm(199.5,500%0.45,sqrt (500%0.45%0.55))

pbinom(220,500,0.45) - pbinom(199,500,0.45)

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 6. pfednaska 18. listopadu 2013



int. spol. pro pst

interval spolehlivosti pro podil (pravdépodobnost) 7

v

7w — podil prvkli populace s danou vlastnosti
» 7 — pst, s jakou takovy prvek vylosujeme
» polet prvki ndhodné& vybranych s onou vlastnosti Y ~ bi(n, )

» stfedni chyba relativni etnosti Y/n = f

= smérodatnd odchylka relativni ¢etnosti

= odmocnina z rozptylu relativni ¢etnosti f, tedy @
» pravdépodobnost m nezndme, odhadneme ji pomoci f

» odtud je p¥iblizny 95% interval spolehlivosti pro 7

(f—1,96.,/f(1n_f);f+1,964/f(1n_f)>

» skutena pst 7 je tedy s 95% psti v uvedeném rozmezi

> existuje presn&jsi (pracn&jsi) postup

Statistika
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int. spol. pro pst

ptiklad: hody s hraci kostkou

» odhadujeme pravdépodobnost Sestky
> kostka A: n =100, Yq = 17,4 = 0,17

(0’17 /017 083 0174196 /0,17 - 083)

(0,10;0,24)

> kostka B: n =100, Yg =41, fg = 0,41

0 41 O 59 0,41-0,59
41 — Y il
(O’ T 196\ "0 )

(0,31;0,51)

» ddlezity rozdil: u kostky A patfi 1/6 = 0,167 do intervalu
spolehlivosti; u kostky B nikoliv; miZe to néco znamenat?
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statisticka indukce

v

v

testovani hypotéz

v

p-hodnota

v

test o podilu (o psti) 7

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 7. prednaska  25. listopadu 2013



statistickd indukce

populace a vybér

>

populaci (zékladni soubor) charakterizujeme pomoci
parametr(i rozdéleni, pfipadné typu rozdé&leni
vysledkem méFeni na nahodné vybraném prvku populace
(zdkladniho souboru) je nahodna velitina
skute¢né hodnoty parametr(i nezname
» chceme parametry odhadnout
» chceme rozhodnout o platnosti tvrzeni (hypotézy)
o parametrech nebo o typu rozdé&leni
jako vybér si predstavujeme nékolik nezavislych nahodnych
veli¢in se stejnym rozd&lenim (moznd s neznamymi
parametry), tj. méFeni téZe vlastnosti na riiznych objektech
» parametry odhadujeme na zaklad& vybéru
» o hypotézich rozhodujeme na zadkladé vybéru
priklady
» stfedni hodnotu ndhodné velitiny (popula&ni primér)
odhadujeme pomoci vyb&rového priméru
> rozptyl ndhodné veli¢iny odhadujeme pomoci vybérového
rozptylu
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testovdni hypotéz

pro¢ testovani hypotéz

» ptipomenime 95% intervaly spolehlivosti pro Sestku u kostek:
» kostka A: (0,10; 0,24)
» kostka B: (0,31; 0,51)
» znamend n&co, kdyz 1/6 = 0,167 leZi &i neleZi v 95% intervalu
spolehlivosti?

> nelze bezpelné poznat, ze kostka A neni falena nebo Ze
kostka B je fale$nd

> intervaly spolehlivosti uréily rozmezi, kde by skute¢na
pravdépodobnost Sestky méla byt, spolehlivost intervali je
velkd, ale omezend

> musime pfipustit, Ze jsme mohli mit smilu, Ze se v nasich
pokusech nahodou realizovaly malo pravdépodobné moZnosti,
pfestoze k takové smiile dochazi jen z¥idka

> potfebujeme standardizovana pravidla, jak rozhodovat
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testovdni hypotéz

proc

Statistika

testovani hypotéz

v

V prikladu o IQ studenti jisté fakulty jsme dostali

95% interval spolehlivosti pro populagni priimér tvaru
(102,65;117,35). Jak rozhodnout o pravdivosti tvrzeni, Ze
studenti této fakulty jsou inteligentnéjsi, neZ b&Zna populace?

» V ptikladu o vysce prednadejiciho jsme dostali 95% interval
spolehlivosti pro popula&ni pramér tvaru (170,6; 174,2). Jak
hodnotit prohldseni pfednasejiciho, Ze mé&fi 174 cm?

» pottebujeme standardizovana pravidla, jak rozhodovat

» nulova hypotéza — tvrzeni o populaci (zakladnim souboru)

> rozhodujeme na zdkladé dat z vybéru

> nelze zarudit bezchybnost rozhodnuti
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testovdni hypotéz

hypotézy a moZna rozhodnuti

» mozné statistické hypotézy
» (nulova) hypotéza Hy: — zjednoduuje situaci,
porovnavané populace se nelidi, vySetfované znaky jsou
nezavislé . .. (u soudu: obvin&ny je nevinny)
tedy 24dny (tj. nulovy) rozdil, 24dn3 (tj. nulova) zavislost
» zpravidla se snazime Hy vyvratit, abychom vécné& néco prokazali
(vyjimkou je ov&fovani predpokladil &i test dobré shody)
» alternativa H;: (alternativni hypotéza) — opak nulové
hypotézy, zpravidla to, co chceme vécné dokazat
» volba co je Hp je pevné& spojena s testem, nezavisi na nds;
volime Hg, ta nabidne test
» mozna rozhodnuti
» zamitnout Hy pokud naSe data sv&d&i proti Hg
(u soudu: obving&ného odsoudit)
» nezamitnout Hy (p¥ijmout Hg) pokud neni dost divodi Hg
zamitnout (neni dost divodil k odsouzenf)
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testovdni hypotéz

chyby v rozhodovani

> nelze zarudit bezchybnost rozhodnuti, mohou nastat chyby:
» chyba 1. druhu, kdyZ zamitneme platnou (pravdivou)
hypotézu Hg
» chyba 2. druhu, kdyZ nepozndme, Ze hypotéza Hy neplati a
nezamitneme ji (p¥ijmeme ji)
» nechceme p¥ili§ &asto chybné zamitat Hg, délat chybu 1. druhu
(tedy fale¥n& n&co vécné prokazovat)

> proto se snazime chyb& 1. druhu pokud moZno vyvarovat,
i kdyZ ji nelze vyloudit

» hladina testu o = maximalni p¥ipustnd pravdépodobnost
chyby 1. druhu (zpravidla a = 0,05, tj. « = 5 %)

» sila testu = pravdépodobnost spravného zamitnuti neplatné
hypotézy
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testovdni hypotéz

schéma rozhodovani

rozhodnutf Ho plati Hp neplati
Ho zamitnout chyba 1. druhu spravné rozhodnuti
(pst < a) (pst 1— 5)
hladina testu sila testu
Hp nezamitnout | spravné rozhodnuti | chyba 2. druhu
(pFijmout) (pst > 1—«) (pst )

» na zakladé& dat volime rozhodnuti (¥adek)

» nevime, kterd skute¢nost (ktery sloupec) plati
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testovdni hypotéz

klasicky postup p¥i rozhodovani

» zvolit (nulovou) hypotézu Hy, alternativu Hy
» zvolit hladinu testu « (zpravidla 5 %)
» zvolit metodu rozhodovani (ktery test pouZit)

» z dat spoditat testovou statistiku T a porovnat ji
s tabelovanou kritickou hodnotou
(jest€ pohodIng&jsi bude: porovnat p-hodnotu s hladinou «)

» kriticky obor — mnoZina téch vysledk(i pokusu
(nap¥. hodnot T), kdy budeme hypotézu zamitat

> kdyZ padne statistika T do kritického oboru, pak hypotézu
zamitnout (zpravidla, kdyz T > ty, kde ty je kritickd hodnota)
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testovdni hypotéz

ptiklad: padad na kostce Sestka pfilis ¢asto?
Franta si svoji kostku mozna néjak vylepsil

» chceme na 5% hlading prokdzat, Ze pravd&podobnost 3estky
na dané kostce je v&tsi, nez by méla byt (tj. v&tsi nez 1/6)
Ho : P(padne 3estka) = 1/6 (m =mo)
H; : P(padne Sestka) > 1/6 (m > mo)
provedeme n = 100 pokusl, Y je polet Sestek v nich

vV vV v VY

co sv&d&i pro neplatnost hypotézy? Je to situace, kdy
»Sestka padd mnohem £astéji, nez by méla padat za Hp"

» tvar kritického oboru: hypotézu zamitat, kdyZ Y > v

» za platnosti Hy m3 potet Sestek Y rozdéleni bi(n,1/6)

» velikost kritického oboru: y; zvolime tak, abychom hypotézu
za jeji platnosti zamitali s pravdépodobnosti nejvyse a, tj.

Po(Y > yo) <«
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priklad: jak zvolit kritickou hodotu yy?

>

n&které pravdépodobnosti pro Y ~ bi(100,1/6)

Yo 19 20 21 22 23 24

Po(Y > ) | 0,220 0,152 0,100 0,063 0,038 0,022

podminku Po(Y > yp) < 0,05 = « splitiuje yo = 23

padne-li ve 100 nezavislych hodech kostkou vice neZ 23 Sestek,
budeme na 5% hladin& zamitat hypotézu, e pst Zestky je
1/6 ve prospéch alternativy, 7e pst Sestky je v&tsi nez 1/6
(ddno zvolenou alternativou)

na kostce A ndm padlo 17 Sestek, hypotézu nezamitame

(to ale neznamend, Ze bychom hypotézu prokazali!ll)

na kostce B ndm padlo 41 Sestek, hypotézu zamitame

pro a = 10 % bychom zvolili yy = 21,
bylo by v8ak vétsi riziko zamitnuti platné hypotézy
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testovdni hypotéz

priklad: sila testu

> sila testu = pst, Ze hypotézu zamitneme, kdyZ ona neplati

» p¥i 100 hodech hypotézu na 5% hlading zamitdme, je-li
Y >23

» necht je ve skute€nosti m = 1/4, pak hypotézu zamitneme
(vysledek pokusu padne do kritického oboru) s psti

100

100 1 k 1 100—k
P(Y>23):Z<k>(4> <1—4> = 0,629
k=24

1-pbinom(23,100,1/4)
» pro ™ = 0,25 je tedy sila testu 62,9 %

» pro ™ = 0,3 je podobné sila testu rovna 92,4 %
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priklad: sila testu

z3vislost sily testu nulové hypotézy Hp : m = 1/6 proti
jednostranné alternativé Hy : 7 > 1/6

e
—

«© |
(=}

sila

0.4

0.2

0.0
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rozhodovani pomoci p-hodnoty

» p-hodnota p je nejmensi «, pti kterém z danych dat nulovou

hypotézu Hg jesté zamitdme

» p-hodnota p je za platnosti Hy spoditana pravdépodobnost

vysledki stejn& nebo méné pFiznivych pro Hg, neZ ten, ktery
opravdu nastal

» Hp zamitdme pravé tehdy, kdyZ je

» p-hodnotu poéitaji moderni pocitacové programy

> existuji Ulohy, kdy se rozhoduje pouze podle p-hodnoty

(nap¥. Fisheriiv exaktni test ve &tyFpolni tabulce)

» statistické rozhodovani:

spoditat k T odpovidajici p-hodnotu a porovnat ji s «

» nulovou hypotézu zamitnout, je-li
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priklad: rozhodovani pomoci p-hodnoty

Statistika

» snaZime se prokdzat, Ze Sestka padd p¥ili§ &asto (Hy : m > 1/6)
» hypotéza Hg : m = 1/6, kriticky obor: Y > yp = 23
» na kostce A padlo 17 Sestek, proto (psti binomického

rozdélenf)

100 k 100—k
100 1 1

k=17
=1—Py(Y < 16)

» protoZe 50,6 % > 5 %, hypotézu nemiZeme na 5% hlading

zamitnout, nemuiZeme tvrdit, Ze pst Sestky je vétsi nez 1/6

» neprokazali jsme v3ak, Ze by hypotéza platila
» na kostce B padlo 41 Sestek

p="Po(Y >41)=1—-Po(Y <40)=7,4-10"°

hypotézu zamitame 1-pbinom(40,100,1/6)
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priklad: kostka a oboustranna alternativa

» chceme ovéfit, zda je kostka v poradku

» pokusime se prokdzat, Ze pst Zestky je v&tsi nez 1/6 (pak
Sestka pada p¥ili§ Casto) nebo je mendi nez 1/6 (pada ptili3
z¥idka) (oboustranna alternativa)

» Ho : P(padne 3estka) =1/6 (m =mo)

» H; : P(padne 3estka) # 1/6 (m # mo)

> proti hypotéze svéd¢i malé nebo velké hodnoty Y

» pst chyby 1. druhu « rozdélime na dvé& poloviny:
a/2 pro pfilis malé Y, «/2 pFili§ velké Y
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priklad: kostka, oboustranna alternativa

Yo 9 10 11 ... 23 24 25
Po(Y <o) | 0,010 0,021 0043 ... 00937 062 0,078
Po(Y > yo) | 0,979 0,957 0,922 ... 0,038 0,022 0,012
Po(Y = o) | 0,012 0,021 0,035 ... 0025 0,016 0,010

» a = 0,05, tj. «/2 =0,025 (resp. « = 0,1, tj. «/2 = 0,05)
> Hp zamitneme, kdyz bude Y < 10 nebo kdyz bude Y > 24
> skute¢na pst chyby 1. druhu bude 0,021 + 0,022 = 0,043
» pbinom(9,100,1/6)+(1-pbinom(24,100,1/6))

» hodnoty v rozmezi 10 aZ 24 (v&etn& mezi) nesv&dii proti Ho
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test o podilu (o psti) m

oboustrannd alternativa (pfiblizng&)

» Ho : m = mp, napt. P(padne Sestka) = 1/6

» Hi : 7 # mo, napt. P(padne Sestka) # 1/6

> proti hypotéze sv&d¢i Y hodné daleko od py = nmg (po&itame
za platnosti hypotézy), tj. rel. &etnost f = Y'/n daleko od o

> zavedeme

Y — f—
7 — nmo _ 0 \/E

nmo(1 — 7o) mo(1 — 7o)

» hypotézu zamitneme, bude-li Z daleko od nuly:
1Z] = 2(1 - «/2)
» pro « =5 % zamitdme hypotézu, je-li |Z| > 1,96
» Ya =17, za = 0,089, p = 92,9% (nezamitneme)
95% int- spol. (0,10; 0,24) p¥ekryva hodnotu 1/6 = 0,167
» Yg =41, zg = 6,529, p < 0,01% (zamitneme)
95% int- spol. (0,31; 0,51) neptekryva hodnotu 1/6 = 0,167
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Jjednovyb&rovy test

zménila se za deset rokil vyska desetiletych hochii?

v

v roce 1951 byla primérna vyska desetiletych hochii 136,1 cm
(zjist&no z velkého vyb&ru o tisicich mé&feni)

v

v roce 1961 bylo zméFeno 15 ndhodné vybranych desetiletych
hocht (vysky v cm): 127 130 133 136 136 138 139 139 139
140 141 142 147 149 151

» x=139,13cm, n=15
» znamen3 to, Ze po deseti letech jsou desetileti opravdu vy3si?
> co je vyska desetiletych hochi? (popula&ni primér)
» stadi k dikazu, Ze 10 hochi je vétsich nez 136,1 cm
a jen 5 mensich nez 136,1 cm?

> stadi k dikazu skutecnost, Ze novy vybérovy priimér je o 3
cm Vvétsi neZ hypotézou predpokladany populaéni primér?
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test o stfedni hodnoté 1 normdlniho rozdéleni
jednovybérovy t-test
» predpokladame Xy, Xo, ..., X, ~ N(,u,02), nezavislé
» o > 0 odhadneme pomoci S = \/nll ST (X — X)2

» rozptyl X odhadneme pomoci S2/n, stfedni chybu X
odhadneme jako S.E.(X) = S/v/n
» Ho: = o (1o zndma konstanta)

T Xt Xk
S.E.(X) S

statistika T ma za Hg Studentovo t-rozdéleni s n — 1 st. vol.
» kdy hypotézu Hy zamitdme (kriticky obor):
» Hip:p # po (oboustrannd alternativa) |T| > th—1(1—/2)
» Hi:p > po (jednostranna alternativa) T>th-1(1— )
» Hi:p < po (jednostranna alternativa) T<—-t-1(1—a)
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souvislost s intervalem spolehlivosti

> pripomeiime interval spolehlivosti pro u

X — \;t,,_l(l —a/2) < pu< X+ \;tn_l(l —«a/2)
X —SE(X) tar(l—a/2) <p< X +SE(X) thr(1—a/2)

> |ze pFepsat jako

X —
IT| = ‘5“\/5 < to1(l—a/2)

» Hp : u = po tedy nezamitneme na hlading « p¥i oboustranné
alternativé, pravé kdyz po lezi v 100(1 — a)% intervalu
spolehlivosti

» interval spolehlivosti obsahuje takové hodnoty .,
které bychom jako hypotézu nezamitli
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priklad: vysky desetiletych hochi

» mame Ho : = po = 136,1, Hy : > po = 136,1
» kriticky obor: X se p¥ili3 li&f od pg ve sm&ru zvolené alternativy
» spolitame

t.test(hosi,mu=136.1,alternative="greater")

139,13 — 136,1
b i YL | |
556 V15 = 1,79

» na 5% hladin& p¥i jednostranné alternativé p > pg hypotézu
zamitdme, nebot t14(0,95) = 1,76 (p = 4,7 %)
» na 5% hlading jsme prokazali, Ze vyska desetiletych vzrostla

» 05% int. spolehlivosti pro populagni primér vysek hochi:
jednostranny: (136,2; c0), oboustranny (135,5; 142,8)

» na 5% hladin& p¥i oboustranné alternativé bychom hypotézu
nezamitli, nebot t14(0,975) = 2,14 (p = 9,5 %)
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Jjednovyb&rovy test

ovéfeni normality

» nulova hypotéza Hg : data maji normalni rozdé&leni

» graficky: pfedstavu d4 normalni diagram (probability plot):
porovnd idedlni p¥edstavu na ose x se skute¢nosti na ose y

» Shapirv-Wilkiv test hodnoti normalni diagram

150
I

qgnorm(vysky);
qqline (vysky)

140 145

Sample Quantiles

135

shapiro.test (vysky)
W = 0.9663
p-value = 0.7998

130
I

T T T
-1 0 1

Theoretical Quantiles

Ho : data maji normalni rozd&leni jsme nezamitli (p > 0,05),
normalni rozdéleni mizeme predpokladat
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pouZiti Excelu (Analyza dat, Popisnd statistika)

prednaska Excel hosi

pramé&r St¥. hodnota 13913 | | 139,13 — 3,63
stfedni chyba Chyba st¥. hodnoty | 1,693 — 135,50
median Median 139

modus Modus 139 > 139,13 + 3,63
s Smr. odchylka 656 | = 14276

s2 Rozptyl vyb&ru 42,98 | > 95% interval
gpicatost Spicatost 0,006 spolehlivosti:
gikmost Sikmost 0,090 (135,5; 142,8)
rozpéti Rozdil max-min 24 > ug = 136,1 je
minimum Minimum 127 v int. spolehlivosti
maximum Maximum 151 > pFi oboustranné
soulet Soudet 2087 alternativé jsme
rozsah vybéru n Pocet 15 nezamitli Ho
pol. $itka int. spol. | Hladina spol. 3,63
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» dvouvybé&rovy t-test

» Manntv-Whitneylv test
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dvouvybérovy t-test

porovnani dvou populaci (dvouvyb&rovy t-test)

Vysky desetiletych

» piiklad: lisi se desetileté 2 - .
divky vyskou postavy od :
desetiletych hochii? 2 ‘ |
(tvrzeni o vSech d&tech) 3

» vyb&r hochii zndme, S -

X = 139,13 cm, |
sx = 6,56, n, =15 8 }

> vygky divek: 131, 132, i |
135, 141, 141, 141, 141, 84 —
142, 143, 146, 146, 151 .

v

y = 140,83, s, = 5,84, | |
n, =12
Hoch

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 8. prednddka 2. prosince 2013



dvouvybérovy t-test

dvouvybérovy t-test
vysky desetiletych déti

> |ze pfedpokladat, Ze vySky ndhodné vybranych hochl maji
normalni rozdéleni

Xi ~ N(px, 0?), nezavislé, i=1,...,n,

> |ze pfedpokladat, Ze vysky ndhodné vybranych divek maji
normalni rozdé&len{

2 (ield T —
Y,'NN(uy,a), nezdvislé, i=1,...,n,

> fux (resp. ) charakterizuje vysky viech chlapcil (divek)

» predpoklad stejnych rozptyld byva splnén, Ize jej ové&fit

> musi jit o nezavislé ndhodné vybé&ry, nelze nap¥. vybirat
sourozenecké dvojice nebo opakovang& mé¥it stejnou osobu

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 8. prednaska 2. prosince 2013



dvouvybérovy t-test

dvouvybérovy t-test

» Ho : pix = py (neni rozdil, nulova hypotéza)
zfejmé& toté? jako 1 — py = 0 (nulovy rozdil st¥. hodnot)
(hosi a divky se v deseti letech co do vysky nelisi)
> mozné alternativy
» Hy: pe # py (neni-li diivod k jednostranné alternativé)
» Hy: p > py (cilem dokazat, Ze ho3i jsou v&tsi nez divky)
» Hi:pe < py (cilem dokdzat, Ze hosi jsou mensi nez divky)
» rozhodovani zaloZeno na porovnani priméri X a Y; &im vice
se lisi ,,spravnym smérem®, tim spiSe zamitnout hypotézu

> Je tfeba porovnat s mirou pfesnosti, s jakou rozdil priimé&ri
X — Y odhadne skute¥ny rozdil popula&nich pram&ri pu, — Iy
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odhad o2

> je tfeba odhadnout také nezndmé o pomoci

2 1 - 2 = 2
S = o (XX ()
i=1

i=1

ne—1 5 n, —1 5
= S
ng+n, —2 x t ne+n,—27
(vaZeny primér odhadi rozptylu v obou vybé&rech)
> vyska desetilet)'/ch déti: nX =15, n, =12, x = 139,13,
y = 140,83, s2 = 42,98, s = 33,79, tudiz
2 1

11
—— .42 = 38,04 = 6,24°
s* = 55 42,98+ - 33,79 = 38,04 =6,
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dvouvybérovy t-test

kriticky obor

» o hypotéze Hg : pux = p, se rozhoduje pomoci

XV XY [y
SE(X-Y) S \n+ny

> Hi:px # py zamitdme pokud [ T| >ty 4n,—2(1 — a/2)

> Hi:px > py zamitdme pokud T >t 44, 2(1 — @)
> Hi:px < py zamitdme pokud T < —tp yp,2(1 — )
> vysky desetiletych: t = —0,70 =
| — 0,70] < 2,06 = t15+12-2(0,975)
» na 5% hladin& jsme neprokazali rozdil mezi vyskami

desetiletych hochii a divek (p = 48,8 %)
t.test (vyska~Hoch,var.equal=TRUE)
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souvislost s intervalem spolehlivosti
> i — fly =0 (o kolik se lisi populagni priiméry)
» odhadem prodjed=X—-Y =-17

» krajni body intervalu spolehlivosti pro § jsou

(X = V)FSEX - V) ton2(1-0a/2)

Ho : 6 =0 (tj. ux = py) zamitame pravé tehdy,
kdyZ nula neni v int. spol. pro §

» pFi porovnani vysek hochii a divek je 95% interval pro §

1 1 /1 1
(—0,7 — 6,24 5 + Eh 2,06; —0,7+6,24 ' + o 2,06)

(_6,7, 373)

» nula je v intervalu, proto nezamitame Hyp : 6 =0
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dvouvybérovy t-test

shrnuti

v

dilezité predpoklady
» nezdvislé vyb&ry (ddno zplsobem sbéru dat)
» stejné (populagni) rozptyly (lze testovat)
» normdlni rozdéleni (lze testovat)
> existuje varianta bez p¥edpokladu stejnych rozptyld (Welch)
(bude nasledovat)
t.test (vyska~Hoch,var.equal=FALSE)

v

pro velkd ny, n, na normalité tolik nezaleZi (CLV)

v

je-li problém s normalitou, lze pouZit jiny test
(dvouvyb&rovy Wilcoxoniiv, téZ Manniv-Whittneyiv)
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dvouvybérovy t-test

problém nestejnych rozptyli

» predpoklad o stejném rozptylu v obou souborech nemusi byt

ve skute€nosti splnén, lze jej ové&Fit porovnanim odhadi
52
52

rozptylu F-testem zaloZenym na F =

» hypotéza Hy : 02 = aﬁ se proti Hy : 02 # 0}2, zamita, kdyz? je

52 52
bud F = 25 > Fr1,-1(1-0/2) nebo o5 > Fy, 10, -1(1-0/2)
y X

> vlastn& se vétsi odhad rozptylu déli mensim odhadem, k tomu

se musi zvolit odpovidajici poradi stupfidi volnosti a hladina

» priklad vysky desetiletych déti:

F = ggvgg =127 < F14711(0,975) = 3,36

» var.test (vyska~Hoch) (??7)
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MS Excel: Dvouvybérovy F-test pro rozptyl

pfednaska | Excel Soubor 1 | Soubor 2
pramér St¥. hodnota 139,13 140,83
rozptyl Rozptyl 42,98 33,79
rozsah Pozorovani 15 12
stupné vol. | Rozdil 14 11
F F 1,27
p P(F<=1f)(1) 0,349

F krit (1) 2,739

pozor Excel pracuje Spatné: uvadi kritickou hodnotu a p-hodnotu
pro jednostrannou alternativu odvozenou z hodnoty statistiky F;
p¥i oboustranné alternativé je tfeba p-hodnotu vynasobit dvéma

ve skutenosti je P(F > 1,27) = 0,349, takZe p = 2-0,349 = 0,698
pro oboustrannou alternativu mélo byt pouZito

F14,11(0,975) = 3,359
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provedeni v MS Excelu (nestejné rozptyly)

Soubor 1 | Soubor 2
pramér St¥. hodnota 139,133 140,833
rozptyl Rozptyl 42,981 33,788
rozsah Pozorovani 15 12
Ho : px — py = Hyp. rozdil stf. hodnot 0
stupné volnosti f | Rozdil 25
T t stat -0,713
p jednostr. testu | P(T<=t) (1) 0,241
tr(1 — ) t krit (1) 1,708
p oboustr. testu | P(T<=t) (2) 0,482
tr(l — a/2) t krit (2) 2,060

p¥i oboustranné alternativé nelze nulovou hypotézu zamitnout
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dvouvyb&rovy Wilcoxoniv test (nékdy nepresn&
Manndv-Whitney(v)

pofadovéa obdoba dvouvyb&rového t-testu

» porovnavame stejny kvantitativni (spojity) znak ve dvou

populacich

» mame dva nezavislé vybéry z téchto populaci
> neni tfeba predpoklddat normalni rozdéleni, stadi spojité
» necht Xi,..., Xp, a Y1,..., Yy, jsou nezavislé vybéry ze

spojitého rozdéleni (nap¥iklad v&k matek, stfedni délka Zivota
muz{ p¥i narozeni ve dvou skupinach zemi, potratovost . .. )

» Hp tvrdi, Ze ob& rozdéleni jsou stejnd (mezi populacemi neni

rozdil, zpravidla nds zajimd, Ze neni rozdil v mirdch polohy)

> specielné to znamen4d, Ze populaéni mediany jsou shodné
> postup zaloZen na poradi bez ohledu na vybér
> idea: kdyby nebyl mezi populacemi rozdil, byla by takto

zjisténa priimérna poradi v obou vybérech podobnd
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priklad: kostky cukru

> porovndvame spottebu cukru u 43letych muZl s rizikovym
faktorem pro ICHS se spot¥ebou cukru 43letych muZi bez
tohoto faktoru

» spottebu (hrub&) m&fime udanym pottem kostek cukru b&zné&
spotfebovanych za den

» dvouvybé&rovy t-test potfebuje normalni rozdéleni

» Shapirdv-Wilkiv test:
data: normalni W

0.9557, p-value = 0.4074
0.9246, p-value = 0.008537

» dvouvybé&rovy t-test neni vhodny, pfedpoklad o normalnim
rozdéleni neni udrzitelny

data: rizikova W
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priklad: kostky cukru

grafické

Sample Quantiles

ovéfeni normality

n
—

10

normalni

Theoretical Quantiles

Sample Quantiles

15

10

rizikova

oo
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priklad: kostky cukru
> dvé& skupiny muZzi stfedniho v&ku (rizikovd, normalini)

> spojity znak mé&fime hrub& poétem kostek cukru na den

kostek norm. rizik. celkem pofadi R(norm.) R(rizik.)

0 2 7 9 50 10,0 35,0
1 1 3 4 11,5 11,5 34,5
2 1 3 4 15,5 15,5 46,5
3 4 6 10 22,5 90,0 135,0
4 1 5 6 30,5 30,5 152,5
5 3 4 7 37,0 111,0 148,0
6 2 4 6 435 87,0 174,0
7 1 1 2 47,5 47,5 47,5
8 3 4 7 52,0 156,0 208,0
10 3 2 5 58,0 174,0 116,0
12 0 2 2 61,5 0,0 123,0
15 1 1 2 63,5 63,5 63,5
celkem 22 42 64 796,5 1283,5
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dvouvybérovy Wilcoxoniv test

» normdlni: n, = 22, soulet poradi W, = 796,5
(pramér % = 36,2)
» rizikovd: n, = 42, soutet poradi W, = 1283,5
(pramgr 2222 = 30,50)
» wilcox.test(normalni,rizikova)
W = 543.5, p-value = 0.2495
» statistika W ma jiny vyznam (Manniv-Whitneyiv test)
» uvaZuje v8echny dvojice muzi (normalni, rizikovd), tj. (X;, Y)),
i=1,...,n, j=1,....n,
> neni-li mezi dvéma populacemi, dokud pochazeji vybéry
(plati-li Ho) rozdil, m&lo by asi v polovin& p¥ipadi byt X; > Y;
a v poloviné pfipadi X; < Y;
» statistika W uddva pocet dvojic X; > Y} zvétSeny o polovinu
poctu dvojic X; = Y;

» rozhodnuti dvouvybérového Wilcoxonova testu a
Mannova-Whitneyova testu jsou totoZna
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priklad: I1Q dvojéat (parovy t-test)

datovy soubor twins v bali¢ku alr3

rodice | 82 90 91 115 115 129 131

péstouni | 82 80 88 108 116 117 132

vV V.V V. Y Y VvV VY

rozdil | 0 10 3 7 -1 12 -1

dvojice jednovaje¢nych dvojéat vychovavanych oddélené
Z3visi 1Q na zplsobu vychovy?

parova zavislost, nejde o dvouvybérovy test

Ho @ pir = tip, ti- firozdl = 0

jednovybérovy t-test pouZijeme na rozdily

t =2,097, p =0,081

rozdil jsme neprokazali

95 % int. spol. pro rozdil p, = pip: (—0,7;9,3)
pouZiti jednovyb&rového t-testu na rozdil parové (moznd)
zavislych pozorovani se nazyva parovy t-test

> predpoklada se, Ze rozdily jsou nezdvislé a maji normalni

rozdéleni
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parovy t-test

priklad: I1Q dvojéat (znaménkovy test)
rodi¢e | 82 90 91 115 115 129 131

péstouni | 82 80 88 108 116 117 132
rozdil | 0 10 3 7 -1 12 -1

» Ctyfi hodnoty z 3esti nenulovych jsou kladné (znaménko nuly
nemd smysl)

» Kdyby nezéleZelo na tom, kdo dvojce vychovava, byla by
pravd&podobnost kladného znaménka rovna 1/2, pouZijeme
test o pravdépodobnosti v binomickém rozdé&leni.

> (slajd 156:)

Y — f—
Z = n7T0 = 7To \/E
\/ nmo(1 — o) mo(1 — mo)
>
4-6/2
=752 _4s16.  p—o041s

V/6/4

> binom.test(4,6,p=0.5) je zaloZen na presném testu:
p = 0,6875
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parovy t-test

znaménkovy test obecné

v

X1, X2, ..., X, nezdvislé, stejn& rozdélené, spojité rozdéleni

v

Ho : P(Xi < x0) = 1/2, tj. xo je popula&ni medidn

v

vyskrtnéme pozorovani shodnd s xp, upravme n

v

ozname Y pocet hodnot X; mensich neZ xg, plati-li Hg, pak
Y ~ bi(n,1/2)

rozhodneme o Hg v binomickém rozdéleni bi(n, ), podle které
jem=205

v

> u pdrové zavislych pozorovani pouZijeme jako X; rozdily
hodnot ve dvojicich

Statistika  (MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014 8. prednaska 2. prosince 2013



parovy t-test

jednovybérovy (parovy) Wilcoxonlv test
(Wilcoxon signed rank test)

> X1, Xo,..., X, nezavislé, stejné rozdélené, spojité rozdéleni,

které je symetrické kolem xg

» Hp : xg = a, kde a je dand hodnota, nejcastéji nula

» podobné jako u znaménkového testu se vyloudi hodnoty

X; = a, upravi se n

> urli se poradi R,-Jr absolutnich hodnot | X; — a, settou se jen

ta, kde je X; > a

w= >y Rf

i:X;>a

» rozhoduje se podle W

wilcox.test(rodice,pé&stouni,paired=TRUE)
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priklad: I1Q dvojéat (znaménkovy test)

rodice | 82 90 91 115 115 129 131
péstouni | 82 80 88 108 116 117 132
rozdil | O 10 3 7 -1 12 -1
[rozdil| | — 10 3 7 1 12 1
RF|— 5 3 4 15 6 15

» W=5+3+4+6=18 p=141%

> wilcox.test(rodiZe,p&stouni,paired=TRUE)

» kdybychom ptedpokladali normalni rozdé&leni, pouZili bychom
t.test(rodice,p&stouni,paired=TRUE)
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Statistika

v

(Pearsontiv) korelagni koeficient

» Spearmaniv korelaéni koeficient
> regrese

» metoda nejmensich &tvercl

> testy o regresni pfimce

» ovéFeni predpokladi

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014

9. prednéska

9. prosince 2013



korel. koef.

priklad: vyska otce a syna
data: Galton (1886), Hanley (2004), ddaje v angl. palcich (1 palec = 25,4 mm)

souvisi spolu vyska otce a vyska jeho dospélého syna? r = 0,505

+
o ++
+
+ +
+ g +
+ 7t ; ty +
c o +7F e T _ _
> 0~ 1 ++H¢++€k r _ 7:1(Xi_X)(Yi_Y)
L X - = =
RN 4 g VI (X=X T (Y=Y )2
oot % + Ly (55) (%)
- N + n—1 i=1 Sx Sy
+ +
+ +
T T I
65 70 75
otec
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prokazovani zavislosti spojitych veli¢in

» povazujme dvojice vydek X, Y (otec,syn) za ndhodny vybg&r
z populace dvojic (otec,syn)

> Hp : ndhodné veli¢iny X, Y jsou nezdvislé

» vime, Ze pro nezdvislé X, Y je pxy =0

> ry, je odhadem pxy; jak daleko od nuly musi byt r,,,
abychom na hladiné « prokazali zavislost X, Y'?

» za predpokladu, Zze X, Y maji normalni rozdé&leni (nebo
polet pozorovanych dvojic X;, Y; je velky) a dvojice (Xj, Y;)
jsou mezi sebou (pro riiznad i) nezavislé, hypotézu nezavislosti
zamitdme pokud je | T| > tp—2(1 — a/2), kde

T——2% _Vn-2

» pro (otec,syn) vyslo t = 7,65, p = 10712, zavislost jsme
prokazali (normalitu vy3ek lze predpoklddat)
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Spearmaniiv korel. koef.

Spearmandv korelaéni koeficient

>

nelze-li pfedpokladat normalitu (nebo nejsou stovky dvojic),
pouZijeme Spearmaniv korelaéni koeficient rs

misto pavodnich X;, Y; pouZijeme jejich pofadi R;, Q;
rs je vlastn& Pearsonlv korelaéni koeficient pouZity na po¥adi
vypolet Ize upravit (zjednodusit) na

n

6 2
rs=1——— S (R - Q
S n(n2 — 1) z;( i I)
=
vhodny také pro nelinedrni monotonni zavislost
nevadi odlehlé hodnoty
p¥i testovani nemusi byt normalni rozdéleni

nezdvislost se zamitd, je-li [rs|v/n —1 > z(«a/2) (pro n velké),
Jjinak s vyuZitim tabulek
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pfiklad: emise CO, a HDP v EU
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pfiklad: emise CO, a HDP v EU

ovéreni normalniho rozd&leni CO2> a HDP, Shapiriv-Wilksiv test

emise CO2 HDP
8 ° °
8
v _] —
g 9 8 2
kS =
< <
> =
o o
@ o @
o o
s - s 8
n n =4
(Yol
o
o
o
o
A
Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles

W = 0.8513, p-value = 0.001224
W = 0.7936, p-value = 0.0001061
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pfiklad: emise CO, a HDP v EU

» Spearmaniyv korela&ni koeficient:

cor.test (~emiseC02+HDP,data=EU2010,method="spearman")
rs = 0,549, coZ p¥i n = 27 vede k p = 0,003

> nespravn& pouZity (Pearsoniv) korelaéni koeficient:

cor.test (~emiseC02+HDP,data=EU2010)
rs = 0,795, coZ p¥i n = 27 vede k p < 0,001

» kdyZ vynechdme odlehlou hodnotu Lucemburska:

cor.test (~emiseC02+HDP,data=EU2010, subset=zem&!="1LU")
dostaneme r = 0,516, coz pfi n = 26 vede k p = 0,007

> po vylou€eni dat o Lucembursku normalitu nezamitneme

» u podobnych dat (charakteristiky statd, tzemnich jednotek) je

ptedpoklad normalniho rozdéleni zpravidla nepouZitelny
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regrese

regrese

» Pearson, Lee (1903): potomci otcii o dva palce vy3Sich nez

» na rozdil od korelace (sila zdvislosti) hleddme tvar (zpisob)

zavislosti, zajima nas také priikaznost zavislosti

» snaZime se z danych hodnot regresorii (nezavisle

proménnych, prediktorti) predpovédét hodnoty zavisle
prom&nné (odezvy, vysvétlované promé&nné)

» snazime se variabilitu (kolisani hodnot) odezvy vysvétlit

zavislosti na kolisajicich regresorech

» prvn& v tomto smyslu F. Galton (1886) pfi vy3etfovani

zavislosti vysky potomki na primérné vysce rodi¢i

v

s o e

primér vSech otcl byli v priiméru jen o palec vy3si neZ priimér
synli; dvoupalcovd odchylka se nereprodukovala celd, byl
patrny navrat (regres) k priméru
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regrese

priklad: souvisi vyska syna s vyskou otce?

upravend Galtonova data, daje v palcich

syn
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regresni primka

» cil: chovani Y (vy3ka syna) co nejlépe (nejvice) vysvétlit
linedrni zavislosti na x (vyska otce)

» (na¥e predstava, predpoklad:) kazdé vy3ce otce x; odpovida
jakasi stfedni vy$ka syna E Y;, ta zavisi na vysSce otce linedrné

EYi:ﬁO‘FﬁlXi, i:]-a"'an
» obecné ptedpokladame, Ze Y1,..., Y, jsou nezavislé a
WNN(/BO—’_/BIXUOQ)? i:]-a"'an

» parametry (g, 81 odhadneme metodou nejmensich &étverci
minimalizaci p¥es §p, 81 soultu &tverch ,,svislych” odchylek

n
min » (Vi — fo — B1xi)?
Bo,B1 “
i=1
» vysledné minimum (pro 5o = by, B1 = b1) se nazyva

rezidudlni souet &tvercii: Se =" 1(Y; — bo — b1x;)?
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metoda nejm. &tverch

metoda nejmensich &tvercl
na obrazku jsou pouze t¥i pozorovani!
smérnicovy tvar rovnice pfimky — ndvod, jak k x spotitat y (soufadnice bodu na pFimce)
odhadovand zavislost: y = 0o+ p1-x (populace)
odhad zavislosti: y =bo+ by - x (vybé&r)
celkovd plocha &tvercii:  Se = >0, (Vi — by — bix;)?  (vybér)

i=

y=bo+byx

by

8%

[x,Yi]
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nas priklad

summary (lm(syn~otec,data=GaltonSyn))

koef. odhad | stf. chyba | t-stat. p
abs. &len | 34,652 4,527 | 7,654 | <0,001
otec 0,501 0,065 | 7,651 | <0,001

» odhad zdvislosti: syn = 34,652 + 0,501 otec

> s kazdym palcem vysky otce roste vy$ka syna v priméru
zhruba o piil palce

» jiné vyjad¥eni: (syn — syn) = 0,501 (otec — otec)

> Vezméme otce, jejichZ vyska se lisi o jeden palec od primérné
vy$ky otcli. Oekdvame, Ze primérnd vyska jejich syni se od
primérné vysky syni bude lisit jen o pil palce.

» odchylka od primé&ru se reprodukuje jen z poloviny (regrese
k praméru)

» Zivislost je pritkaznd, nebot v ¥adku pro x (otec) je p <0,001
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obecné

v

odhadovana zavislost y = By 4+ S1x, odhadnutd y = by + b1 x

> zdvislost na x prokazujeme testovanim hypotézy Hp: 51 =0
(pak je y pro v8echna x stejné, tedy y = 5p) pomoci

by by
T = — = —
SE(bl) )

> zamitdme Hg proti oboustranné alternativé, kdyz
IT] = tra(1-a/2)
> regresni pfimka prochazi t&zigtém (; Y)

» vyrovnané (vyhlazené) hodnoty:

\A/,':bo-i-blx,': \_/-Fbl(x,'—)_()
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rezidua
> rezidua
up=Y;=Yi=Yi—(bo+ bix;) = (Yi = Y) — bi(x — X)
> rezidudlni soucet €tvercii: nevysvétlend variabilita Y

n

Se=_uf =) (Yi—(bo+ bix))?
i=1

i=1
» rezidualni rozptyl: odhad o2
s2=5./(n—2)
» koeficient determinace ukazuje, jaky dil variability odezvy
(j. jaky dil 327, (Yi — Y)?) jsme zavislosti vysv&tlili
Se

R2—=1— _
> (Yi=Y)?
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94

nas priklad a tabulka analyzy rozptylu

anova(lm(syn~otec,data=GaltonSyn))

st. vol. | soulet &tverch | prim. &Etverec
variabilita f SS MS F p
model 1 279,11 279,107 | 58,532 | <0,001
rezidudIni 171 815,41 4,768
celkem 172 1 094,52

» koliséni vySek syni vysvétlime zavislosti z 25,5 %, nebot je

R2_1_ 815,41 279,11
109452  1094.5

= 0,255
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ové&Feni predpokladi

ovérfeni splnéni predpokladi

> ovéFeni nelze provést jen hodnocenim hodnot zavisle
proménné Yi,..., Y, (napf. nemaji stejné stfedni hodnoty)

> vyuZivaji se zejména rezidua u; = Y; — Yi (znaménkem
opat¥ené svislé vzdalenosti pozorovani od p¥imky)

> rychlé pFedb&Zné grafické ovéFeni pomoci funkce plot(a),
kde je 2 = Im(Y~x)

» ové&Feni normality: ShapirGv-Wilkiv test pouZity na rezidua
shapiro.test(rstandard(a))

» stabilita rozptylu: Breuschiiv-Paganiiv test
library(lmtest); bptest(a)

7/

» nezdvislost po sobé jdoucich pozorovani: Durbindv-Watsoniv
test (nap¥. ¢asova fada ma pozorovani navzajem zavisla)
library(lmtest); dwtest(a)
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ové&Feni predpokla

priklad: vyska syna a otce
plot () da Ctvefici grafi
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ové&Feni predpokladi

priklad: vyska syna a otce

» Zadny graf nenaznaluje problém
> test normality: W = 0.9935, p-value = 0.6445
> stdlost rozptylu: BP = 1.6422, df = 1, p-value = 0.2

> ani jeden test nenaznaluje problém, miiZeme predpokladat
normalni rozdé&leni i konstantni rozptyl

» Durbindv-Watsoniv test nema smysl, protoZe poradi
napozorovanych hodnot je nahodilé, neni v ném systém.
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priklad: zavislost produkce odpadu na HDP v EU

odpad v kg na osobu za rok, HDP jednotkiach PPS
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zavislost v logaritmech je nepochybné |épe vystiZena p¥imkou
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ové&Feni predpokladi

pozndmky

» transformace mnohdy je uZite¢né modelovat zavislost vhodné
funkce zavisle promé&nné na vhodné (tfeba jiné) funkci
nezdvisle proménné

> v ptipadé jediné nezavisle promé&nné x je koeficient
determinace R? ¢tvercem korelaéniho koeficientu Iy

» mnohonasobna regrese: nezavisle proménnych miiZe byt
vice, napt. vysku syna Ize vysvétlovat vyskou otce a vyskou
matky soucasné

» pokud data tvofi &asovou Fadu, predpoklad nezavislosti
pozorovani mezi sebou nebyva splnén (nap¥. vyvoj HDP)
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priklad: vyvoj starobnich diichodii v CR
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na grafu patrné kolisani kolem p¥imky, graf rezidui to jen
zdlraziiuje: je nutno pouZit sloZitéjsi model, ktery pfihlédne k
zavislosti a zfejmé periodicité
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regrese v MS Excelu 2000, 2003

Excel 2003 oznaceni
absolutni &len Hranice bg
odhad Koeficienty b;
stfedni chyba odhadu Chyba stfedni hodnoty* S.E.(bj)
koeficient
(mnohonasobné) korelace N&sobné R VR?
koeficient determinace Hodnota spolehlivosti R R?
adjustovany koef. det. | Nastavend hodnota spol. R Ry
resid. smé&r. odchylka Chyba st¥. hodnoty* s
pocet pozorovani Pozorovani n
polet st. volnosti Rozdil

* pozor, dva riizné pojmy oznaleny stejné!
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__multinomické rozdeleni_chi-kvadrat test dobré shody kontingenzni tabulka Etyfpoinitabulke
10. prednaska

» multinomické rozdé&lenfi
> chi-kvadrat test dobré shody
> kontingenni tabulka

» Ctytpolni tabulka
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multinomické rozd&leni

motivacéni ptiklad: je vybér reprezentativni?

>

>

bylo provedeno Setfeni mezi Zenami ve véku 18 az 50 roki

mezi 498 nahodné oslovenymi Zenami bylo celkem 180 Zen
svobodnych, 239 Zen vdanych, 75 Zen rozvedenych a 4
ovdovélé

stejné tdaje v procentech: 36,14 % svobodnych, 47,99 %
vdanych, 15,06 % rozvedenych, 0,80 % ovdové&lych

je zndmo, Ze v celé populaci Zen v CR uvedeného vékového
rozpéti je 34,27 % svobodnych, 52,03 % vdanych, 12,50 %
rozvedenych a 1,20 % ovdovélych

Ize vybér povaZovat za reprezentativni co do stavu?
odpovidaji procenta vybéru procentiim populace, tj. je vybé&r
reprezentativni?

dostali bychom reprezentativni vybér, kdybychom hledali Zeny
nap¥. v porodnici?

Statistika
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multinomické rozd&leni

multinomické rozdéleni

> zobecnéni binomického rozdéleni na k-tici ndhodnych veli¢in
Yi,..., Yk
» parametry n, 7y, ..., m (0<m <1, w1 +...+7m=1)
» n nezavislych pokusi
> v kaZzdém pokusu pravé jeden z k moZnych vysledki
» mozné vysledky se musi vylu¢ovat
> aspofi jeden z moZnych vysledkd musi nastat
>

J-ty vysledek nastdva s pravdépodobnosti 7;

v

Y; — potet pokusli, v nichZ nastal j-ty moZny vysledek, tedy
nutné
Yi+...+ Yk =n
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multinomické rozd&leni

priklady multinomického rozdéleni

» predvolebni prizkum
» n — polet tdzanych
» 7; — skute¢ny podil voli¢d j-té strany v populaci
> Y; — potet (Zetnost) voliti j-té strany ve vybéru
> hody hraci kostkou
» n — polet hodii
> m1,...,mg — pravdépodobnosti jednotlivych stran kostky
> Y1,..., Ys — absolutni &etnosti jednotlivych stran kostky
> krevni skupiny
» k =4 (skupiny 0, A, B, AB)
> To,TA, T8, TAB — pravdépodobnosti skupin 0, A, B, AB
> Yo, Ya, YB, Yas — pocty osob se skupinami 0, A, B, AB
> pljde o multinomické rozdéleni, kdyZ pofidime vzorek védci
(populaci v&dci Ize definovat), pokud je budeme t¥idit podle
statni p¥islusnosti?
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vlastnosti multinomického rozdéleni
» kazda jednotliva sloZka Y; md binomické rozdéleni:
Yj ~ bi(n, )
> stfedni hodnota: py, = nm;, rozptyl: o%,j = nmj(1 — ;)
> (pro zajimavost) kovariance: cov(Y}, Y;) = —nmjme  j# t

» nahodné veli¢iny Yi,..., Y jsou zavislé (Y1 + ...+ Yk = n)
» asymptoticka vlastnost chi-kvadrat (velkd n, nm; > 5 Vj)

— I'I7TJ

M»

2
~ Xk-1
J=1

> Y; — empirické Cetnosti,
nm; — ofekdvané (teoretické) Eetnosti
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priklad: hraci kostka A

>

>

>

chi-kvadrat test dobré shody
n = 100 hod{ kostkou
Y1 =12, Yo =21, Y3=14, Y, =15, Y5=21, Yg=17

hypotéza Hp : 11 = ... = 1 = 1/6 da olekdvané &etnosti
nmy = ...= nme = 100/6 = 16,67 (vZdy vice neZ 5))

» (12 —16,67)2 (17 — 16,67)2
= 44— =416
X 1667 T 1667 ’

x? < x2(0,95) =11,07, p=527%
neprokazali jsme, Ze by kostka nebyla symetricka
neprokdzali jsme ani to, Ze je symetricka

symetrii miizeme pouze predpokladat
chisq.test(c(12,21,14,15,21,17) ,p=rep(1,6)/6)

Statistika
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priklad: hraci kostka B (1)

v

v

v

v

v

n = 100 hoda kostkou
Y1=15Y,=16,Y3=7,Y, =06, Y5 =15, Yg =41

hypotéza Hp : m1 = ... = mg = 1/6 da olekavané Cetnosti
nmy = ... = NTtg = 100/6 = 16,67

, (15— 16,67)2 (41 — 16,67)2
=L — 4832
X 1667 T 1667 83

x? > x2(0,95) =11,07  p < 0,0001

zfejmé je nutno zamitnout hypotézu, Ze kostka je symetrickd

na 5% hladin& jsme prokazali, Ze neni symetricka
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priklad: hraci kostka B (2), jind Hg

» n = 100 hodl kostkou

> Yl:15,Y2:16,Y3:7,Y4:6,Y5:15,Y6:41
» nulova hypotéza: m; = ... =75 = 1/10,m6 = 5/10 =1/2
» olekavané Cetnosti za hypotézy:
nmi = ... = nms = 100/10 = 10, nme = 100/2 = 50
2= (15 — 10)2 - (15 — 10)2 N (41 — 50)2 17
10 10 50 ’
>

x° > x2(0,95) =11,07 p=26%
> zfejmé je nutno zamitnout i tuto hypotézu

chisq.test(c(15,16,7,6,15,41), p=c(1,1,1,1,1,5)/10)
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ptiklad: hraci kostka B (3) (pouZit jen &ast informace)

v

n = 100 hodd kostkou

> Y6 =41

» nulova hypotéza: mg = 5/10 = 1/2

» hypotéza o psti jediného z moznych vysledki (pst Sestky) —
binomické rozdé&leni

» d¥ive jsme urdili p¥iblizny 95% interval spolehlivosti pro

pravdépodobnost estky: (0,31; 0,51)

» 1/2 je v tomto intervalu, na 5% hladin& nelze zamitnout
binom.test (41,100)
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chi-kvadrat test dobré shody

chi-kvadrat test dobré shody obecné

> Yi,..., Yx maji multinomické rozdéleni s parametry
nmy,...,mg, kde Yi+---+Ye=nam+---+m=1

» nulova hypotéza tvrdi, Ze pravdépodobnosti jsou rovny
zndmym hodnotam: 71 = 77?, e, T = 772

0

i

> spolitdme olekdvané &etnosti o; = nm

> ovéfime splnéni podminky o; > 5

> spoditdme statistiku chi-kvadrat:
k
=3 (Yi—0i)?
= Oj
1=

» nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti «, je-li
2 2
X* 2 X (1 —a)
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chi-kvadrat test dobré shody

priklad: je vybér reprezentativni?

> provedeme test hypotézy, Ze pravdépodobnosti ty¥ skupin Zen
jsou rovny procentiim v populaci

svobodné vdané rozvedené ovdovélé | celkem
populace 3427 % 52,03% 12,50 % 1,20 % | 100 %
vybér 180 239 75 4 498
vyb&r (rel.) | 36,14 % 47,99 % 15,06 % 0,80 % | 100 %
ocek. cet. 170,69 259,07 62,26 5,99 498
p¥inos 0,51 1,55 2,61 0,66 5,33
(180 — 170,69)2 (239 — 259,07)2 (75 — 62,26)2 (4 — 5,99)2
170,69 259,07 62,26 5,99

» vysledna hodnota chi-kvadrat testu dobré shody je x? = 5,34
(p =149 %), ale x3(0,95) = 7,81

> neprokazali jsme, Ze by vybé&r nebyl reprezentativni, mizeme
jej za reprezentativni povaZovat

chisq.test(c(180,239,75,4) ,p=c(34.27,52.03,12.50,1.20) /100,

(MD360P03Z, MD360P03U) ak. rok 2013/2014
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kontingen&ni tabulka

ptiklad: vzdélani snoubenci

tabulka uddva &etnosti zjisténé u 100 ndhodné vybranych snoubenci

nevésta
Zenich | zdkladni stfedni VS | celkem
zakladni 24 12 3 39
st¥edni 7 24 3 34
VS 3 9 15 | 27
celkem 34 45 21 100

7 /v .

> zajima nds, zda vzdé&lani Zenicha a nevésty spolu souvisi

> |ze povaZovat vzdé&lani snoubencii za nezdvisla?

> tabulka udava sdruZené a z nich spo&itané margindlni ¢etnosti

> vzdé&ldni zde chdpeme jen v nomindlnim méfitku

» Cetnosti na diagondle prevladaji, etnosti mimo diagonaly jsou
spise mensi

» vzhledem k nomindlnimu méFitku nelze pouZit ani
Spearmaniv korela&ni koeficient

10. pfedndska  16. prosince 2013
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kontingen&ni tabulka

kontingen&ni tabulka (zavislost vzdélani snoubenci)

> opét pouZijeme chi-kvadrat test

> olekdvané Cetnosti vychazeji z nulové hypotézy Hg : vzd&lani
jsou nezavisld (vzdé&lani nevést jsou maji pravdépodobnosti
nezdvislé na vzd&lani Zenichi)

» vzd&lani nevést jsou v pom&ru 34 % : 45 % : 21 %

> stejny pomé&r by mél byt nap¥. pro 27 Zenichl vysokoskolak:
9,18 (tj. 34 % z 27) : 12,15 (tj. 45 %) : 5,67 (tj. 21 %)

> to jsou Cetnosti olekdvané za platnosti nulové hypotézy

» podobné dostaneme ocekdvané Cetnosti pro zbyvajici dvé
kategorie Zenichl

» statistika chi-kvadrat porovna skuteng zjisténé (empirické)
Cetnosti s Cetnostmi za nezavislosti olekdvanymi, spodita
jejich ,,vzdalenost”
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kontingen&ni tabulka

test nezavislosti v kont. tabulce

» u n jedinci (statistickych jednotek) vyZetfujeme dva znaky
v nomindlnim mé&fitku (vzd&lani Zenicha, vzdélani nevésty),
které maji r a ¢ moznych hodnot

» oznatme n;; pocet jedincil s i-tou hodnotou prvniho znaku a
J-tou hodnotou druhého znaku (nap¥. ni2 je potet dvojic
snoubenci, kdy Zenich ma zdkladni vzd&lani a nev&sta stfedni)

> spotitdme Fadkové margindini Cetnosti n;; (polet Zenichd s
i-tym vzdélanim) a sloupcové margindlni &etnosti ny; (polet
nevést s j-tym vzd&lanim)
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kontingen&ni tabulka

test nezavislosti v kont. tabulce

» nulova hypotéza Hg tvrdi, Ze dva znaky jsou nezdvislé
» ke kaZdé sdruzené Cetnosti spoditdme olekavanou &etnost
(Eetnost v prim&ru oekdvanou v p¥ipadg, Ze plati Hp)

» ové&fime podminku o;; > 5
> spoditdme statistiku chi-kvadrat

-y el

i=1 j=1

» uréime polet stupiid volnosti: f = (r —1)(c — 1)
» nulovou hypotézu zamitneme (zavislost prokdZzeme) na hlading
vyznamnosti «, kdyZ bude statistika chi-kvadrat p¥ili§ velika:

x> > xf1-a)
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kontingen&ni tabulka

priklad: vzdé&lani snoubenci

v zavorce jsou olekdvané Cetnosti

nevésta
Zenich | zakladni stfedni VS celkem
zdkladni | 24 (13,26) 12 (17,55) 3 (8,19) 39
stfedni | 7 (11,56) 24 (15,30) 3 (7,14) 34
VS| 3(9,18) 9(12,15) 15 (567)| 27
celkem 34 45 21 100

» x? =432 >%3(0,95) =9,5 p<0,1 %

» na 5 % hlading jsme prokdzali zavislost

» vzdélani snoubencl nelze povaZovat za nezavisla

> Cetnosti na diagonale jsou vétsi, nez otekavdme za nezdvislosti

» Cetnosti daleko od diagondly (velky rozdil ve vzd&lani) jsou
mensi, neZ ofekdvame za nezavislosti

» POZOR, test nic netvrdi o shod& margindlnich psti
(ze rozdé&leni trovni vzdélani jsou u Zenichl a nevést stejnd)

Statistika 10. pfedndska  16. prosince 2013
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kontingen&ni tabulka

test homogenity

» zjistujeme Cetnosti zvoleného znaku, ktery nabyva c riiznych
hodnot, za r riznych podminek (nase &etnosti stran hracich
kostek A a B, tedy c =6 r = 2)

» Cetnosti maji za i-té podminky multinomické rozdéleni
s pravdépodobnostmi 71, ..., Tjc

» rozhodujeme o nulové hypotéze Hg, podle které jsou
parametry (pravdépodobnosti) téchto multinomickych
rozdéleni stejné (pravdépodobnosti jednitek jsou u obou
kostek stejné, psti dvojek jsou u obou kostek stejné ... )

» oznalme Cetnost j-té hodnoty za i-té podminky jako nj;

> otekdvané Cetnosti o, pocet stupfili volnosti f i statistika
chi-kvadrat se uréi formalné stejné jako u testu nezdvislosti

> stejné je také rozhodovani o Hyp
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kontingen&ni tabulka

maji obé kostky stejné Sestice pravdépodobnosti?

» empirické Cetnosti (kontingen¢ni tabulka)

Al12 21 14 15 21 17| 100
B|1b 16 7 6 15 41100
27 37 21 21 36 58| 200
» otekdvané Cetnosti (za hypotézy): 27-100/200=13,5, ...
A|135 185 105 10,5 18 29 | 100
B|135 185 105 10,5 18 29 | 100
27 37 21 21 36 58 | 200

(12 -13,5)2 (21 —18,5)? (41 —29)2
+ +o
13,5 18,5 29
» tab = matrix(c(12,15,21,16,14,7,15,6,21,15,17,41),2,6)
chisq.test(tab)
x? > 11,07 = x2(0,95), p=03%

» hypotézu o shodé psti na kostkdch A a B zamitame

X? = =18,13
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CtyFpolni tabulka (tabulka 2x2)

specidlni p¥ipad kontingenéni tabulky
a b at+b
> c d c+d
atc b+d n
» silu zavislosti Ize mé&fit ¢-koeficientem [phi coefficient]

(Ety¥polni korelagni koeficient)

b= ad — bc

V(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)

> ¢ je (jako kaZzdy korelagni koeficient) mezi -1 a 1

VS strana A strana B | celkem
» napftiklad pro ano 11 4 15
ne 6 9 15
celkem 17 13 30
vyjde
6= 11-9-4-6 — 034

v15-15.17-13
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¢tyfpolni tabulka — prokazovani zavislosti

» chi-kvadrat porovnavajici teoretické a olekdvané Cetnosti
CtyFpolni tabulky lze upravit na tvar

B n(ad — bc)2 o
X = (arb)ctd)(ato)brd) ¢’

» nezdvislost se na hlading a zamita, je-li x? > x3(«)
» priklad (p¥edvolebni prizkum)

2 30-(11-9—4-6)
15-15-17-13

= 3,39 =30-0,34°
» zavislost jsme na 5% hladin& neprokazali, nebot

3,39 < 3,84 = x3(0,95), p=65%
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EtyFpolni tabulka

malé olekdvané Cetnosti ve ¢tyfpolni tabulce

a b a+b
c d c+d
atc b+d n

v

stdle je tfeba, aby byly otekavané Cetnosti dost velké (> 5)

v

Yatesova korekce umozni rozhodnuti i pfi mensich
Cetnostech tim, Ze zmendi &itatele

> n(|ad — bc| — n/2)?
Nates = (31 b)(c+ d)(a+ c)(b+ d)

v

nezdvislost se zamita, je-li opét x3.... > x3(1 — @)

v

Fishertiv exaktni test pod&itd pfimo p-hodnotu
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